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Zur Optimierung der Spannungskonzentration

Von Heinz Neuber
Vorgelegt am 23. April 1971

Mit 3 Abbildungen

Die Festigkeit von Bauteilen wird durch die an stark gekriimm-
ten Oberflichenbereichen auftretende Spannungskonzentration
stark beeintrichtigt. Hiufig kann durch Verinderung der Ober-
flichenform innerhalb des jeweils technisch moglichen Spiel-
raumes eine Verbesserung erzielt werden. Wie experimentelle
Untersuchungen zeigen, ist der Spannungsverlauf in einem Bau-
teil mit glnstiger Formgebung gleichmiBiger; insbesondere ver-
laufen die Spannungen in der gefihrdeten Zone lings der Ober-
fliche nahezu konstant. Dieser Sachverhalt legt die Hypothese
nahe, dal3 eine optimale Form des Bauteils dann erreicht ist,
wenn die Spannungen lings der gefihrdeten Qberflichenzone
vollrg konstant verlaufen. Im folgenden wird diese Hypothese fiir
ebene Elastizititsprobleme analysiert. Dabel ergibt sich ein neu-
artiges Randwertproblem, das fiir zwei technisch interessante
Beispiele gelost wird.

1. Das ebene Elastizititsproblem in komplexer Schreibweise

Die Bedingungen des Gleichgewichtes und der Kompatibilitit
haben fiir Scheiben mit den kartesischen Koordinaten x, v die
Form [1-7]

(1)
oGz 0Tzy 0Tzy doy 0® 2 oo
oz T oy — % ax T oy =9 (‘57 T W) G0

Mit Einfiihrung der komplexen Koordinaten z = x -+ ¥,
Z=x—ygilt
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(2)
0 0 0 0 [ @ 0 o2 o2 a2
5;~a—z+72"7;—1(7;—7;)’ﬁ+—w =437z

und aus (1) folgen nach Umformung
2 2 ’
Y (0, +0,) + T (0, —0,—271,,) =0,
0 0 G
(3 37 (0. + 0,) + 5, (0, — 0, + 2¢7,) =0,

82
FTT (0, +0,) =o0.

Mit Einfithrung der komplexen Funktion f(z) liefert die dritte
dieser Gleichungen

(4) o, +o,=f+/

Nach Einsetzen in die erste oder zweite der Gleichungen (3) er-
gibt sich mit Einfithrung der weiteren komplexen Funktion g (2)

. d
(s) ay—0x+zzrxy=z"d—’;+g,
bzw. die konjugiert komplexe Gleichung, in Ubereinstimmung
mit bekannten Darstellungen [1-7].

2. Ubergang auf krummlinige Koordinaten mit Hilfe
der konformen Abbildung

Fiir den Ubergang auf krummlinige Koordinaten #z, v diene
eine konforme Abbildungsfunktion z(w) mit w = % + iv, bzw.
2(w) mit w = # — {v. Dann konnen f und g auch als Funktionen
von = geschrieben werden. Zwischen den neuen Spannungskom-
ponenten o,, o,, 7,, und den kartesischen bestehen die Trans-
formationsformeln (symmetrischer Tensor zweiter Stufe)

(6)

. i -
o, +0,=g0, +o0,0,—0, +2i1,,= (0, —0, + 277, )¢ i

uv

Hierbei ist § der Winkel zwischen der #- und x-Richtung bzw.
7t/2 — f# der Winkel zwischen der #- und y-Richtung. Nach Ein-
setzen der Ausdriicke aus (4) und (5) folgen
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(7) o, + o, :f —{-—f, g,—0, + ZZ.T,”, ( f + )j;;j;

Hierbei wurde von den geometrischen Beziehungen (% metrischer
Faktor, #dx und d/v Linienelemente)

1 9x 1 9y 1 dy 1 ox

@) cosf=g g =T =T =TT
FP = L dz e—iﬁzL_di o __ @z dz gz,-ﬂ=dz/d'w
hodw’ h dm’ dw dm’ az|dw

Gebrauch gemacht. Durch Addition der Gleichungen (7) ergibt
sich der an einer Linie v = konst. angreifende komplexe Span-
nungsvektor [1-7]

i dzldw
Handelt es sich um unbelastete Riinder, wie bei den nachstehend

behandelten Problemen die Linien » = 4 v,, so mul3 dort dieser
Ausdruck Null sein.

3. Das Optimierungsproblem

Im Sinne der anfangs aufgesteliten Hypothese sind Spannungs-
zustinde zu untersuchen, bei denen die lings des freien Randes
laufende Spannung konstant bleibt. Handelt es sich um Rand-
linien v = konst., so verschwinden dort ¢, und 7,,; fur die ver-
bleibende Normalspannung gilt wegen (7) o, = f + f = konst..
Es liegt nahe, zunichst Lésungen zu suchen, fiir die f nicht nur
am Rand freien Rand, sondern im gesamten Definitionsbereich
konstant ist, d. h.

(10) f=2B.

Hierbei ist £ eine Konstante, die als reell eingefiihrt werden kann,
da nur der Realteil in die Gleichungen eingeht. Fur die unbelaste-
ten Rinder gilt dann gemil (9)

(11) g =—2 B(dzd®),_ ;. [(dz|dw).

Hierbei ist die Funktion d%/dw von % durch die an den beiden
Rindern geltende Substitution @ = w F 277, in eine Funktion
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von w umzuschreiben. Der zu untersuchende Spannungszustand
wird mithin durch die komplexe Funktion g (nach L. Foppl [2]
harmonischer Spannungszustand) und die Konstante B (allseits
konstanter Zug bzw. Druck) reprisentiert.

4. Der zugbeanspruchte Flachstab mit optimalem
Querschnittsiibergang

Fir ein erstes Beispiel diene die konforme Abbildung

(12) z = + c¢” (¢ reell und konstant), bzw.
(13) x=u +ce“cosv,y = v + ce*sin v.
l
A
/]

[N —P— R
By

\

Abb. 1. Zuglasche mit optimalem Querschnittsiibergang
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Abb. 1 zeigt die beiden Randlinien im Falle v, = 7/2.
Aus (11) folgt mit @ = F 277y 4 w:

g=—2B0 +ce”TEN[(1 4 ce®).

Damit g eindeutig wird, muB3 v, ein ganzes Vielfaches von /2
sein. Fir das Problem des zugbeanspruchten Flachstabes mit
optimalem Querschnittsitbergang kommt v, = 7/2 in Betracht.
Damit folgt

(14) g=2B(e"—1)[(ce” + 1).

Die Spannungen ergeben sich aus (7):

’ : cew— 1
(1s) o, +0,=2B,0,—0, +2i7,, =28 ——.

Die einzelnen Komponenten sind

2B .
0, =Sz [1 +c¢ecosv + c?e%* sin? 9],
2B
(16) 0, = Sz [ce” cos v + c2¢* cos?v],
2B . .
Tuo = c2e** sin v cos v mit A2 = 1 + 2ce*cos v + c2e?*.

Die in x-Richtung wirkende Zugkraft 2, die in jedem von v =
— z/2 bis v = z/2 laufenden Schnitt tibertragen wird, errechnet
sich fur einen Schnitt 2 = konst. aus dem Integral

(17) F= (o‘"%—i—r ax) dv

Bei der Ausrechnung kann durch 42 gekiirzt werden. Es ergibt
sich

(18) 2 B = Flxn.

Dieser Wert reprisentiert zugleich die konstante Randspannung.
Da die Scheibendicke in der Theorie gleich Eins gesetzt wurde,
mul3 noch durch die wirkliche Scheibendicke # dividiert werden.
Ferner ist das verwendete Koordinatensystem dimensionslos, so
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daB noch durch die Einheitslinge a/(3),_, , =z = 22/(7 4+ 2¢) zu
dividieren ist (hierbei ist @ die halbe Querschnittsbreite im
Schnitt x = o). Nunmehr folgt fur die Randspannung

F :
(19) ORand = Sap7 Mit 4 = af(r + 2¢).
Lings der Rinder gilt x = z und (Abb. 1)
(20) y= +all+ @ — I,

Fiir x —~ — oo handelt es sich um einen geraden Stab mit der
konstanten Breite 2 Az der mit der Spannung oy, 4 = o, gleich-
miBig auf Zug beansprucht wird.

Die Linge @ und der dimensionslose Faktor 4 stehen zur Anpas-
sung der Randform an technische Gegebenheiten zur Verfliigung.
Die Losung bestitigt ein vom Verfasser auf anderem Wege ge-
fundenes Resultat [8].

5. Der zugheanspruchte Flachstab mit beiderseits
symmetrischer Optimalkerbe

Mit der Abbildungsfunktion

(21) z = w 4 ¢ sinh w,
bzw.
(22) x=u 4+ csinhucosv,y =v + ¢ccoshusinv

(Abb. 2 zeigt die Randlinien v = 4 =/2) folgt aus (11)

1 + ccosh(w F 272,)
1 + ccosh w *

(23) g=—228
Wie beim vorigen Problem wird wegen der Eindeutigkeit 7, =
= n[2 gesetzt; dann ergibt sich

ccoshw —1
ccohw +1 °

(24) g=2B

Die Spannungen folgen aus (7):
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B : .
(25) o, = 2]7 [t + ¢ cosh 2 cos v + ¢2 sinh? % sin? 2],

(¢

v

2B
= —7 [c coshz cos v + ¢? cosh? u cos? 7],

T,, = 25 ¢? sinh # cosh # sin v cos v
uy A2 5 )

mit 42 = 1 + 2 cosh % cos v + 2 (sinh? % 4 cos? v).

In jedem von v = — 72 bis v = z/2 laufenden Schnitt wird die
Zugkraft P ubertragen. Mit Bezug auf den Symmetrieschnitt
folgt

72
(26) F={[(o,k),-odv=2Bmn.
v =—mx(2
GF

& [7 f_)g‘

hand e Frand™ (7 7/ O

L gy =/1zat)

z=0

Abb. 2. Beiderseits symmetrisch gekerbter Flachstab mit Optimalprofil
bei Zugbeanspruchung
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Zur Wahrung der Spannungsdimension muB wieder durch die
Scheibendicke # und die Einheitslinge a[(¥), _ ¢ , = np = 2a[(@ +
-+ 2¢) dividiert werden. Wie beim ersten Beispiel ergibt sich fiir
die konstante Randspannung der Betrag

2

F .
(27) ORand = 2B=mm1t1:n/(n 4+ 2¢).

Der Mittelwert der Spannung ¢, = ¢, im engsten Querschnitt
x = oist

F
(28) Oy = Zal
Der Faktor der Spannungskonzentration « = 0,,,/0y = Op..a/0x
wird mithin gleich 1/4. Zur Veranschaulichung dieses Resultats

sei der Krimmungsradius p an der engsten Stelle des Randes ein-
gefiihrt:

1

w=0,p=nl2 " 5

d (1
e=1/|57(3)
Die Kerbkriimmung [7] wird hiermit

(29) —Z—:%c + 2

Die Auflésung nach ¢ liefert
7 a n?
G i + l/? + BT
Hiermit folgt

(30) d=%(1+]/i(ﬁ+1).

2o

Abb. 2 zeigt als Beispiel die Spannungsverteilung im Falle ¢ = 1,
d. h. % =1 - 2/a. Abb. 3 zeigt die Faktoren der Spannungs-

konzentration der Optimalkerbe und — zum Vergleich — der
Hyperbelkerbe. Fiir die Hyperbelkerbe gilt [6]

(1) . 2(1+01) ‘/—% .
(1 + —Z—) arctan Vr% + V'%
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/ ' ~
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Abb. 3. Kerbfaktor des beiderseits gekerbten Flachstabes
bei Zugbeanspruchung.
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Man erkennt die erhebliche Abminderung der Spannungskon-
zentration beim Optimalprofil. Fiir die Randlinie des Optimal-
profils ergibt sich die Gleichung der Kettenlinie -

(32) y=x=a [% + (1 —%) cosh (ﬂ:ax)].
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