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Uber autogene Folgen und die Konstruktion
des Kerns eines Graphen

Herrn Otto Haupt zum 8o. Geburtstag gewidmet

Von Georg Aumann in Minchen

Vorgelegt am 8. Juli 1966

1. Auf dem Quadrant Q der Gitterpunkte (x, ¥), #, ¥ ganzzahlig
und nicht negativ, betrachte man das folgende Spiel (von R.
[saacs!) zweier Partner P, und P,: Jeder Gitterpunkt (%, y) re-
prisentiert eine ,,Stellung’’ des Spiels; erlaubte ,,Ztige" sind die
Uberginge

(x,y) — (x—ny) mit o <z Zx,
(1) (x,v) — (x,y—m) mit o <m <y,
(x,9) — (x—p,y—p) mit o <p <min/(x,y).

Das Spiel besteht darin, dall abwechselnd jeder Partner einen er-
laubten Zug ausfiihrt; der beginnende Spieler P; bestimmt (mit
dem ersten Zug) die Ausgangsstellung (x,, ¥,), etwa mit einer
Auflage der Art xy -+ ¥, = m, = 1. Derjenige Spieler, der mit
seinem Zug schlieBlich die Stellung (o, 0) bezieht und damit das
Spiel beendet, hat gewonnen.

1 C.Berge, Théorie des graphes et ses applications, Paris, 2. Aufl. 1963,
p. 52. - Das Spiel 146t sich {ibrigens folgendermaBen als Gesellschaftsspiel reali-
sieren: Man bildet zwei groBere Hiufchen (etwa von Zindhdlzern). Die beiden
Spieler nehmen abwechselnd Ziindhélzer (mindestens eins) weg nach folgen-
der Spielregel: Entweder es wird nur von einem Héufchen eine beliebige An-
zahl (ev. auch alle) oder es werden von beiden Hiufchen die gleiche (im tibri-
gen beliebige) Anzahl (gegebenenfalls auch alle) weggenommen; wer ab-
riumt, hat gewonnen. Wie die nachfolgenden Betrachtungen lehren, hat der
kluge Spieler, sobald er die Anzahlen der beiden Hiufchen (n;, n,) iiber-
schauen kann, auf die Anzahlpaare (1, 2), (3, 5), (4, 7), (6, 10), (8, 13), (9, 15),
(11, 18), . . . hinzuspielen.

5 Minchen Ak. Sb. 1966



54 Georg Aumann

Jedes mit (%, ¥,) begonnene Spiel hat eine Linge (= Zahl der
Zuge) < xy + v, Py gewinnt bei richtiger Strategie immer; dies
liegt daran, daB der mit dem Spiel, d. h. der mehrdeutigen Ab-
bildung (1), die dem Punkt (x, ¥) die Menge I'(x, y) aller rechts
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Abb. 1: Kern des Spiels von R. Isaacs.

von den Pfeilen stehenden Punkte zuordnet, verbundene Graph
einen sogenannten Kern K besitzt. K ist als Teilmenge von Q
durch folgende Eigenschaften gekennzeichnet:

&) (0,0) € K;
(B) wenn (x,y) € K, dann I'(x,y) N K = §;
(C) wenn (x,y) & K, dann I'(x, ) N K =+ 8.
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(B) bedeutet, daf3, wenn P, von einer Stellung in X aus zieht, er
auf CK (= Komplement von X in Q) gehen muB; (C) erlaubt
dann P, von CK aus wieder auf X zuriickzuspielen. Wenn also
P; zu Beginn auf X setzt, mul} er unter Beachtung dieser Konse-
quenzen und Moglichkeiten gewinnen.

Gemil den Bedingungen (A), (B), (C) ist der Kern des be-
schriebenen Spiels durch folgende Eigenschaften gekennzeichnet:

(A) (0,0 € XK;
(B wenn (x,y) € K, dann (x + #,») & X,
(xy+n) &K,
x+nyt+nd kK
fur alle 2 > 1;

(Cy  Diein (B’) angegebenen nicht zu K gehérigen Punkte er-
fillen mit X zusammen den ganzen Quadranten.

Es ist méglich, vom Nullpunkt her den Kern aufzubauen (siehe
Figur); man erkennt aus der Figur, daB sich der Kern zusammen-
setzt aus den Ecken zweier Streckenziige, wovon der eine ober-
halb und der andere unterhalb der Winkelhalbierenden verliuft.
An diesen Streckenziigen ist nicht ohne weiteres eine Regel-
miBigkeit zu erkennenl; erst durch geeignete Einfligung wvon
Nullstrecken in die Streckenfolge dieser Ziige —was ja die Ecken-
menge nicht dndert! — ergibt sich eine etnfache Konstruktions-
regel. Diese Konstruktionsmethode wird anschlieBend (in 4.)
verallgemeinert zum Begriff der ,,autogenen Folgen'', deren ,re-
kursive Erzeugung‘’ durch Verwendung einer ,,Zisur’ gekenn-
zeichnet ist und welche im Rahmen der kombinatorischen Ana-
lyse ein groBeres Interesse verdienen dirften.

2. Wir konstruieren eine Menge K* und zeigen, daB sie die
Eigenschaften (A’), (B"), (C’) hat, also gleich X ist. Zu diesem
Zweck fiihren wir die Vektoren ein:

a=(2,1), b=(3,2),
a=1(1,2), b=(2,3) und 3 = (o, 0).
Wir bilden weiter eine Folge von Vektoren

F=1yp v, 93...
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unter Benutzung der Abbildung ¢

@) =530
(2) () =a
g @) =0

(p(a) ist einfach das geordnete Tripel b0 b) durch die folgende
rekursive Konstrukiion mit Zdasur'':

Allgemeiner Schritt: Es sei die endliche Folge v;...9,,_,
| v, ...9, mit der Zisur zwischen v, _; und v,, bereits gebildet;
man verlingert diese Folge durch Anhidngen von ¢(v,) und Ver-
schiebung der Zisur um 1 nach rechts:

Oy .. 0, [ Opay .8, @)

In unserem Falle beginnt der Prozefs mit

v, [, =a|b.

Die ersten Schritte sehen also so aus:
alb
abla

(3) abalbob
abab|oba

ababo |[bab

usw.

F betrachten wir als die gerichteten Strecken eines Strecken-
zuges S mit den Ecken Iy, L5, L3, - - -

L =95, L =193 F 95 L3 ="9; + 93+ 95, ...

Analog bilden wir eine Vektorfolge

)

!
i=3

5 95 . . . mittels der Abbildung @:

<

1

I
o

8b, p(b) =a, p(c) = b,

=

?
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durch die analoge Konstruktion, ausgehend von %, |5, = a | b.
Dies fithrt zum Streckenzug S mit den Ecken I;, I,, ... . Wir set-
zen dann

K* = {8} U {gl) 22’ . } U {il, izy .. }
und behaupten, daf
@ K = K*.

3. Um (4) zu beweisen, bemerken wir zunichst, dal in F der
Vektor 6 immer nur zwischen zwei b steht und daf3 weder die Se-
quenz aa, noch b6 noch 36 3 in £ auftritt,

Nun stellen wir einen Zusammenhang der Punkte g, mit der
Zasur fest:

a) Ist v,, = g, also das angehingte Stick
@(a) =00 b=1,9_,9.,,

so gilt, wenn wir mit X (f) bzw. Y (¢) die x-Koordinate bzw. y-Ko-
ordinate von t bezeichnen:

(a) X, =Y.+ 1.

b) Ist v,, = b und das angehingte Stick ¢(b) =a =1y, so
gilt

(b) X)) +1 =Y (0.
) Isty, = 0 und ¢(3) = b = v,, so haben wir

© X () = V(g + 1.

Diese Gleichungen beweist man durch Induktion in 7, indem
man zunichst die Richtigkeit fiir kleine 2 an Hand von (3) nach-
priift und beim Induktionsschritt die folgenden vier Fille unter-
sucht:
b3 bzw.
e =

o b,
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zu welchen die Anhingungen

ab bzw.
abob,

b3 ba,

ba

()D (vm) q) (bm—{—l) =

gehoren.

Im Falle a) lehrt die Gleichung (a), daB, wenn man von g,
ausgeht, parallel zur y-Achse bis zum Schnitt mit der Winkel-
halbierenden x = y fortschreitet, dann weiter parallel und in
Richtung der positiven x-Achse wandert, man durch den Mittel-
punkt

— (e + )

der Strecke v,(="b) gelangt; wenn man entsprechend, von ¢,, aus-
gehend, verfihrt, so wird man durch %();, + L:41), den Mittel-
punkt von v, , (=), gefiihrt.

Im Falle b) lehrt (b): Fihrt man hier die entsprechende

Wanderung aus, so kommt man ausgehend von ,,_; bzw. r,,
durch die Mitte von v, ; (=b) bzw. v,,, (=b).

Im Falle c) fuhrt der entsprechende Weg, ausgehend von
L, =1L, mitten durch v,(=50), ausgehend von g,_, mitten
durch v, ,(=b) und ausgehend von g, , ; mitten durch v, ,(="b).

Diese Betrachtungen, zusammen mit der Feststellung, da3 &
das Spiegelbild von S bzgl. der Geraden x = y ist, zeigen, daB
K* die Eigenschaft (B") hat. Die Eigenschaft (C’) ergibt sich
durch folgende Bemerkung: Die beiden Streckenziige

Sy 0505 ...
S:b; v, by ..

zerlegen den Quadranten Q in 3 Bereiche: Jener um die Winkel-
halbierende liegende wird durch die Halbgeraden

x4+ d,y 4+ d)mitd >ound (x,y) & K*

schlicht iiberdeckt, weil die durch Anfangs- und Endpunkt des
Vektors a oder b gehenden Parallelen zur Geraden x = 3 durch
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Verschiebung um 1 in der x-Richtung auseinander hervorgehen.
Der z. B. an die #-Achse angrenzende Bereich wird schlicht tiber-
deckt von den Halbgeraden (x + &, ¥) mitd >>ound (x,y) € K*;
denn entweder ist (x, ») eine Ecke von S oder (x, y) ist cine Ecke
von S; dann geht aber die betreffende Halbgerade mitten durch
einen Vektor b von S. Damit ist (3) bewiesen.

Moglicherweise lassen sich fiir Varianten des Spiels — eine z. B.
ist, daB man die Stellungen (0,0), (0,1) und (1,0) aus dem Spiel
ausschliefit und (2,0), (1,1) und (0,2) als mdégliche ,,Spielend-
stellungen’® erklidrt — die Kerne in dhnlicher Weise konstruieren.

4. Die obige rekursive Folgenkonstruktion mit Zdsur fihrt auf
eine bemerkenswerte allgemeine Klasse von gesetzmiBigen Fol-
gen: Es seien A4, ..., 4, bei festem # vorgegebene nicht leere
endliche Mengen; jedem Element

)
a= |+ |vonAd; X ...x A4 =:4

a

L

seien in eindeutiger Weise durch

(@)
(5) tz—*ﬁ(a>=(f )

f.(@)
7 endliche Folgen

fi(a) = by (a), .. ., bl/el(a)

ﬂn((L) = bnl(a)’ crt &,,L"(d)

zugeordnet, wobei 4, € 4; und im {ibrigen auch die 4, ..., £,
—> 1 von a abhingen kénnen. Die Konstruktion vollzieht sich
dann so: Von den ,,Folgen mit Zisur*

Xypooe - Xig oo o X
P
©)

X - o - x”l,...;rl,,,”
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geht man tber zu den Folgen

X1 - - - ¥1z oo Xl :Bl(x(k)>
(©) :
Kyq oo Xy B S B, (x4,
X1k
die aus (6) durch Verlingerung um g(x®), +® = | : , und
Xk

Verschiebung der Zdsur um 1 nach rechts gebildet werden. Geht
man von einer Folge (6) aus, so ergibt sich durch fortgesetzte
Anwendung des Ubergangs (6) — (6") eine unendliche Folge

RO
von Elementen aus A, was wir eine aus der Anfangsfolge (6)
mittels (5) erzeugte ,,autogene Folge'' nennen wollen.

Die oben in 2. beschriebene rekursive Konstruktion mit Zisur
entspricht dem Fall » = 1. Bei der Konstruktion des Kernes des
obigen Spiels kann man nachtriglich den Nullvektor 6 aus der
Folge streichen. Dieses Streichen 146t sich durch Konstruktion
einer autogenen Folge mit # = 2 umgehen: Wir setzen

A= {“’ b}: Ay = {81 *}

und definieren f# durch:

a b b
#* 3*,
b ab
() 5] * %,
7 b a
* *,

a Qa
- e -
0] o,

wobei die letzte Zuordnung nur der Vollstindigkeit halber hin-
zugenommen wurde. Beginnt man nidmlich mit einer Folge
|z ... L) von a’s und U's, operiert damit gemiB (2) im Sinne



Uber autogene Folgen und die Konstruktion des Kerns eines Graphen 61

von 2. und streicht nachtriglich in der entstehenden Folge

R Lrgg ---

die Nullvektoren 6 heraus, so erhilt man dasselbe Resultat in der
ersten Zeile von

LRI 3

(g‘l’ BT By vas

) , was sich ergibt, wenn man mit

I3 L
beginnt und gemiB (7) die zugehérige autogene Folge (8) kon-
struiert (was leicht nachzuprifen ist).

®)

Daher scheinen die mehrdimensionalen autogenen Folgen
(n = 2) von besonderem Interesse zu sein.

5. Eine autogene Folge heilit reguldr, wenn sowohl im An-
fangsstiick als auch in f(a) jeweils alle Komponenten gleich lang
sind. Im Falle der Irregularitit treten infolge der verschieden
langen Komponenten in f(&) bzw. im Anfangsstiick Verschie-
bungen in den einzelnen Komponenten auf, die die Konstruktion
uniibersichtlich machen. Fir » = 1 ist jede autogene Folge
reguldr. Dabei ist zu bemerken, dal} sich jede reguldre autogene
Folge mit » > 2 deuten 148t als eine autogene Folge mit z = 1,
und mit Elementen aus 4 = 4,X ... X 4,. Z.B. ist die in 4.
behandelte Folge mit 7 = 2 regulidr. Die weiteren Untersuchun-
gen beschriinken wir hier auf regulire autogene Folgen, und o.B.
d. A. auf den Fall n = 1. Wir betrachten die Verteilung der
Elemente in einer reguldren autogenen Folge. A sei die endliche
Menge {ay, ..., a,}, die dem Element a; zugeordnete Folge #(a,)
habe die Linge 4, = 1 und die Verteilung a; — ,; (,; 20 und
2;m;; = 1); ferner sei |z, ..., 2, das Anfangsstiick der Folge,
das wir auch den ersten Abschnitt der Folge nennen. Ist der
»-te Abschnitt x,; ... x,,, erklirt, so ist der (¥ -+ 1)-te Abschnitt
die zusammengesetzte Folge f(x,;) ... f(x,4,). Die Verteilung im
v-ten bzw. (v 1)-ten Abschnitt sei durch @; — {; bzw. { be-
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zeichnet, und ¢ bzw. ¢’ seien die Lingen der betreffenden Ab-
schnitte. Es gilt:

! 14 1
o = 2:'0- Cili’ Cj = 7 2;'0 Cilinij'
Fihren wir die Anzahlen
pi L= Ci }'i’ Qij L= 771:/' }'j
ein, so erhalten wir die Ubergangsgleichungen:

> ip 7 Qx'j

(9) P J, = X b ’

J=1,..,7

Die Deutung dieser Gleichungen ist klar: Man erhilt die p; durch
Mittelung der Spalten der festen Matrix (Q,;) mit den Gewich-
ten p,. Wegen

0,: =min Q; < p! < max Q,, = : Q*
7

7

liegen die durch »-malige Iteration von (g9) gewonnenen p,%
stets im Intervall [Q_; O%]. (9) stellt eine stetige Abbildung des
zu diesem Intervall gehdrigen #-dimensionalen Wiirfels I in sich
dar. (Nach einem bekannten Satz besitzt (9) mindestens einen
Fixpunkt.) Statt (g) betrachten wir die linear homogene Ab-
bildung

(9/) QJ, = Et'gi Qij! ] =1,..,7,

mit Q;; = ound Q,; > o fiir jedes j mit einem passenden 7. (9')
bildet den Kegel By: ¢, =0, 7 =1, ..., 7, auf einen Kegel B,
B, auf einen Kegel B,, usw. ab, wobei

BB ... 0B ... .

Der Schnitt von B; mit der Hyperebene X, ¢, = 1 ist ein Simplex
S;, wobei S, (» — 1)-dimensional ist. (Bei den nachfolgenden ;
dagegen kann die Dimension abfallen). Daraus folgt, daf3

S* =1,
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ein Simplex in X, ¢; = 1 ist, dessen zugehériger Kegel B* durch
(9") auf sich abgebildet wird. Jede Kante von B* muB also in
eine Kante von B* {ibergehen, was nur im Sinne einer Permuta-
tion moglich ist. Betrachtet man daher die Transformation (9)
in dem von den Kanten von B* aufgespannten Teilraum, so
lautet diese mit den Einheitsvektoren dieser Kanten als Basis bei
einer die Zyklen der fraglichen Permutation beriicksichtigenden
Numerierung:

*

b0 g I L O

* —_—
b R
wobei die quadratische Matrix Q,-;f eine Diagonalkastenform hat
mit Kistchen K der Bauart

‘o a \\

o
K = . mit &y, + .5 @, > 0.
T Loa,
a, o
1
Die Eigenwerte dieser Matrix sind (a; ... a,)"¢,, worin ¢, eine
2-te Einheitswurzel bezeichnet; damit ist K* = ¢, ... ¢, £ mit E
als Einheitsmatrix. Hat man £ solche Kistchen mit den Zeilen-

zahlen 2 = s, ..., 5;, so folgt mit
s* = kl. gem. Vielf. (s, ..., 5,),

daB die s*-te Potenz der Matrix (Q,) Diagonalform hat. FaBt
man daher die Abschnitte der autogenen Folge in Gruppen zu
je s Abschnitten zusammen, so strebt in diesen Abschnitts-
gruppen die Verteilung einer Grenzverteilung zu und daher auch
in der Folge als Ganzes.

6. Die wichtige Frage, wie man einer Folge (x,), von Elemen-
ten einer Menge 4 = {ay, ..., a,} ansieht, daB sie autogen ist
oder spezieller, daB sie regulidr autogen ist mit einem f, dessen
f(a) alle eine Linge < 4, haben, verlangt cine feinere Analyse
der Verteilungen der Elementekombinationen y, ...y, (mit Be-
riicksichtigung der Reihenfolge und mit Zulassung von Wieder-
holungen) fiir 2 <72, in der Folge (x,,...x,,,), der Ab-
schnitte der Linge 4. Darlber soll zu einem spiteren Zeitpunkt
berichtet werden.



