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Kontakt-Relationen

Von Georg Aumann in Miinchen

Herrn Josef Lense zum 8o. Geburtstag gewidmet

Lehrbiicher und Vorlesungen liber Topologie beginnen zumeist
mit dem Axiomensystem (G) (siche 5.2. unten) der offenen Men-
gen; zwar zeichnet sich (G) aus durch letzte Prignanz des Sach-
verhalts, 140t aber doch fiir den Anfinger hinsichtlich Motivierung
Einiges zu wiinschen ibrig. Im Zeitalter der Soziologie aber liegt,
wie mir scheint, eine recht suggestive Einfithrung der Topologie
auf der Hand, nimlich mit Hilfe der ,,Kontaktrelation*, d. h.
einer Bezichung zwischen Individuum und den Gruppen (d. h.
den Teilen der Gesellschaft). So jedenfalls beginne ich schon seit
Jahren jede einfithrende Betrachtung der Topologie. Das Axi-
omensystem (K) fiir die allgemeine Kontaktrelation ist viel an-
sprechender als (G), und im tbrigen allgemeiner als (G); erst
durch Hinzunahme von zwei weiteren Axiomen zu (K) entsteht
eine mit (G) dquivalente Kontaktstruktur, (,,topologischer Kon-
takt). Es gibt wichtige Kontaktstrukturen, wie z. B. die Kon-
vexitit, die nicht topologisch sind.

Die folgenden Bemerkungen sind in manchen Einzelheiten
wohl kaum neu; sie wollen vielmehr durch eine geeignete Dar-
stellung der Zusammenhinge zwischen Kontaktrelationen und
Hiillenoperationen und ihrer Erzeugung aus primitiveren Struk-
turen die erwihnte Moglichkeit einer besseren Motivierung der
Axiome der Topologie deutlich machen und in Erinnerung brin-
gen.

1. Die Axiome des Kontakts

1.1. Ein soziologisches Beispiel

Es sei M eine Menge (= Gesellschaft) und B eine Menge
(= Bereich aller Individualinteressen) und jedem x & M (= In-
dividuum) sei zugeordnet eine Teilmenge /(x) von B (= Inter-
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68 Georg Aumann

essenbereich von x). Wir sagen: x ist in Kontakt mit einer
Teilmenge V (= Gruppe), kurz xy ¥V, wenn es eine endliche Teil-
menge Y’ (= ¥Y'(x, ¥)) von Y gibt, so daB3

U{/:ye Y} D/@)

(d. h. es endlich viele Glieder der Gruppe gibt, deren Interessen
zusammengenommen die von x {iberdecken). Offensichtlich gilt:

1.xy {x} wegen J(x) D J(x); —2. Wennxy YV, und ¥, C V,,
dann ist auch xy ¥,; denn Y| C Y,; ~ 3. Wenn xy ¥, und wenn
yy Y, fir jedes y & ¥}, dann ist auch xy V3; denn mit S : = (J
(/&) :y' € Y1} D/ und U {JB"):y" € Y' (¥, Y} D ()
fir alle ' € ¥, folgt U {/(3"):»" € Y"} DS mit V":= )
{Y'(y', ¥y): ¥ € ¥{} und endlichem Y.

Diese Eigenschaften von y verallgemeinern wir nun in folgen-
der Weise.

1.2. Es bezeichne M eine Menge und y eine Relation zwischen
Elementen x und Teilmengen ¥ von M/, d. h. fur gewisse x & M
und Y C M besteht eine Aussage

xyY,

(sprich: , x ist in y-Kontaktmit ¥ oder,,xist y — adherentmit V'*);
diese Relation stellt eine Kontaktrelation dar, wenn folgende
Axiome erfiillt sind*):

(K A, xy {=};
(K,) Az,y,,y, (xyYVia 1 C Y2)>-ny2;
(K3) Ax,Y,,Y. (xy YIAA-yEVIy}'YQ > xy Yy

Es besagt: (K), daB jedes x mit der Menge {x} in Kontakt ist
(,,Reflexivitit'* des Kontakts), (K ,), daB x, wenn mit einer Menge,
dann mit jeder Obermenge davon in Kontakt ist (,,Monotonie*
des Kontakts), und (X3), daB3, wenn x, mit der Menge ¥, und
jedes Element von ¥, mit Y, in Kontakt ist, dann x auch mit Y,

* Lies: ,furalle fiir A_,,es gibtein* fiir Y, ,,impliziert* fiir >, ,,genau
dann, wenn** 3%, pund fir A, ,,oder fiir v; ein Doppelpunkt neben = oder
32 ist zu lesen ,,definitionsgemiaB*.
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in Kontakt ist (,,Infektivitit'* des Kontakts). (K) bezeichne die
Zusammenfassung der drei Axiome (K,), (K,), (Kj).

Bemerkung. (K3) kann durch Einfithrung einer aus y abge-
leiteten Relation ¥ auf eine bekanntere Form gebracht werden:
Man definiert fir zwei Teilmengen V), ¥, von M

Y1;’- Yy B -}\'yGY,yy Yy;
dann ist K3 dquivalent mit
(N7 Yar Ry V) = iy Vs,

d. h. ¥ ist transitiv.

2. Mathematische Beispiele

a) R-Kollinearitit p, im R” wobei R ein Unterring von R

ist(mit 1 € R): a2y Vi B Y,en Voawmer Yi..mer
DA =1A2 A a ==z

Die Giiltigkeit der Axiome (X)) ist evident.

b) K-Konvexitit y, im R”, wobei X ein Unterkérper von R
ist.

Hier definiert man

XPe Y: % YnCN,'a,,....a,,GV,‘/I,
D ha, = x.

c) Topologische Berithrung y,in einem metrischen Raum
(M, Abstand »):

Hier setzt man:

x‘}/:}Y: % -Ae)o er}’7‘<x7y)<£

ek Dk =1A N, 4 204

.....

(zum Nachweis von (X ;) muB hier die Dreiecksungleichung fiir »
herangezogen werden).

2.1. Das Beispiel y; besitzt, wie leicht zu bestidtigen, die wei-
teren Eigenschaften:

(Ko xy Q fur keinx € M;

(Kein x ist mit der leeren Menge & in Kontakt);
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(K -A—x,y,,}'ﬂ xy(Y1u Yy) ?é@‘?’ylvx?’y‘z)-

Eine Kontaktrelation, welche (Kg) bis (K,) erfiillt, heilit eine
(klassisch) topologische Kontaktrelation,

3. Die Axiome der Hiillenoperation

3.1. Ist y eine Kontaktrelation, so definieren wir die Abbildung,
v YM — DM, von der Menge DM aller Teilmengen von M
in sich:

Far YV C M wird gesetzt
VY i={x:x & MraxyY};

gleichwertig damit ist

(1) xy Y 2.x Ep Y.
Aus (K,), (K,) und (K 3) folgen mit y* = /
(H) £2Y DYV fur alle V;
(Hy) NC Yy h¥V1ChYy;
(H,) hEY = hY fur alle V.

Man spricht bei (H4), (H,) bzw. (/{3) von der Extensivitiit,
Isotonie bzw. Idempotenz der Abbildung %, und allgemein
heilit jede Abbildung /4 : Y M — P M, welche (H)), (H,) und (Hy)
erfullt, eine Hiillenoperation, und die Mengen 42} werden
wegen (/5) die s-abgeschlossenen Mengen genannt [1].

Bemerkung. Jede Hiillenoperation /7 erfiillt die Bezichung
(D) ({AY:YC MArY DX} =X
(fur alle X); genauer kann man sagen:
Fir jede Abbildung /#: BM — P M mit (H,) gilt
() A (Hy) 7 (D).

Beweis. Wir bezeichnen die linke Seite von (D) mit dX. -
Zu ,,<*. Die Abbildung X = ZX ist offensichtlich isoton (denn
ein kleineres X erlaubt mehr ¥’s, ergibt also ein kleineres 4.X),

also gilt (H,). Ferner ist in J(hX) = (Y {(#Y: Y C M ALY
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D AX}, das X ein zulissiges ¥, also dAX C 2X; wegen (H)
ist aber andererseits 2X C 22X = dAiX, also ist zusammen
dhX = kX, d h. esgilt (H;). — Zu ,,=*. Wegen (#,) ist im
Ausdruck fur X das X ein zuldssiges Y, also ist dX C 2X;
vermoge (H3) und (#H,) hat man weiter 2Y DX > 4Y = hhY
D hAX, also dX D AX, also gilt (D).

3.2. Der in 3.1 vollzogene Ubergang y + »¢ von einer Kon-
taktrelation y zu einer Hiillenoperation 2 = ¢ ist eindeutig um-
kehrbar durch einen Ubergang /4 — 7’ von einer Hiillenoperation
/i zu einer Kontaktrelation /7, nimlich vermége

(1) 2V Baxe LY,

so dal fir jede Kontaktrelation y und jede Hillen-
operation 4 die Aquivalenz gilt

(2) y=h 2B b=

3.3. Die Beweise der in 3.1. und 3.2. aufgestellten Behauptun-
gen seien kurz angedeutet. Daf3 die beiden Uberginge auf das
Behauptete fithren, folgt fiir y + »¢ aus den Implikationen (X,
ANKY) o Hy Ky o=,y (K, A Ky A Ky) > H,, und fir 4+ 2
aus den Schliissen 2y o= K1, Hy 0= K5, (Hy A H3) &= K5. Und (2)

ergibt sich aus der Kette

V=h B Ay vV X=X B Ny {viyr X} =2X ‘5% Ax Ay
vy X By hX)E Ay, 0y X B yPX) B y=71.

3.4. Den Axiomen (K ) und (K,) der ,,Kontaktsprache'’ stehen
als dquivalent gegentiber die Axiome

() he =9,
(Hy) 7 ( 1\JY2):(/ZY1)U</ZY2)

der ,,Hullensprache, wie leicht zu bestitigen.

Bemerkung. Steht das Axiom (K ) bzw. (H,) zur Verfiigung,
so sind (K,) bzw. (/,) entbehrlich (als direkte Folgerung aus
(Ky) bzw. (I{,)). Die Axiome (), (1)), (H3), () heiBen die
topologischen Hillenaxiome und werden gewdhnlich nach
C. Kuratowski benannt {1].
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4. Durch Kontakttestmengen definierte Kontaktrelationen

4.1. Es sei & irgendein System von Teilmengen von /. Damit
wird die Kontaktrelation yg wie folgt erklirt:

@) xygVi 8 ANyegr€H >V "H+ 9.

Es gilt (Ky), weil x & H v H ~ {x} #+ w immer erfillt ist;
(K ) ist evident: (&5 folgt aus:

x5 Y A N yer y70Y = (Aycqg GEHEY cvmnn o H
NY 4= ®)) =ay, V.

Extreme Beispiele: 1. § = © oder § = { @ }; da die Aussage
xyg Y dquivalent ist mit

(4" AHGEHVr G HVHAY + w,

so ist in diesen Fillen x mit jeder Menge in Kontakt, auch mit
der leeren Menge. — 2. /4 = {M}; hier ist x mit jeder Menge 4= ©
in Kontakt.

Bemerkung. Unmittelbar aus der Definition von y, folgt:

Aocoven HAY=n = H ~ygY = w); denn A, p
HAY =8 >=x &Y.

4.2. Die Mengen A von §in4.1. heifen Kontakttestmengen
(von yg) und § heiit ein Kontakttestmengensystem (XK 7-
System) filir yg; es ist durchaus méglich, daB verschiedene K 7-
Systeme § dieselbe Kontaktrelation yg erzeugen; wir nennen sie
dann dquivalente K7-Systeme. Je umfangreicher § ist, um
so mehr Bedingungen werden an den Kontakt gestellt, d. h. um
so ,,enger'‘ wird er. Es gibt nun im allgemeinen zu einer Kontakt-
relation kein kleinstes dquivalentes K 7-System, wohl aber ein
groftes.

Satz. 1. Ist ¥ eine Kontaktrelation in M, so ist &:=
{@ yY:Y C M}* ein KT-System fir v, d. h. yqg =y. -
2. 8 ist das groBte y erzeugende K7-System,

Beweis. 1. x € y§Y > Y, x E ALY A QLY A Y = 8.
Das Letzte bedeutet ¥ C 2Y’, woraus 2AY C 2hY' = #Y’ folgt.

* (@ A bezeichnet das Komplement von 4 in M.
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Alsoistx € A42Y d. h.x & £2Y. Umgekehrt, wenn x & 27, so
x € A 2Y,und da wegen 2Y DY noch d A Y A Y = w, s0 ist
z & ys Y. Also gilt y = yg.—2. Es sei § irgendein y erzeugendes
K 7-System. Dann ist jedes H €  ein d 2Y mit YV C M, oder
jedes @ A ein 2Y, nimlich einfach wegen d # = 42 0 H. In
der Tat, @ A D2 ¢ H (das Umgekehrte ist klar) ergibt sich so:
xGQHFzxCEHNHNCH=98 2 &y CH=hraH

5. Topologische Kontaktrelationen

5.1. Satz. Eine von einem K7-System & erzeugte Kon-
taktrelation y im M ist topologisch, wenn $ die Bedin-
gung

@) ME@AA-HI,H,EQHIAH2E‘©

erfiilllt. Umgekehrt besitzt das groBte, die topologi-
sche Kontaktrelation y erzeugende K7-System & die
Eigenschaft (7).

Beweis. Wir betrachten 9¢ = /% anstelle von y.

1. § erfille (7). Wegen M € $ besteht {H ) zu Recht. Ferner
ist (Y, v Y, DAa(Y,) w 2(Y,) wegen der Isotonie. Die umge-
kehrte Inklusion folgt so: x & 2(¥) W 2(¥y) &= Ao, Y es
rEGCAGCAY, =8 2xE6G, NG, E HAG, NGy A
Y1vYy)= 8 >x& 4 (¥Y; v Y,). Damit ist auch (&,) nachge-
wiesen. — 2. Wenn umgekehrt % eine topologische Hiillenopera-
tion ist, so impliziert # & = & unmittelbar d 2 © = M und
weiter 2(Yy) w A(Y,) = 2(¥Y, v ¥Y,) durch Komplementbildung
C2(YV) ndi(Y,) =da (Y, Y,), dh die Mengen @ 2Y
erfillen (7).

Bemerkung. Man kann jedes Teilmengensystem £° von M/ zu
einem Kleinsten, % enthaltenden System 55, welches (7)) erfiillt,
erweitern: Man bilde zunidchst &' := § U {#} und dann aus &’
das System § aller Durchschnitte von je endlich vielen Mengen
aus §’. Besitzt § von vorneherein schon die Eigenschaft (7)),
so ist H = .
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5.2. Ist % eine topologische Hiillenoperation in M, so erfillt
das System

= (1Y VC M}

die Axiome flir die ,,abgeschlossenen’ Mengen des durch 4 er-
klirten topologischen Raumes (37, /4):

<F1> A-&}' cs %’ endlich > U & < g
<F2) J\'%“C% mgueg

(Hierbei ist sinngemidB | ) m = © und () © = M zu setzen.)
Demgemidl erfillen die ,,offenen Mengen als die Komple-
mente der abgeschlossenen Mengen,

G:={CF:. Fe §,
die zu (), (F,) dualen Axiome (G), nimlich

Gy Ao ca © endlich > (M) ¢ € 6;
(G Kgrcn U 6 € 6.

-

Offensichtlich ist dabei & das grofite K 7-System, welches
(M, %) erzeugt; daher befriedigt & das Axiom (G,). (#,) ergibt
sich so: Es sei etwa D:= ([ {#Y: YV & 9}, so daB Ayeg
DChY, also 2D C hhY = 4V, also 20 C D. Da das Umge-
kehrte auch gilt, so folgt 20 = D.

6. Polarititsprinzip und Hiillenoperationen

Bekanntlich flhrt jede beliebige zweistellige Relation durch
Anwendung des Polaritdtsprinzips zu Hiillenbildungen [2]. Der
Sachverhalt ist dabei der folgende:

Es sei x7y irgendeine Relation zwischen gewissen Elementen
x einer Menge A und Elementen y einer Menge 8. Hierzu bildet
man die Abbildungen @ bzw. & von P4 in PB bzw. umgekehrt
nach folgender Vorschrift: Fir ¥V C B, X C A ist

aVi={x:x& 4 A ]Lyeyxry},
bX = {y:yE B A N, ,cxaxry}
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Diese Abbildungen sind antiton; es stellen die Zusammen-
setzungen ab auf PA und ba auf P Hiillenoperation dar, wobei

X:={aY:YC B}bzw. 9V:= {§X: X C 4}

das System der (@ 6)- bzw. (ba)-abgeschlossenen Mengen ergeben.
Das Polaritdtsprinzip kommt darin zum Ausdruck, daf3 die
eingeengten Abbildungen

a:M %5627

Umkehrungen voneinander sind und einen Antiordnungsisomor-
phismus darstellen. Die Anwendungen dieses wohl allgemeinsten
Isomorphiesatzes der Mathematik sind zahlreich; sie reichen von
den Dedekindschen Schnitten bis zum Hauptsatz der Galois-
schen Theorie.

6.1. Unsere Frage hier ist, ob die genannten Hiillenoperationen
ba (oder ad) nicht etwa von spezieller Art sind. Das ist nicht der
Fall; es gilt ndmlich:

Um die beliebig vorgegebene HiillenoperationZ: P/
— P als die ba-Operation zu einer Relation » zu er-
halten, definiere man furx EMund ¥V C Mdie Relation
»gemil

Y BrE Y.
Dann ergibt sich ndmlich fur X C 47:
X ={YV: VYV C MAMN,cxxE Y} ={Y:YCMANX
C 1Y},
abX ={x:x EM AN ANpeyyxELY}={x:2E M rxE
Nyecsx AY} = {&: 2 € M A x € (arox 2Y}
={x:xEMrxc hX}=1X,

wobel wir (D) von 3.1. benutzten.

6.2. Zu einer beliebigen Relation # zwischen den Mengen A4
und B erhalten wir durch die Uberginge

re>abv>(aby =: T

r

cine Kontaktrelation in A4, die wir auch direkt beschreiben kénnen.
Es ist nimlich x IV 32 2 € abV 8 A, o4 v7a
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Da aber z & Y dquivalent ist mit Y7z, so folgt
xY 828 N, op (Y72 x72);

dies kénnen wir ansehen als die aus der beliebigen Relation
r abgeleitete Kontaktrelation I',. Hierzu gilt noch:

Wenn bereits » eine Kontaktrelation ist, soist ", = 7.

Einerseits haben wir namlich 27Y = (A y ¢ 5 (Y7X) > 7 X)
> ¢TI,V (wegen (Ky)); ferner, wenn ¢t I, ¥, so gilt (Y7.X) o= tr X
fiir alle X, insbesondere ist fiir X' = Y wegen (K,;) und (X,)
Y7V, so daB ¢7 ¥ folgt.

Bemerkung. Neuerdings versucht man X 7-Systeme selbst aus
irgendwelchen vorgegebenen Relationen # abzuleiten und durch
Wabhl von 7 eine gewlinschte besondere Struktur des Kontaktes
zu erzielen [3].

6.3. Beispiele

1. Wir betrachten die Relation x <y in R. Die daraus gemil
6.2. abgeleitete Kontaktrelation x I', Y ist die Aussage

M, er (Y <32) -2 <32), oder
N, er ((up Y <<2) >~ x < z), oder
™) x << sup Y.

Dabei ist sup @ = — o0 zu setzen und sup ¥V = + oo fiir
jedes nach oben nicht beschrinkte V.

Man erkennt unschwer, dal3 diese Relation die ersten beiden
Axiome des Kontakts erfiillt. Das Axiom (X4) lautet hier:

r<Ssup Y A (N cpy<sup 7) p~x <sup 7,

was eine richtige, aber wenig bekannte Eigenschaft von sup ist.
Die Kontaktrelation (*) ist sogar eine topologische; denn es gilt
x < sup W fur keinx (da sup ® sinngemiB = - co zu setzen ist).
Fernergiltx <<sup (Y, u ¥,) 22 (x <Ssup V) v (x < sup V).
Die zugehorige Topologie ist wohl bekannt: Die abgeschlos-
senen Mengen sind die Mengen {x : x << sup ¥}, wobei sup Y eine
beliebige Zahl sein kann. Die offenen Mengen sind also die Men-
gen {x:x > a}. Diese Topologie dient zur Beschreibung der
Halbstetigkeit nach unten der reellen Funktionen [4].
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2. Im Bereich N der natiirlichen Zahlen sei x <C| y die Relation
,,x ist Teiler von »‘‘. Die zugehorige Kontaktrelation ist erkldrt
durch

2 DY 8 AN, ax(Y<|2) o= (<] 2).
Ahnlich wie vorhin ist diese Aussage dquivalent mit
x| KGV V*

(,,x ist Teiler des kleinsten gemeinsamen Vielfachen der Zahlen
von YY), was ersichtlich wieder eine Kontaktrelation ist. Sie ist
aber nicht topologisch. Denn, wenn z. B. » und ¢ verschiedene
Primzahlen sind, so ist fir x 1= pg zwar x<| KGV {p, ¢}, aber
weder x <<| KGV {p} noch x <| KGV {g}.

7. Man kann daran denken, eine vorgegebene Hiillenoperation /%
durch eine geeignete Umwandlung /% +— % in eine topologische
Hillenoperation iberzufithren, wobei flir den Fall, daf3 schon 4
topologisch ist, #* = /% bleibt. Dies ist in der Tat méglich. Es
stellt sich jedoch heraus, dal3 die Korrektur gemidB Bemerkung
5.1, die die den Mengen 2 Y fehlende Eigenschaft (/7,) einbringt,
die I[dempotenz zerstort, so daB neue Korrekturen notwendig sind,
die im allgemeinen erst nach transfinit vielen Schritten zum ge-
wiinschten Effekt fithren. Hierauf brauchen wir nicht einzugehen,
da uns die Uberlegungen von 4.1. und 5.1. einfache Méglichkeiten
bieten, aus ganz primitiven Gegebenheiten alle Kontakt- und
topologischen Kontaktstrukturen herzustellen.

Das in 1.1. beschriebene Modell einer Kontaktrelation ist noch
mathematischer Verallgemeinerung fihig und soll in einer folgen-
den Arbeit ndher untersucht werden.
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* Hier ist KGV ® = 1 zu setzen und KGV ¥V = oo fiir jedes unend-
liche ¥, wobei x < | oo fiir jedes natiirliche x als giiltig anzusehen ist.



