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Einleitung 

I. In einer grundlegenden Arbeit hat Herr Marchand [1] als 

erster die Kontinua C vom Punktordnungswert Drei bezüglich 

des Systems g der Geraden in der (reellen) projektiven) Ebene P2> 

in Zeichen POW(C) g) = 3, betrachtet ; dabei besagt POW(C; g) = 

= 3, daß der Durchschnitt von C mit jeder Geraden maximal 3 

Punkte enthält. Herr Marchaud zeigt unter anderem: Diese Kon- 

tinua C sind mit den Bogen und Kurven von dritter Ordnung 

(im Sinne von Juel) noch nicht erschöpft; die C besitzen höch- 

stens einen Verzweigungspunkt und sind darstellbar als Ver- 

einigungen von höchstens zwei Bogen B, und jeder Bogen B mit 

POW (B ; g) = 3 als Vereinigung von höchstens vier Konvex- 

bogen. 

II. Durch die Forderung, daß POW (C; g) = 3 sei, sind solche 

Kontinua aus der Betrachtung ausgeschlossen, in denen Strecken 

oder Geraden enthalten sind. Solche Kontinua sind insbesondere 

die Polygone ; bei diesen handelt es sich - allgemein zu reden - um 

Kontinua, die mit jeder Geraden maximal drei Punkte gemeinsam 

haben, abgesehen von den Geraden einer in g nirgends dichten 

Menge n. Wir bezeichnen jedes Kontinuum C, für welches 
5 München Ak. Sb. 1967 
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POW(£7; g — n) = 3 ist mit einem in g nirgends dichten », als vom 

schwachen Punktordnungswert Drei, in Zeichen schwPOW (£7;g) = 

= 3- 

III. In der vorliegenden und in einer folgenden Mitteilung sol- 

len die Kontinua vom schwachen Punktordnungswert Drei unter- 

sucht werden. Dabei beschränken wir uns auf maximale Kon- 

tinua, d. h. auf solche, die nicht echte Teilkontinua eines Kon- 

tinuums C mit schwPOW(C;g) = 3 sind; diese Beschränkung 

ermöglicht eine volle Übersicht über die wesentlichen Typen (Ge- 

stalten) der Kontinua vom schwPOW 3. Auf eine nähere Unter- 

suchung der Bogen und Kurven vom schwachen Punktordnungs- 

wert Drei (ohne und mit Verzweigungspunkt („Doppelpunkt“)) 

braucht nicht näher eingegangen zu werden, da für sie im wesent- 

lichen die für Kurven (und Bogen) vom Punktordnungswert Drei 

bekannten Sätze (vgl. H.-K. [1], Absch. 3.2.) gelten. 

Unsere Betrachtungen führen wir allgemein für (beliebige) 

topologisch (ebene) projektive Ebenen E durch ; dabei tritt an 

Stelle des Systems g der Geraden in P2 ein System f von (ein- 

fachen) Kurven K in E derart, daß - kurz gesagt - je zwei ver- 

schiedene K genau einen Punkt gemeinsam haben und daß (dual 

dazu) je zwei verschiedene Punkte in A genau einem K angehören; 

außerdem ändern sich der gemeinsame Punkt zweier K bzw. das 

zwei Punkten gemeinsame K stetig mit den beiden K bzw. den 

beiden Punkten. 

IV. Die Eigenschaft eines Kontinuums C mit schwPOW(C ; f) = 

= 3 maximal zu sein, besagt, etwas anders ausgedrückt, daß C 

nicht (echt) zu einem Kontinuum C mit schwPOW (£7'; f) = 3 

erweiterbar ist; man spricht sinngemäß von ordnungsfester (ech- 

ter) Erweiterbarkeit. 

Entsprechend wie bei schwPOW(£7; Ï) = 3 kann man auch bei 

Kontinuen mit POW(£7; f) = 3 nach den maximalen, d. h. nach 

den ordnungsfest erweiterbaren, fragen. Ein wesentlicher Unter- 

schied gegenüber dem Fall der C mit schwPOW (£7; f) = 3 be- 

steht schon darin, daß beispielsweise zwar jeder Bogen B mit 

schwPOW(Z?; k) = 3 zu einer Kurve ordnungsfest erweiterbar, 

also nicht maximal ist, während es maximale Bogen B mit 

POW (B ; f) = 3 gibt. Auf die sich hieraus für den Fall der Kon- 
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tinua C mit POW (C ; Î) = 3 ergebenden Fragen soll an anderer 

Stelle eingegangen werden. 

Auch auf die entsprechenden Probleme im «-dimensionalen 

projektiven Raum der Dimension « > 3 sei hier nur hingewiesen. 

§ 1. Bezeichnungen. Definitionen 

1.1. Es sei E eine topologisch ebene projektive Ebene (vgl. 

betr. die im Folgenden auftretenden Begriffe und Sätze vgl. auch 

H.-K. [1], Nr. 3.1. ff.) Es sei ? ein System von Ordnungscharak- 

teristiken, kurz OCh, mit der Grundzahl k = k (f) = 2 ; es ist i 
Teilmenge des metrischen kompakten Raumes der kompakten 

Teilmengen von E. Sind mit x y, so existiert genau 

eine OCh K = K (x, y) mit x,y £ K. Ist V0 (E f, so kann E0 = 

= E — Ko als topologisch affine Ebene bezeichnet werden. Eine 

Menge M C E heißt (bezüglich K0 bzw. in Z?0) E-beschränkt, 

wenn M r\ Ka = 0. Es heißt M C E mit M C E-konvex, 

wenn aus x,y (E M folgt, daß z £ M für jedes z (E K(x, y) r\ E0 

zwischen z und y. Die Menge dieser z zuzüglich x und y wird als 

die (abgeschlossene) f-Strecke K(x\y) — K(x\y) mit den End- 
punkten x, y bezeichnet; K(x [y) = K(x |y)—{x}—• {y} heiße 

offene f-Strecke. Analog sind im Falle eines Bogens B die Be- 

zeichnungen B(a \b) bzw. B (a\b) zu verstehen, wobei a, b die End- 

punkte von B sind. -Unter Bogen und Kurven werden dabei - 

soweit nicht ausdrücklich Doppelpunkte (Verzweigungspunkte) 

zugelassen sind - stets „einfache“ verstanden, d. h. topologische 

Strecken- bzw. Kreislinienbilder. 

1.1.1. Ist K G f, so ist E0 — E0 r\ K Vereinigung genau 

zweier fremder, einfach zusammenhängender Gebiete, der so- 

genannten Seiten E0 (+; K) und E0 (—; K) von K (in A0); 

soweit von „Seiten“ einer OCh K die Rede ist, wird, wenn nichts 

weiter bemerkt ist, stillschweigend auf ein passendes E0 Bezug 

genommen. 

1.1.2. Es sei M eine Menge (in E), T eine Teilmenge von M 
und Q eine (Zusammenhangs-)Komponente von M— T. Man 
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sagt, es mündet Q in x (E T bzw. in T, wenn x G Q bzw. wenn 

T r\ Q =(= 0. 

1.2. Es sei L eine {-beschränkte Komponente von M r\ K, also 

L einpunktig oder eine (abgeschlossene odernicht abgeschlossene) 

{-Strecke. Ist L ein- bzw. mehrpunktig, so bezeichnet man L 
auch als gewöhnlichen bzw. als verlängerten Punkt in 

M r\ IC. 
Es sei U eine Umgebung von L C T0 in E0 und Q(L) irgend 

eine, in L mündende Komponente von (M— M r\ K) r\ U. Wir 

unterscheiden die beiden folgenden Fälle: 

Erstens. Es liegen alle Q (L) auf der gleichen Seite E0 (a ; K) r\ U 
von K in U. Gibt es genau ein Q(E) oder (mindestens) zwei 

Q(JO), so heiße L eine nicht-innere oder eine innere Stütz- 
komponente von M auf K (in IT). Ist L ein- oder mehrpunktig, so 

spricht man auch von einem gewöhnlichen bzw. verlänger- 

ten (nicht-inneren oder inneren) Stützpunkt; soweit nicht aus- 

drücklich etwas anderes bemerkt wird, kann sich also der Aus- 

druck „Stützpunkt“ sowohl auf einen gewöhnlichen als auf einen 

verlängerten Stützpunkt beziehen. - Zu den nicht-inneren Stütz- 

punkten zählen insbesondere die Endpunkte (im Sinne der 

topologischen Kurventheorie, vgl. Menger [t], S. S. 99) von M, 
soweit sie isolierte Punkte in M r\ K sind. 

Zweitens. Es gibt (mindestens) zwei Q (Z,), die auf verschiede- 

nen Seiten von K liegen. Dann heißt L ein (gewöhnlicher bzw. 

verlängerter) Schnittpunkt. 

Mehrere Schnitt- und Stützpunkte gelten als verschieden nur, 

wenn die zu ihnen gehörigen Komponenten L paarweise fremd 

sind. 

1.2.1. Ist L verlängerter Punkt in M r\ K, ferner mün- 

det Q(L) in ;tr und ist Q(L) ein Bogen, so ist ar Verzeigungs- 

punkt (VP) von M (VP im Sinne von Menger [1], S. 99). Dabei 

heißt also v G M Verzweigungspunkt von M, wenn in v mehr als 

zwei, in M—{v} enthaltene, paarweise fremde Bogen, etwa 

münden (also v G Be). Die Maximalzahl solcher Bogen, 

die bei unseren Betrachtungen stets endlich ist, heiße die Ver- 

zweigungsordnung (VO(v)) von v (in M). Endpunkte e sind 

durch VO(t) = 1 gekennzeichnet. 
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1.3. Mit POW(7I/ o K) bzw. KOW(M r\ K) und als Punkt- 

bzw. Komponentenordnungswert von M r\ K wird die 

Mächtigkeit von M r\ K bzw. die Anzahl der-(Zusammenhangs-) 

Komponenten von M r\ K bezeichnet, ferner mit POW(Af;f) 

bzw. schwPOW (Af;f) und als Punktordnungswert bzw. 

schwacher Punktordnungswert von M bezüglich f, das Maxi- 

mum (falls es existiert) der POW(Æf r\ K) für alle K £ E bzw. 

für alle K £ f — n, wobei n eine (beliebige) in f nirgends dichte 

Teilmenge von î bezeichnet. Entsprechend sind KOW(Tf; f) 

bzw. schwKOW(d/; f) zu verstehen. 

§ 2. Eigenschaften beliebiger Mengen vom schwPOW Drei 

Im Folgenden handelt es sich um Mengen vom schwachen 

POW Drei, die nicht Kontinua zu sein brauchen. 

2.1. Vor. Es sei M C E mit schwPOW (M; f) = 3 gegeben. 

Ferner sei B = ß — B(v\w) ein Î-beschränkter Bogen, der in M 

enthalten ist. 

Beh. (l) Für jede OCh K besitzt B r\ K höchstens drei (ein- 

oder mehrpunktige) Komponenten ; es ist also KOW(5; f) < 3. 

(2) Ist v G B r\ K mit K G Ï, so gibt es eine Umgebung V von 

v auf B derart, daß entweder V <Z K oder daß V C A0(a / V), a = 

= ± • 
(2 a) Ist V C K, so gilt für jedes zu K hinreichend benachbarte 

K' £ f mit v G K' : Es ist V C A0(ot; K') für geeignetes a = +. 

Zusatz. Die Beh. (1)—(2a) bleiben richtig, wenn an Stelle von 

B ein f-beschränktes Kontinuum C C M tritt, das höchstens zwei 

Endpunkte besitzt und wobei v Endpunkt von C sein soll. 

Bew. Betr. Beh. (1), zugleich für denZusatz. Jedes Kontinuum 

C im Sinne des Zusatzes ist kompakt (in Ej) speziell ist B = B 

ein C. Wegen C C M ist schwPOW (C; Ï) < schwPOW (.M; Î) = 

= 3- Da C höchstens 2 Endpunkte besitzt (B besitzt genau 2 End- 

punkte) ist C f-reduzibel (im Sinne von H.-K. [1], Nr. 1.4.3.; 

vgl. dort Beispiele vor dem Reduktionssatz, für k = 2). Gemäß 



36 Otto Haupt und Hermann Künneth 

H.-K. [i], Nr. 1.4.2., Satz 2., ist ferner KOW(C; f)< 7, weil 

schwPOW(C; f) = schwKOW(C'; f) < 3 ; es ist also KOW(C; Î) 

höchstens endlich (sogar beschränkt). Daher folgt KOW(C] f) < 3 

(gemäß H.-K. [1], Nr. 1.4.3., Satz, Beh. (2)). 

Betr. Beh. (2) und (2 a). Es sei jetzt v Endpunkt von C und 

v E C r\K. Wegen KOW (C; Ï) < 3 enthält C r\K nicht mehr 

als 3 Komponenten. Gibt es daher unter diesen Komponenten 

von C r\K keine in v mündende, so ist eine Umgebung V von v 

auf C — {v} fremd zu K, wobei V = V als Bogen angenommen 

werden kann, da v Endpunkt ist. Ist aber V C K, so gilt V C 

c£0(»;4 
Anmerkung. Besitzt die Menge R mit schwPOW (R ; f) = 3 

mehr als zwei Endpunkte, so ist KOW (R ; Î — e) = 3, wenn c die 

Menge derjenigen OCh ist, für die R r\ K entweder einen 

Schnittpunkt und 3 nicht-innere Stützpunkte enthält oder 4 nicht- 

innere Stützpunkte. 

B e w. Durch Diskussion der einzelnen Möglichkeiten betr. Rr^K 

für beliebige OChW. Man sieht dann, daß KOW(Ä r'i K) < 

< 3 ist bis auf höchstens die K £ c. 

2.2. Vor. Es sei R C£0 mit schwPOW (i?; f) = 3 und 

v EL R sei Verzweigungspunkt von R. Weiter sei KE f mit 
v E K. 

Beh. Ist x E {K — {v}) r'i E0 und X eine hinreichend kleine 

Umgebung von x in E0, ist ferner y E X' — X — X r\ K be- 

liebig gewählt, so gibt es zur OCh K(y, v) beliebig benachbarte 

OCh K' mit y E K' derart, daß R r\ K' (mindestens) zwei (ver- 

schiedene) zu v beliebig benachbarte Schnittpunkte enthält. 

Bew. Es sei K" = K (y,v) E I gesetzt. Wegen VO(») > 3 

existieren (mindestens) 3 paarweise fremde, in v mündende, in R 

enthaltene Bogen B0 i = 1, 2, 3,; o. B. d. A. werden diese Bi 

jeweils als hinreichend klein angenommen. Gemäß Nr. 2.1 liegt 

jedes B{ in der Nähe von v ganz auf einer Seite von K" und zwar 

für jedes y bzw. K" mit Ausnahme von höchstens drei der K" ; 

für hinreichend kleines X gehört daher für jedes v E X' kein K" 
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zu einer dieser 3 Ausnahme OCH K". Daher liegen für jedes K" 

mindestens 2 der Bi in der Nähe von v auf der gleichen Seite von 

K"\ es seien dies etwa Blt B2. Folglich ist v innerer Stützpunkt 

von B-^^J B2 auf K", woraus (vgl. H.-K. [1] Nr. 1.3.5., ange- 

wandt auf B) die Beh. folgt. 

2.3. Ist v Verzweigungspunkt von R, wobei schwPOW (R\ f) = 3, 

so hat jede v enthaltende OChW mit R—■ {v} höchstens einen 

Schnitt- und keinen inneren Stützpunkt gemeinsam. 

Bew. Indirekt. — (1) Es seien zwei Schnittpunkte in R r\ K 

vorhanden, wobei K = K—{v} gesetzt ist. Dann gibt es (ge- 

wöhnliche oder verlängerte) Punkte in R rv K, etwa L', L" mit 

L' r\ L" = 0 und Komponenten Q'. bzw. <2”, i = 1,2, von 

R — R r\ K, die in L' bzw. in L" münden und wobei Q'x, Q'2 

bzw. Q'l, Q2 je auf verschiedenen Seiten von K liegen. Ist dann 

y G Qi hinreichend benachbart zu L', so enthält Q[ K (v, y) 

und eines der Q'/ K (v, y) je einen zu v fremden Schnittpunkt 

(vgl. dazu ev. H.-K. [1], Nr. 1.3.5.). Gemäß Nr. 2.2. enthält ein 

zu K (y, y) hinreichend benachbartes (geeignet gewähltes) K £E f 

mit y G K' mindestens zwei Schnittpunkte in P n K', wobei V 

eine Umgebung von v auf R— {&} bezeichnet, und V rs Q'{ = 

= V r\ Qj! = 0, i— l, 2. Da auch Q\ r\ K' und eines der Q'- K' 

je einen Schnittpunkt enthält, liefert R r\ K" für jedes K" G u, 

wobei u eine in f offene (K' enthaltende) Menge ist, mindestens 

4 Schnittpunkte, so daß KOW (R-, 11) > 4 im Widerspruch zu 

schwPOW (R\ Î) = schwKOW (R\ f) = 3. 

(2) Ist ein innerer Stützpunkt in R r\ K vorhanden, so gibt es 

eine, ev. einpunktige Komponente L von R r\ K, in welcher zwei 

Komponenten Q', Q" von R — R n\ K münden und wobei Q' 

und Q" in der Nähe von L auf der gleichen Seite von K liegen. 

W egen v L enthält für ein zu L hinreichend benachbartes 

y G Q' die OCh K (v, y) wieder mindestens zwei Schnittpunkte 
in (Q1 w Q"') K (v,y). Daher ergibt sich wie in Ziff. (1) ein 

Widerspruch. 

2.3.1. Vor. Es sei M C E mit schwPOW (M\V) = 3. Ferner 

sa v ein Verzweigungspunkt vonM undK eine Ordnungscharakte- 

ristik mit v G K. 
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B eh. (i) In K — {v} münden höchstens zwei zu K (und unter- 
einander) fremde Teilbogen von M. - (2) Im Falle zwei (fremde) 
Teilbogen Bx, B2OM— M r\ K in K— {w} münden, und zwar 
B; etwa in x{ G (K— {v}) F0, i — 1, 2, gilt: Werden xx, X2 

auf K r\ E§ durch v getrennt bzw. nicht getrennt, so liegen Bx 

tond B% in der Nähe von x1 bzw. von x2 auf der gleichen Seite von 
K r\ E0 bzw. auf verschiedenen Seiten von K r\ E0. (Dabei ist 
xx = x2 zuzulassen). 

Bew. Es mögen xx, x2 auf K r\ E0 nicht durch v getrennt wer- 
den. Würden dann Umgebungen von xx bzw. von x2 auf Bx bzw. 
auf B2 auf der gleichen Seite von K E0 liegen, so gäbe es zu 
K beliebig benachbarte £ Î mit v Çj K' und B; K' =(= 0, 
i = 1, 2, im Widerspruch zu Nr. 2.3. Entsprechend schließt man, 
wenn xx, x2 durch v auf K r\ E0 getrennt werden. Ebenso ergibt 
sich die Beh. (1). 

2.4. Satz. Vor. Es besitze R den schwPOW(7?; f) = 3 und 
mindestens zwei Verzweigimgspunkte, etwa v' und v". 

Beh. (1 ) Die Ver zw eigungs Ordnung VO (») eines jeden Ver- 
zweigungspunktes v von R ist 3 oder 4. 

(2) Unter den Komponenten von R—{v1}—{v"j gibt es 
sowohl mindestens eine und höchstens zwei l-Strecken S' C 

C K(v',v") G f mit v' als Endpunkt als auch (mindestens) eine 
lind höchstens zwei l-Strecken S" C K (v‘, v") mit v" als End- 
punkt. 

(3) In v' bzw. in v" münden mindestens eine und höchstens zwei 
Komponenten Q' bzw. Q" von R—R r\ K (v', v"). Existieren 
zwei Komponenten Q', so liegen sie (in der Nähe von vj auf ver- 
schiedenen Seiten von K (v', v"). Gleiches gilt für zwei, etwa exi- 
stierende Q". Besitzt also etwa v' die VO 4, so münden in v' genau 
zwei Î-Strecken S'. 

(4) In K = K (v', v") — {v1} — {v"} mündet höchstens eine 
Komponente Q von R — R r\ K (v', v"). Existiert ein solches Q 
und mündet Q in der Komponente L von R r\K, so existiert genau 
ein hi v' und genau ein in v" mündendes Q' bzzv. Q" (vgl. Beh. (3)). 
Werden die v', v", L in ihrer, einer Orientierung von K (v', v") 
entsprechenden Reihenfolge mit Lx, Z2, Z3 bezeichnet und die in 
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Li mündende Komponente unter den Q', Q", Q mit Qit so gilt : 

Es liegen Q{ und Q,+1 ( in der Nähe von LJ auf entgegengesetzten 

Seiten von K (V, v"), i = 1, 2, 3; z -J— 3 = i. 

Zusatz. Besitzt R einen Verzweigungspunkt der Verzwei- 

gungsordnung größer als Vier, so keinen anderen Verzweigungs- 

punkt (vgl. dazu auch Nr. 2.6., Satz. Beh. (1)). (Folgt aus Beh. (1)) 

B ew. Betr. Beh. (1). Indirekt. O. B. d. A. sei v = v'. Wir setzen 

K = K (V, v"). Es sei also VO (v) > 5, so daß etwa fünf Bogen 

B; C R— {v} in v münden, wobei B{ r\ B- = Q für i =j= j\ 

i,j = 1, . . ., 5. Gemäß Nr. 2.1. liegen (in der Nähe von v) min- 

destens 3 der Bi in R— R K, also mindestens 2, etwa Bv B2 

auf der gleichen Seite von K. Dann ist aber v innerer Stützpunkt 

des Teilbogens Bx KJ B2 von R auf K. Gemäß Nr. 2.3., an- 

gewandt auf v = v", K = K (v1, v"), ergibt sich ein Widerspruch. 

Betr. Beh. (2). Indirekt. Andernfalls münden z. B. in v' (min- 

destens) 3 zu K — K (v', v") fremde Bogen B\ in v', von denen 

also (mindestens) 2, etwa Bx, B2 auf der gleichen Seite von K 

liegen (in der Nähe von vj. Wie beim Bew. der Beh. (1) ergibt 

sich ein Widerspruch. 

Betr. Beh. (3) und (4). Unmittelbare Folgen aus Nr. 2.3.1. 

2.5. Für jede Menge R mit schwPOW (2V ; f) = 3 gilt : (I) Keine 

vier Verzweigungspunkte von R liegen auf einer OrdnungsCharak- 

teristik. - (II) Es besitzt R höchstens vier Verzweigungspunkte. 

Bew. Betr. Beh. (I) Indirekt. Liegen die vier VP v{, i = 1,...,4, 

von R auf der OCh K, so sei o. B. d. A. (E K r\ E0, i = 1, .., 4, 

und die Reihenfolge vlt v2, v3, z/4 entspreche einer Orientierung 

von À. Wegen VO (vj > 3 gibt es zu z/,- (mindestens) einen Bo- 

gen B{ C R '"'i E0 (09; K), der in v{ mündet; 09 = JE Da min- 

destens zwei dieser 04, a2, oc3 gleich sind, folgt ein Widerspruch zu 

Nr. 2.3.1. 

Betr. Beh. (11). Besitzt R (mindestens) 5 VP vt, i = 1, . . ., 5, 

so liegen (gemäß Beh. (I)) je höchstens 3 auf der gleichen OCh. 

Wir unterscheiden : Fall (II 1). Es gi bt ein v;, etwa vx, welches 
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mit keinen zweien der übrigen v2, . . . , vb auf der gleichen OCh 

liegt. — Fall (II 2). Jedes der vi liegt mit zweien der übrigen in 

einer OCh. 

Betr. Fall (II 1). Die 4 OCh Ky = K (vlt vj), j = 2, . . ., 5, 

sind also verschieden. Gemäß Nr. 2.4., Beh. (2), enthält R rs K- 

eine E-Strecke Sy mit vx als Endpunkt. Daher ist VO (»x) = 4; 

es liegen aber keine zwei der Sy auf der gleichen OCh im Wider- 

spruch mit Nr. 2.4., Beh. (3). 

Betr. Fall (II 2). O. B. d. A. sei v3 £ K (vlt v2) K (vA, vb). 

Dann sind die 4 0ChW(^1, vA), K (vx, vb), K (v2, z>4), K (v2, vb) 

untereinander und von K (vx, v2) verschieden. Gemäß Nr. 2.4., 

Beh. (2), (3), münden also sowohl in vx als in v2 je zwei zu 

K(v 1, z/2) und untereinander fremde f-Strecken. Setzt man v=v3, 

K = K (vx, v3) = K (vx, vj), so ergibt sich ein Widerspruch zu 

Nr. 2.3.1., Beh. (1). 

2.G. Satz. Vor. Fs sei R C£ mit schwPOW (R\ f) = 3. Ferner 

sei v Verzweigtmgspunkt von R. 

Beh. (1) Für die Verzweigungsordnung VO(zt) von v gilt 

3 < VO (v) < 6. 

(2) Ist 5 < VO ( v) < 6, so ist jeder in v mündende Teilbogen 

von R eine Î-Strecke. - (2 a) Im FallWO (v) = 6 bilden die 6 in v 

mündenden l-Strecken 3 Paare derart, daß jedes Paar der gleichen 

Ordnungscharakteristik angehört. - (2 b) Im Fall VO (v) = 5 

liegt in keinem der, durch zwei in v mündende Î-Strecken gebilde- 

ten E-konvexen Winkelräume mehr als eine der übrigen l-Strecken. 

(Vgl. auch die Formulierung in Nr. 3.2.2., Satz, Beh. (III)). Ge- 

mäß Nr. 2.4, Zusatz, ist v der einzige Verzweigungspunkt voni?. 

Zusatz. Alle vier Fälle 3 < VO(D) <6 treten bei Kontinuen 

C mit schwPOW (C\ ?) = 3 auf (vgl. § 3.) 

Bew. Betr. Beh. (1). Indirekt. Münden (mindestens) 7 paar- 

weise fremde Bogen Bi C R in v, i = 1, . . ., 7, so gibt es gemäß 

Nr. 2.1. solche OCh K, daß für jedes i eine Umgebung Ui von 

v auf B{ in E0 (a;- ; K) liegt, also (mindestens) 4 der U; im gleichen 

F0 (a; K). Dann gibt es aber beliebig nahe bei K in E ein offenes 0 
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so, daß R r\ K' mindestens 4 Schnittpunkte enthält für jedes 

K' £ 0; dies folgt aus bekannten Sätzen (vgl. H.-K. [1], Nr.1.3.5.) 

Es ist aber 0 nicht nirgends dicht in Î; und andererseits ist 

KOW (R\ 0) > 4 im Widerspruch zu schwPOW (R\ f) = 

= schwKOW (R) Î) = 3. 

Betr. Bell. (2). Falls 5 < VO (v) < 6 ist, gibt es in v mündende 

Teilbogen von R — {v}, etwa Bit i — 1, . . ., 5. Ist z. B. B5 keine 

f-Strecke, so gibt es K' mit v £ K' so, daß B5 r\ K' einen, zu v 

fremden Schnittpunkt enthält. Gemäß Nr. 2.1. kann K' überdies 

so gewählt werden, daß U{ C E0 (
a< i E') gilt für Umgebungen 

Ui von v auf B{, i — 1,. . ., 5. Wie beim Bew. von Beh. (1) ergibt 

sich die Existenz eines in ? offenen 0 derart, daß mindestens 3 der 

U{ r\ K", i = 1, . . ., 5, je einen Schnittpunkt enthalten und 

r\ K" einen Schnittpunkt für jedes K" £ 0. (letzteres 

gemäß EI.-K. [1], Nr. 1.3.4.). Es ergibt sich also KOW (R; f) > 

> KOW (R\ 0) >4 im Widerspruch zu schwKOW (R; f) = 3. 

Betr. Beh. (2 a). Gemäß Beh. (2) münden in v die 6 f’-Strecken 

B i = 1, . . ., 6. Liegt etwa Bx mit keinem der B2, ..., B6 auf der 

gleichen OCh, während Bx C K\ £ î ist, so liegen mindestens 3 

der Bo,..., B6, etwa B2, Ba, Bx auf der gleichen Seite E0 (a; Kx) 

von Kx. Gemäß Nr. 2.1. gibt es zuKx beliebig benachbarte K' G f, 

so daß Blt . . ., Bi C Ea(ß\ K') und v £ K'. Wie beim Bew. 

betr. Beh. (1) ergibt sich ein Widerspruch. 

Betr. Beh. (2 b). Andernfalls gibt es eine OCh K derart, daß 

Umgebungen von v auf vieren unter den Bx, . . ., i?5 auf der 

gleichen Seite von K liegen, so daß man wie oben schließen kann. 

§ 3. Kontinua vom schwachen Punktordnungswert Drei 

3.1. Allgemeines. 

3.1.1. Satz. Jedes Kontinuum C mit schwPOW (C; f) = 3 ist 

endliche Bogensumme. Die Anzahl der Endpunkte von C besitzt 

eine, von C unabhängige obere Schranke ; gleiches gilt Jur die 

minimale Anzahl der bis auf Endpunkte fremden Bogen, als 

deren Vereinigung sich C darstellen läßt. 
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Bew. Zufolge Nr. 2.5. existieren höchstens 4 VP, deren VO, 

gemäß Nr. 2.6., höchstens 6 ist. Zufolge Menger [1], S. 266, folgt 

aus der Kompaktheit von C die Darstellbarkeit von C als endliche 

Bogensumme. Jeder Endpunkt von C ist Endpunkt eines Bogens, 

der in einem VP mündet. Daher ist die Anzahl der Endpunkte 

nicht größer als die Summe der VO der VP von C, also nicht 

größer als max (6, 4-4) (gemäß Nr. 2.4., Zusatz, sowie Nr. 2.5.) 

Anmerkung. Es gibt Bogen B mit schwPOW (B\ Î) = 3, so- 

gar offene Polygone B, zu denen eine OCh K existiert derart, daß 

B r\ K drei mehrpunktige Komponenten enthält (von denen zwei 

die Endpunkte von B enthalten und die dritte eine innere Stütz- 

komponente ist) (vgl. die Figur 1). Dagegen hat jede Kurve C mit 

schwPOW (C) f) = 3 auf keinem C r\ K drei mehrpunktige 

Komponenten. 

3.1.2.. In jedem inneren Pimkt eines Bogens B mit schwPOW 

(B] f) = 3 existiert eindeutig die vordere und die hintere l-Halb- 

tangente an B, in jedem Endpunkt von B nur eine von diesen 

beiden. 

Bew. Wie in H.-K. [1], Nr. 3.1.6., Satz 1; Bew. für Bell. (1), 

wobei hier KOW (Z?; f) = 3 (vgl. Nr. 2.1., Beh. (1)) an Stelle 

von KOW (B\ f) <C S tritt. 

Zusatz. Die Beh. und der Beweis gelten allgemein für Bo- 

gen B in E mit beschränktem KOW (A; f), insbesondere für 

schwPOW(A; f) = 2 (vgl. H.-K. [1] a. a. O.). 
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3.1.3. Da gemäß Nr. 3.1.2. nebst Zusatz, in jedem Punkt eines 

jeden Teilbogens T des Kontinuums C mit schwPOW (U; f) =3 

die vordere bzw. hintere Î-Halbtangente existiert, definiert man 

die Begriffe: f-Dorn und f-Dornspitze (sowie f-Schnabel und 

f-Wendepunkt) in naheliegender Weise genau durch die in 

H.-K. [1], Nr. 3.2.2., Satz, angegebenen Eigenschaften. Sind also 

B', B" C E0 (abgeschlossene, hinreichend kleine) Teilbogen von 

C, deren keiner eine f-Strecke ist und für die {d} — B1 r\ B" gilt, 

wobei d kein Verzweigungspunkt von C ist, so heißt d ein f-Dorn 

bzw. eine f-Dornspitze, wenn folgendes gilt: Es seien Th' bzw. 

Th" die f-Halbtangenten in d an B' bzw. an B" \ ferner seien T' 
bzw. T" die Träger von Th' bzw. von Th", also Th' C T' £ f 

bzw. Th" C T" £ f. Im Fall eines !-Dorns soll V 4= T" 
sein und es soll B' w B" fremd sein zu dem f-konvexen, von 

Th' yj Th" in E0 begrenzten offenen f-Winkelraum W (d) C E0 

und seinem f-Scheitelwinkelraum. Im Fall einer f-Dornspitze d 
sei Th' — Th" und es sollen B', B" auf verschiedenen abge- 

schlossenen Seiten von T' = T" (in Zf0) liegen. 

Entsprechend dem bekannten Satz vom Fehlen von Dornen bei 

Kurven 3. Ordnung mit Doppelpunkt gilt allgemein der 

Satz. Besitzt das Kontinuum C mit schwPOW (C\ f) - 3 

(mindestens) einen Verzweigungspunkt, so keinen l-Dorn (und 
keine VDornspitze). 

B e w. (1) Es sei d G C ein E-Dorn und v G C sei ein VP von C. 
Es sei IV das abgeschlossene, W (d) enthaltende Dieder in E 
(begrenzt von T' w T"). Durch jedes x (E E — W gehen OCh, 

die mit einer Umgebung von d auf C zwei Schnittpunkte (ev. ver- 

längerte) gemeinsam haben, nämlich je einen mit B' und einen 

mit B". Gemäß Nr. 2.3. muß daher v G W gelten. Da aber C ein 

Kontinuum ist, gilt (T' T" — {d}) r\ C =0, so daß 

:r £ Cri (E — IV) beliebig nahe bei T' T" — {d} existieren. 

Es gibt aber K' (E Ï mit # G K' und mit mindestens 3, zu d be- 

nachbarten Schnittpunkten in C r\ K'. Da — erforderlichenfalls — 

für geeignetes, zu K' beliebig benachbartes K" ein von den 

übrigen 3 verschiedener Schnittpunkt an Stelle von a: tritt, ergibt 

sich ein Widerspruch mit schwPOW (U; Î) = 3. - (2) Für den 
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Fall einer Dornspitze schließt man analog auf die Existenz eines 

x G C r\ (JE — 7V) in der Nähe eines z G C r\ (T' — {d}). 

3.2. Kontinua C vom schwPOW (C\ f) = 3, deren von 

Verzweigungspunkten freie offene Teilbogen sämt- 

lich f-Strecken sind. 

Definition. Ein Kontinuum C mit schwPOW (C; F) = 3 

heiße maximal (bezüglich des schwPOW = 3), wenn C nicht 

echter Teil eines Kontinuums C mit schwPOW (JC ; F) = 3 ist. 

3.2.1. Satz. Vor. Es sei C ein Kontinuum mit schwPOW (C\ F) = 

= 3, welches einen Verzweigungspunkt v der Verzweigungsord- 
nung VO(tt) = 6 besitzt. 

Beh. Es ist C Vereinigung von 6 in v mündenden l-Strecken, 
die paarweise auf einer Ordnungscharakteristik liegen und zu- 
sammen diese OCh ausfüllen können. Die m axim al en unter die- 
sen Kontinuen C sind die Vereinigungen von je drei Ordnungs- 
charakteristiken, die sich im Verziveigungspunkt v schneiden. 
(Figur 2). 

Bew. Folgt aus Nr. 2.6. und Nr. 2.4., Zusatz. 

3.2.2. Satz. Vor. Es sei Cein Kontinuum 7«2VschwPOW(£”; F) = 

= 3, welches einen Verzweigungspunkt v mit der Verzweigungs- 
ordnung VO (v) = S besitzt. 

Beh. Es ist v der einzige Verzweigungspunkt von C. Und es 
ist C Vereinigung von 5 in v mündenden l-Strecken B{, i — 1, ...,5, 

wobei etwa B{ C K{ G E sein möge. Wir unterscheiden folgende 3, 

alle Möglichkeiten umfassende Typen: 
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(I) Es ist K1 = K2 und Ka = Ä”4, während Kh =)= K}-, j — 1,2, 
3, 4 ist. Dann ist jedes C dieses Typus (I) echtes Teilkontinuum 
von Kx K3 W K 5. Es gibt also keine m axim al en Kontinua 
dieses Typus (I). (Figur 3). 

(I I) Es ist K1 — K2 und die übrigen K3, K4, K5 sind vonKx und 
untereinander verschieden. Bei geeigneter Numerierung der Bi 

liegen Z?3 und B 4 (in der Nähe von v) auf der gleichen Seite 
E0 (a; Kj) von K1 bezüglich eines E0 = E —K0 mit v (J K0 G f. 
Dagegen liegt B5 (in der Nähe von v) auf der entgegengesetzten 

Seite E0(—a; Kj) von Klt aber im l-Scheitelwinkelraum (be- 
züglich E0) des von B3 Bi bestimmten (in E0) l-konvexen 
Î-Winkelraumes. Maximal sind diejenigen Kontinua dieses 
Typus (II), in welchen K1 enthalten ist und wobei der von v ver- 
schiedene Endpunkt des Bh auf derjenigen Ordnungscharakteri- 
shk liegt, welche die von v verschiedenen Endpunkte von Bz, Bi 

verbindet. (Figur j). 
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(III) Alle Kx, ..., K5 sind verschieden. Die Reihenfolge Bx, B2, 
B3, B4, B5 entspreche einer zyklischen Anordnung um wf dem- 
gemäß sei B{+ 5 = Bi gesetzt, i = i, . . 5. Es sei B,- = B(y \e{). 
Bezüglich eines K0 mit v K0 bzw. des zugehörigen En = E—Kn 

gilt dann: Der, eine Umgebung von v auf Bi+X enthaltene Ï- Win- 
ke Iraum W{, auf dessen Begrenzung (B, w Bi+ 2) r\ Eü oder eine 
Teilmenge davon liegt, ist f-konvex. Ist ferner f = K(ex, e2) r^Kj, 
j = 3, 4, 5, so entspricht die Reihenfolge e'a, ex, ef e2, e$ auf 
K (ex, e2) einer Orientierung von K (ex, e2) und es ist B: — 
= Kj (y \ef) C Kj (y \e'f), j = 3,4, 5. Ein Kontinuum C vom Ty- 
pus (III) ist maximal genau dann, wenn ej = ej, j = 3, 4, 5, ist. 
(Figur 5). 

Bew. Daß C genau einen VP und nur f-Strecken bzw. OCh 
enthält, folgt aus Nr. 2.4., Zusatz, und N. 2.6., Satz, Beh. (2). - 
Betr. Typus (I) und (II). Klar. - Betr. Typus (III). Die Beh. be- 
züglich der Wi und der Anordnung der e, auf K(ex, e2) folgt aus 
Nr. 2.6., Beh. (2b). Die Bedingung B- C Kj(y\e'f) ist notwendig 
und hinreichend dafür, daß kein in Î nicht nirgends dichtes b C Î 
existiert mit KOW(C; b) > 4. 

3.2.3. Satz. Vor. Es sei C ein Kontinuum mit schwPOW(C; Î) 
= 3 und mit genau vier Verzweigungspunkten vit i = 1, . . ., 4. 
Mit S[i\f), i =j- j, sei eine der beiden, von v{ und v;- begrenzten f- 
Strecken bezeichnet. 

1 Die Bx, . . . B6 sind in dieser Reihenfolge zyklisch angeordnet, wenn fol- 
gendes gilt: Es sei D ein f-Dreieck, in dessen Inneren v liegt. Dann soll die 
Reihenfolge der Punkte Bx r\ D, r\ D, Bz r\ D, Bx r\D, Bh r\ D einer 
Orientierung von D entsprechen. 
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Beh. (I) Liegen keine drei der Verzweigungspunkte v{ auf der 
gleichen Ordnungs Charakteristik, so ist jedes maximale C Ver- 
einigung von 6 paarweise bis auf Endpunkte fremden unter 
den S{i \j) derart, daß durch diese S (i \j) jedes v{ mit jedem 

anderen v{ verbunden wird, fedes maximale C ist Vereinigung 
von drei t-konvexen Vierecken (f-Polygonen), die paarweise zwei 
gegenüberliegende Seiten gemeinsam haben. Die Verzweigungs- 
ordnungen der vt sind alle gleich Drei. (Figur 6). 

(II) Liegen etwa vlt v2, v3 in der Ordnungscharakteristik K, so 
ist jedes maximale C Vereinigung von K mit l-Strecken S(i 14), 
S(2 14), S(3 I4). Dabei kann o. B. d. A. E0 so angenommen und 

Fig. 7 

die Numerierung der v{ auf K so gewählt werden, daß v2 auf 
K r\ En zwischen v1 und v3 liegt und daß 5(i ]4) S(3]4) 
C E0\ dann ist S{2 I4) (£ Fa. (Figur 7). 

6 München Ak. Sb. 1967 
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Anmerkung. Der Fall (II) kann durch stetige Deformation 

aus dem Fall (I) gewonnen werden. 

Bew. Betr. Fall (I). (1) Es sei = K(v{, vj) = K(j, i) 

gesetzt. Gemäß Nr. 2.4., Satz, Beh. (2), gibt es - falls ein C mit 

den v{ als VP existiert - unter den Komponenten von C— {24} 

— {Vj} mindestens eine, von vi bzw. von Vj begrenzte, in K(i,j) 

liegende E-Strecke T(i\j) bzw. T(J\ 2). Gemäß Nr. 2.4., Satz. 

Beh. (3), liegen T(i\f) und Ti\j") für / 4= j" ; / =)=_/, j" 4=7; in 

der Nähe von vi auf verschiedene Seiten von Ein zweites 

T(i\f) bzw. T(i\i) existiert nicht; denn anderenfalls würde eines 

der beiden T(i ; f) zusammen mit einem der (sicher vorhandenen) 

T(l;j') auf der gleichen Seite von K(i,j") liegen, was (Nr. 2.4., 

Satz, Beh. (3)), nicht möglich ist. 

(2) Gemäß Ziff. (1) kann C nur E-Strecken enthalten, die einem 

der K(i,f) angehören. Gibt es daher ein C mit den 24 , . . ., v4 als 

VP und enthält C sechs E-Strecken S(2 \j) - wird also jedes der te- 

rnit jedem anderen durch ein G (i jy) „verbunden“ -, so ist G jeden- 

falls maximal. Ein derart maximales C (falls vorhanden) ent- 

hält drei 4-Ecke (E-Polygone) Q, die (einfache) Kurven sind. 

Falls unter diesen Q ein f-beschränktes existiert, also ein ßCE0, 

gilt schwPOW (Q; t) = o (mod 2); und da andererseits 

schwPOW (0 ; Ï) < 3 = schwPOW (C; f) ist, folgt schwPOW 

(0 ; f) = 2. Gemäß H.-K. [1], Nr. 3.1.5.3., Satz 4. bzw. Satz 3., ist 

daher Q f-konvex. Fügt man zu Q noch die, nicht in E0 

enthaltenen Komplemente der (E-beschränkten) Diagonalen von 

Q hinzu, so hat man die in Beh. (I) beschriebene Konfiguration 

für ein maximales C. Die vorstehenden Schlüsse zeigen: Die 

Existenz eines E-konvexen Vierecks Q mit den vlt . . ., vx als 

Ecken, ist notwendig und hinreichend für die Existenz eines 

maximalen Kontinuums C mit den v1, . . ., z>4 als VP und mit 

schwPOW (C; E) = 3. - 

(3) Bei beliebig vorgegebenen . . ., vi im Sinne der Beh. (I) 

ist noch ein 4-Eck Q gemäß Ziff. (2) mit den vlt . .v4 als Ecken 

zu konstruieren. Dazu betrachte man die E-beschränkte Menge 

M — M = {vlt ..v4} C FQ- ES sei H = R = H(M) die E-kon- 

vexe Hülle von M\ es ist H C F0. Liegen die vi sämtlich auf dem 

Rand R = H—H von H, so ist R ein Q. Andernfalls sei etwa v3 £ 
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ELH, also vx, v2, V4 Œ R (da mindestens 3 der z/;auf R liegen). Wir 

bilden das 4-Eck gebildet aus /ü(3 11) W(3 \z) C E^ und aus 

K{4 11) Ct Ea sowie aus K{412) (£ Eü • Dies ist aber schon ein Q. 
Damit ist die Existenz eines maximalen C bewiesen. 

Betr. Beh. (II). Sie ergibt sich unmittelbar aus einem (î-be- 

schränkten) î-konvexen Q durch Grenzübergang bei festen vx, v3, 

vit indem man v2 (E Q gegen den vorgegebenen Punkt auf S(i [3) 
konvergieren läßt. 

Zusatz. Für beliebige 4 Punkte vlt v2, v3, v4 in E, von denen 

keine 3 auf der gleichen OCh liegen, gilt: Erstens. Die Punkte 

vlt . . ., v4 sind die Ecken genau eines f-konvexen \-Ecks, welches 

zusammen mit den Komplementen seiner beiden (f-beschränkten, 

d. h. inneren) Diagonalen eine Einteilung von E in 3 f-konvexe 

4-Ecke liefert, wobei je zwei dieser 4-Ecke ein Paar Gegenseiten 

gemeinsam haben. - Zweitens. Durch die Punkte vx, . . ., v4 ist 

genau ein maximales Kontinuum C mit schwOPW(C; ?) = 3 be- 

stimmt, das die vx, . . ., v4 als Verzweigungspunkte besitzt. 

Bew. Unmittelbar aus dem Bew. für Beh. (I) des obigen 

Satzes. 

3.3. Einige weitere Fälle, in denen C ebenfalls nur f-Strecken 

enthält, werden in einer anschließenden zweiten Mitteilung be- 

sprochen. 
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