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Einleitung

Ein Teilsystem KPM der Mengenlehre, das die Existenz eines
rekursiven  Mahlo-Universums postuliert, wurde zuerst von
M. Rathjen [5] mittels einer sehr komplizierten Erweiterung eines
von W. Buchholz [1] eingefihrten Majorisierungsverfahrens be-
weistheoretisch analysiert mit dem Ergebnis, dali die Wider-
spruchsfreiheit von KPM durch transfinite Induktion bis zur Ordi-
nalzahl Y, (Y(Zey. )0) eines von M. Rathjen eingefiihrten
Ordinalzahlensystems £ (M) beweisbar ist. Hierbei bezeichnet M
die klemste schwache Mahlozahl und Z eine nichtmonotone
injektive Abbildung von der Menge aller Ordinalzahlen < I'y,,; in
die Menge der unerreichbaren Ordinalzahlen < M, wihrend die
Yo flir iiberabzihlbare regulire Ordinalzahlen 0 <M schwach
monotone Kollabierungstunktionen sind. Die Ordinalzahlenanalyse
von M. Rathjen beruht im wesentlichen auf einer ersten
impridikativen  Schnitt-Elimination, zu der die Funktion Z
gebraucht wird, und einer zweiten impradikativen Schnitt-
Elimination, zu der die Funktionen {0 gebraucht werden.

SchlieBlich entwickelte W. Buchholz [2] ein neuartiges Verfah-
ren von H-kontrollierten Herleitungen, mit dem er in |3] die be-
weistheoretische Analyse von KPM bedeutend einfacher durchftih-
ren konnte. Er benutzte hierbei ein von T (M) verschiedenes
Ordinalzahlensystem, in dem die beiden verschiedenartigen
impradikativen  Schnitt-Eliminationen in  komplexer Weise
zusammengefal3t werden,

In der vorliegenden Note soll nun gezeigt werden, daB sich das
Buchholzsche Verfahren der H-kontrollierten Herleitungen in ei-
ner schr einfach modifizierten Weise vom Buchholzschen Ordi-
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nalzahlensystem unmittelbar auf das formal einfachere und natiirli-
chere Rathjensche Ordinalzahlensystem {ibertragen liBt. Wir be-
schreiben zunichst im 1. Abschnitt das formale System KPM und
im 2. Abschnitt ein dem Rathjenschen Ordinalzahlensystem £ (M)
entsprechendes Ordinalzahlensystem OT(M). Im 3. Abschnitt wird
dann unter Bezugnahme auf [2], [3] und [5] die beweistheoretische
Analyse vom KPM im Ordinalzahlensystem OT(M) skizziert.

1. Das mengentheoretische formale System KPM

Grundzeichen des Systems KPM:
1. Je abzihlbar unendlich viele freie und gebundene Variablen.
2.4, e, Ad, —, 3 und runde Klammern.

Unter einer n-stelligen Nennform (n21) verstehen wir eine
nichtleere endliche Zeichenreihe, die auBler Grundzeichen des

formalen Systems hochstens die Nennzeichen *,, . . ., *_ enthilt. Ist
Feine n-stellige Nennform und sind ey, . . ., e, nichtleere endliche
Zeichenreihen, so bezeichnet 7 [e,, . . ., e,] denjenigen Ausdruck,

der aus der Nennform .# dadurch entsteht, daf} jedes Nennzeichen

*; tiberall, wo es in .7 auftritt, durch ¢; ersetzt wird. Eckige Klam-

mern werden im folgenden nur in dieser Bedeutung im Zusam-

menhang mit Nennformen verwendet.
Induktive Definition der Formeln des Systems KPM.,

. L (falsum) ist eine Formel.

. Sind a und b freie Variablen, so sind (a € b) und Ad(a) Formeln.

. Sind A und B Formeln, so ist auch (A — B) eine Formel.

. Ist a eine freie Variable, .7 eine 1-stellige Nennform derart,
daB . 7 [a] eine Formel ist, und x eine gebundene Variable, die
in .7 nicht auftritt, so ist 3x. 7 [x] eine Formel mit einem un-
beschrankten Quantor 3x und (Ix € a). 7 [x] eine Formel mit
einem beschrinkten Quantor (3x € a).

Formeln, die keinen unbeschrinkten Quantor enthalten, heien
A-Formeln.
Induktive Definition der P-Formen und N-Formen.

1. #; ist eine P-Form.

2. Ist #’eine P-Form und A eine Formel, so ist 7°[(A — *,)]eine P-
Form und .7 [(¥;— A)] eine N-Form.

3. Ist.})" eine N-Form, so ist.//[(¥;—-1)] eine P-Form.

O S R
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Nach dieser Definition sind die P-Formen und N-Formen 1-
stellige Nennformen, die das Nennzeichen #; an genau einer Stelle
enthalten und bei Ersetzung dieses Nennzeichens durch eine For-
mel in Formeln iibergehen.

Eine Formel C heift ein Positivteil (Negativieil) einer Formel F,
wenn es eine P-Form Z’(N-Form ./J7) gibt derart, daB #’[C]
(I"1C)) die Formel F ist.

Ein Positivteil einer Formel heillt minimal, wenn er nicht die
Gestalt (A—B) hat. Ein Negativteil einer Formel heiB3t minimal,
wenn er nicht die Gestalt (A — ) hat.

Fiir Formeln F und G bedeute F - G (aus F folgt strukeurell G),
dab jeder minimale Positivteil von F, der nicht die Formel - ist,
auch als Positivteil von G auftritt und jeder minimale Negativteil
von F auch als Negeativteil von G auftritt.

Als Mitteilungszeichen verwenden wir
a, b, ¢ fur freie Varnablen,

v, W, X, y, z flir gebundene Variablen,

A, B, C, F, G fiir Formeln,

.7 fur 1-stellige Nennformen, so daB . 7 [a] eine Formel ist,

A fiir 2-stellige Nennformen, so daf3 .%[a, b] eine Formel ist,
7 fur 3-stellige Nennformen, so dal} % [a, b, c] eine Formel ist,
# fir P-Formen und

/" "fiir N-Formen.

Diese Mitteilungszeichen werden auch mit Indizes verwendet.

Definitionen.
- Ar=(A—>1)
(AVvB):= (= A->B)
Vx. Z[x): == Ix = .7 [x]
(Vxe a) Z[x]: == (Ixe€ a)~ . Z[x]
(@a=b):=((Vxea) (xe b)a(Vxeb)(xe a)
Tranfa]: = (Vx € a) (Vy € x) (y € a)
Zur Abkiirzung lassen wir teilweise runde Klammern in For-
meln fort, wenn es nicht miB3verstindlich ist.
Axiome des Systems KPM:
(Taut) F>F

Il
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(Ext) (a=b)y—>(~fa]—>.7Zb])

(Fund)Vx ((Vy € x) . Z[y]=>. 7 [x])>Vx 7 [x]

(Ad 1) (Ad(a) A Ad(b)) > ((ae b) v (a=Db) v (be a))

(Ad 2) Ad(a) = Tran|a]

(Ad 3) Ad@)>(Vx e a) (Vye a) (Fze a) (xez)Alye z) A
Tran|z])
(Ad 4) Ad@)—>@x e a) (Aye x) (+>L) A (Vye x) (Fzex)
(v € z)) (auf Ad beschrinktes Unendlichkeitsaxiom)
(Ad5) Ad@) > (Vvea) (Vwea) (Vxea) ye a) (Vzey)
(7 [v. w, z] A (zex) A (Vzex) (Z v, w,
z]—=(z € y))), wenn 7 [a, b, ¢] eine Aj-Formel ist und
7 keine freie Variable enthilt.
(auf Ad beschrinkte Aj-Separation)

(Ad 6) Ad@)—>(Vve a) (Vxea) (Vyex) (Fzea) 7 |v, v,
zl>3we a) (Vye x) Tze w) 7 v, vy, z]),
wenn 7 fa, b, c] eine Aj-Formel ist und ¥ keine freie
Variable enthilt.
(auf Ad beschrinkte Aj-Kollektion)

Schiufregeln des Systems KPM:
(Stry FFG, wenn F e gilt.
(S1)y S T=AL Bl Fof [A>B)],
wenn B nicht die Formel - ist.
(S2a) A[.A2]a]] F Z[3x .7 [x]]
(S2b) Z[(a€ b) A .~ [a])] F7’[@x e b). 7 x]]
(S3a) S [ A [a]] FA [Px. A7 [x]],
wenn a in der Konklusion nicht auftritt.
(S3b) S [(a€ by A A~ )] FS [@x e b).7Z[x]],
wenn a in der Konklusion nicht auftritt.
(S4) Z[Vx3vy.7x, v]] F Z[Fz(Ad(z) A (Vx € z) (Ty € 2)
A%, yD1,
wenn ./ [a, b] eine Aj-Formel ist.
{Schnitt) CVF, C— FF+F



Zur Beweistheorie von KPM 23

2. Das Ordinalzahlensystem OT(M)

Wir gehen aus von einer Mengentheorie mit Auswahlaxiom
nach Zermelo-Fraenkel, in der zusitzlich die Existenz einer
schwachen Mahlozahl vorausgesetzt wird, und bezeichnen mit «,
B, v, 0, 1, i zunichst beliebige Ordinalzahlen, mit i, k, m, n Ordi-
nalzahlen < w und mit M die kleinste schwache Mahlozahl.

Fiir eine Ordinalzahlenklasse X sei X/a: = {ne X:n < aj.

X <o (X <a) bedeute, daf p < a (0 € ) fur alle n e X gilt.

Induktive Definition der a-kritischen Ordinalzahlen und der
Funktionen ¢,.

1. Die O-kritischen Ordinalzahlen seien die additiven Hauptzahlen.
2. pq sei die Ordnungsfunktion der w-kritischen Ordinalzahlen.
3. Fiir a0 >0 seien die a-kritischen Ordinalzahlen die gemeinsa-

men Fixpunkte aller Funktionen ¢, mit n < a.

Wir schreiben qaf} anstatt ¢, (f3).

Lemma 2.1.

a) @O = wP und @1f = €.

b) @af} ist streng monoton und stetig in f3.

c) Fiir y < a ist @y (pufy) = gaf.

d) @af ist eine additive Hauptzahl, und zu jeder additiven Haupt-
zahl ¥ gibt es eindeutig o, P mit p <y = @ap.

e} a < al.

Definitionen.

. Emne Ordinalzahl a heiB3t stark kritisch, wenn pal) = « ist.

. SC sei die Klasse der stark kritischen Ordinalzahlen.

.M =min {ne SC: M <n} =Ty

.0 = paP+y (O hat die Normalform qaf+y) bedeute, daB
O = @aP+yist mita < 9, f < @uf und y < d.

S S R

Lemma 2.2.
a) Gilt & = ppaf+y, so sind o, B, ¥ eindeutig durch 0 bestimmt.
b) Zu & gibt es «, B, ¥ mit & = @af+y genau dann, wenn
0<de SCist.
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Induktive Definition von 0* fiir & < ML,
1. 0% = M*: = 0.
2. Fiir 8 = zpof+y < ML sei 0*: = max {a*, B*, y*}.
3. Fiir & € SC/M sei 0*: = 6.

Nach dieser Definition ist 0*e {0} SC/M fiir alle <M.

Definitionen.
1. Qp=0und Q. = &8, fiira > 0.
2. K sei die Klasse aller Ordinalzahlen €2,,.
3. R sei die Klasse der tiberabzihlbaren reguliren Ordinalzahlen.
Offenbar ist R eine echte Teilklasse von K und M unerreichbar,
dh Qyu=Me R.

Induktive Definition der Ordinalzahlenmengen B, (a, (), B(a,
) und Ordinalzahlen Za fiir o < MF,
B1)0, M € B,(a, f) und n € B, (a, P) fiir alle n < f.
(B2) Gilt & = 1 900,0-+0; und 8,, O,, O;€ B, (a, P), so sei

de B,., (@ B).

B3)Istp <Q, <Mundne B, (a, f), so sei Q, € B,y (a, f).
B4 Isty<de R/Mund 0 € B, (0, ), soseiy € B, (a, B).
BS) sty <aundye B, (¢, B), sosei Zy e B, (a, P).
(B6) B (a, B): =u { B, (o, B): n < w}.
(B7) Za: = min {ne R:a e B («, 1) und B («, 1)/M <n}.

Lemma 2.3. Fiir a, § < MI gilt:
a) a e B (a, Za) und B (a, Za )/M < Za.
b) Q,, = Za e R/M.
c) Ausa < PBund o€ B (B, Zp) folgt Za < Zp.
d) Aus Za = Zp folgt a = p.
e) Zo # o.
f) a e B (P, ZP) gilt genau dann, wenn a* < Zf ist.
Beweis nach der Definition von Za und nach [4] Lemma 3.6.
Induktive Definition der Ordinalzahlen C, (a, f8), C (a, p)
und Ordinalzablen Y€, o, Y (Zy) a fiir p < M und y < M.
(CHO,Me C, (o, B) und e C, (a, B) fiir alle n < p.
(C2) Gilt & = 90,0,4+0; und &, 0,, d,€ C, (a, P), so sei
6 € CnH (a’ B)
(CHIstm<Q, <Mundne C, (a, B),sosei Qe C..y (a, f3).
(CH Istm<MPundne C, (a, B), sosei Zn e C,., (o, ).
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(C5) Ist n <M und sind Q,,;, 6 C,(a, B) mit 6 <o und
o e C (0, PL2,,10), so sei PQ,10 € C,.; (a, ).

(C6)Ist y<M' und sind Zn, de C,(a, f) mit d <a und
de C (0, (Zm) d), sosei P (Zn) d € C,y, (a, P).

(C7) C{a, f): = {C, (o, f): n < w}.

(C8) Y&, = min {n: ¢ C (a, Q,+1)}.

(COY Y (Zy) a: =min {n: Zy € C (a,n) und C (a, n)/Zy < n}.

Lemma 2.4. Fiir p < M und g < MT gilt:
a) Q, <P 0 <Q, mit Q. ;ae SC.
by y* <Y (Zy) a0 < Zy mit Ly 2y = P (Z7) 0 & R.
Beweis nach der Definition von P€2,,.;& und [3] Theorem 1.3.
Bezeichnungen. Mit 7, 0 bezeichnen wir die erreichbaren re-
guliren Ordinalzahlen €2,,; <M sowie die unerreichbaren Ordi-
nalzahlen Zvy mit y < MF,
Fiir 0 = Q,,;y sei 07: = Q, und fiir 0 = Zy sei 671 = y*.
In bekannter Weise folgt fiir alle 7t und o:

Lemma 2.5.
a) 0- < Yoo <0 <M.
b) C (o, Yow)/o < poa.
¢) Aus T~ < Yoa folgt T e C (a, You).
d) o e C (a, o).
e) Aus Poa £ 7 < 0 folgt poa < 7.
f) Aus Yoo = Ppap folgt © = o.
g) Aus a € C (a, Yoa) und a < f3 folgt oo < Yof.
h) Aus @oa = pof mit a € C (a, Wyoa) und p e C (B, Pofy) folgt
o= #+ Yoao.
Induktive Definition der Ordinalzahlenmenge OT(M).
(T1) 6, M e OT(M).
(T2) Gilt 0 = ypoff+y < €ysy und a, B, vye OT(M), so sei
0 e OT(M).
(T3) Ist p <, <Mund ue OTM), so sei Q, € OT(M).
(T4) Ist ¥y < g4y und y € OT(M), so sei Zy € OT(M).
(T5) Sind 0, a e OT(M) mit aa <M und a e C (a, o), so sei
Yoa € OT(M).
Aus den Lemmata 2.2 bis 2.5 geht hervor, dafl jede Ordinalzahl
aus OT(M) auf genau eine Weise durch die Definitionsregeln (T'1)
bis (T5) bestimmt ist. Daher liefern diese Definitionsregeln ein
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eindeutiges Bezeichnungssystem flir die Ordinalzahlen der Menge
OT(M).

Lemma 2.6. Die Ordinalzahlenmenge OT (M) /€2 besteht aus
dem Abschnitt aller Ordinalzahlen <2, ({ (Z&p, 1) 0).

Beweis nach {4] Theorem 6.3.

Im folgenden bezeichnen a, B, v, 8, m, W, v, & m, 0, O stets
Ordinalzahlen aus OT(M), wobei &, 0 € R/M sind.

3. Das geschichtete halbformale System RS(M)

Grundzeichen des Systems RS(M):

. Abzihlbar unendlich viele gebundene Variablen.

. Bezeichnungen der Ordinalzahlen aus OT(M).

4, e, Ad, —, 3, L, Doppelpunkt, runde und geschweifte

Klammern.

Nennformen werden in RS(M) entsprechend wie in KPM ver-

wendet. Dabel setzen wir von jeder Nennform voraus, dal kein

Nennzeichen zwischen geschweiften Klammern auftritt.
Induktive Definition der Temne des Systems RS(M), der

Schicht St und Komponentenmenge k(t) eines Terms t, der Formeln des

Systems RS(M) und der Komponentensenge k(F) einer Formel F.

1. Fir a €M ist La ein Term der Schicht a mit der Komponen-
tenmenge {Q}.

2.Ist0<a <M, ag R,. .7 eine l-stellige Nennform derart, daB3
.7 [LO} eine Formel mit k (7 [0]) < a ist, und x eine gebunde-
ne Variable, die in . 7 nicht auftritt, so ist {x € La: .7 [x]} ein
Term der Schicht o mit der Komponentenmenge k (7 [LO]) U
{a}.

3. L ist eine Formel mit leerer Komponentenmenge.

4. Sind s und t Terme von Schichten <M, so ist (s € t) eine For-
mel mit der Komponentenmenge k(s) U k (t).

5. Ist t ein Term von einer Schicht < M, so ist Ad(t) eine Formel
mit der Komponentenmenge k(t).

6. Sind A und B Formeln, so ist (A—DB) eine Formel mit der
Komponentenmenge k(A) W k(B).

7. Ist t ein Term, . 7 eine 1-stellige Nennform derart, daB . 7 [LO]
eine Formel ist, und x eine gebundene Variable, die weder in t

W o -



Zur Beweistheorie von KPM 27

noch in .7 auftritt, so ist (Ix € ). 7 [x] eine Formel mit der
Komponentenmenge k(t) U k (.7 [LO]).

Eine Formel heille einfach, wenn sie nicht die Gestalt (A—B) hat.
Als Mitteilungszeichen fiir Terme verwenden wir s, t, u. Im {ibrigen
verwenden wir in RS(M) die entsprechenden Mitteilungszeichen
wie in KPM. P-Formen, N-Formen, F 'i G, = A, (AvDB),
(AAB), (Vx€¢t).7|x|, (s=t) und Tranft] werden in RS(M)
entsprechend wie in KPM definiert.

Induktive Definition der Z(Q)-Formeln und II(a)-Formeln fiir

ae R,

1

. Eine Formel F, die weder die Gestalt (A—B) noch

(3x e t). 7 |x} hat, ist genau dann eine Z(a)-Formel (IT(a)-
Formel), wenn k(F) < a ist.

. Eine Formel (A—B) ist genau dann eine 2(a)-Formel (IT(a)-

Formel), wenn A eine IT(a)-Formel (2(a)-Formel) und B eine
Z(a)-Formel (IT(a)-Formel) ist.

. Eine Formel (Ix € t). 7 [x] ist genau dann eine Z(a)-Formel

(Il{a)-Formel), wenn St< a (St < a) und . 7 [LO] eine Z(Q)-
Formel (IT(a)-Formel) ist.

Eine Formel F heiBt eine A(a)-Formel (fiir a € R), wenn k(F) < a
ist.

3]

UL~ W —

Definition der Formel t(u) fiir Su < St.

. t(u): = = (u e LO), wenn t ein Term Lat ist.
Stlu): == (ue LO) A . Z|u], wenn t ein Term {x € La: .7 [x]}

1st.

Induktive Definition des Ranges r(F) einer Formel F.

.m(L): = 0.

.rm(s € t): =max {® - Ss+ 6, 0w St+ 1} fir Ss, St < M.

- m(Ad(t): = o - St + 5 fiir St < M.

. m(= A): = m(A).

. m(A—1B): = max {m(A), mm(B)} + 1, wenn B nicht die Formel

L jst.

.m(3x € ). 7 [x]): = max {® - St, m( 7 [LO]) + 2}.

Lemma 3.1. Fiir Su < St ist m(t(u)) < w - St.
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Lemma 3.2.
a) r(t(u) A (s=1u) < m(s € ¢) fir Ss <M und Su < St < M.
b) (Lo = t) < rm(Ad(t)) fiir 0 £ St <M.
¢c) m(t(u) A A [u]) < m((@x € t) 7 [x]) fiir Su < St.

Lemma 3.3. Jede einfache Formel vom Rang o € R ist eine
Formel (3x € La) . 7 [x] mit einer A(a)-Formel . 7 [LO)].
Axiome des Systems RS(M):
(Ax.4) I
(Ax.€) ./ [(s € LO)] fiir Ss < M.
(Ax.Ad) ./ [Ad(t)] fiir St < Q.
(Ax.d) J[(3xe LO) A [x]]
Hauptschliisse des Systems RS(M):
(=) A J{A-B), B> [(A-B) -/ [(A—B)],
wenn B nicht die Formel L ist.
Dieser Hauptschluf3 hat die Indexmenge {10, 1.1}.
(P.e) () A=) Vv ise ]k X|se v,
wenn Ss < M und Su < St < M ist.
Dieser HauptschluB3 hat die Indexmenge {u}.
(P.Ad) (Lo =1t) v 7[Ad(t)] F Z’[Ad(1)], wenn 0 < St < M ist.
Dieser Hauptschluf3 hat die Indexmenge {Lo}.
P A Z)vlExer). Z[x]|FFxe ) ~[x]]
wenn Su < St 1st. Dieser Hauptschluf3 hat die Indexmenge {u}.
(Cly) (Vxet) @ye Lo) Ax,y] v FFF, wenn St <o, #[L0,
LO] eine A(0)-Formel und F eine Formel /’[(3z € Lo)
(Vxe t) Ty e z) .F]x, y]] ist. Dieser HauptschluB hat die
Indexmenge {L0}.
(Cly) (Vxe LM) @y e LM) . Z[x,y] v FFF,
wenn /7 [L0, LO| eine A(M)-Formel und F eine Formel
A(Fz e LM) (Ad(z) A (Vx € z) @y € z) A [x, y])] ist.
Dieser Hauptschluf3 hat die Indexmenge {1.0}.
(N.e) (tu) A (s=u) = S [se 0] fur alle u mit Su<St F
A7 € 9], wenn Ss < M und 0 < St < M ist.
Dieser Hauptschluf3 hat die Indexmenge {u: Su < St}.
(N.Ad) (Lo =1t) — J[Ad(t)] fiir alle 0 <S¢ F ./ JAd(t)], wenn
Q2 <St < M ist.
Dieser Hauptschluly hat die Indexmenge {Lo: 0 < St}
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(N.3) (t(w) A Z[u]) = J7[3Fx € t) .7 [x]] fiir alle u mit Su < St
F[3x € ) .7 [x]], wenn St > 0 ist.
Dieser Hauptschluf} hat die Indexmenge {u: Su < St}.

Der bezeichnete minimale Positiv- oder Negativteil der
Konklusion eines Hauptschlusses heilt der Hauptteil des betreffen-
den Hauptschlusses. Die Primissen eines Haupschlusses mit der In-
dexmenge ] haben die Indizes u € ]J.

Schnitte des Systems RS(M):

CvFE C>FFF

Die mit C bezeichnete Formel in den Primissen eines Schnittes
heiBt die Schnittformel des betreffenden Schnittes. Der Rang eines
Schnittes ist der Rang rm(C) seiner Schnittformel C.

Im folgenden bezeichnen X, Y endliche Teilmengen von
OT(M).

Definition.
19 = | PIBE M X S BE m) und p<Ef
T A{CEN): X CE ) undy <€A OT(M)

Lemma 3.4.

a) Fir <, y<vund X C Y gile I—Ii(X)gH‘:(Y).
b) XCHE:(X).

) Aus Y < HP(X) folgt HS(XU v) = HP(X).
d)o,Me Hi(X).

e) U= nppod+m € H?(X) gilt genau dann, wenn a, 6, 1 €
Hg(X) sind.

) Q, e HE(X)/M gilt genau dann, wenn L € Hs(X)/M 1st.
g) Aus O € Hs(X) und a < B folgt Zo € Hi(X).

h) Aus 0, a e Hi(X)/M, ae C (a, Yoo und o < y folgt Yoa €
Hﬁ(X).
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Induktive Definition von I—I[;(X)lﬁ F (durch Induktion nach
0

a). HM(X) |+ F gelte genau dann, wenn {a} U k(F) C Hs(X) gilt

und einer der folgenden sechs Fille vorliegt.

1

o)

<

6.

. Fist ein Axiom des System RS(M).
. F ist die Konklusion eines Hauptschlusses (=), und es gibt

f(i) < a mit HB(X) F@Fi fiir die Primissen F, (1 = 0,1).
Y Q

. F ist die Konklusion eines Hauptschlusses (P.€), (P.Ad), (P.3)
oder (Cly) mit der Indexmenge {u}, und es gibt 0 mit Su £ <

o und H B,(X) %Fu fir die Primisse F,.

. Fist die f(onklusion eines Hauptschlusses (Cly), und es gibt 0
mit & + M < ot und H r’(X) ‘Z F, fiir die Primisse F,.

. F ist die Konklusion eines Hauptschlusses (N.€), (N.Ad) oder
N.3) mit der Indexmenge J, und es gibt flu) <a mit
H [:(X v k(u)) P(:)- F, fiir jede Primisse F, vom Index u € J.

F ist die Konklusion eines Schnittes mit der Schnittformel C
von einem Rang <@, und es gibt & mit k(C) <6 <a und

HP(X) 12 F, fiir die Primissen F, (i = 0, 1).
Y

Lemma 3.5.

a) Aus Hs(x)}‘f F.p<u y<vund XY folge H"(Y) [¢F.
Y Y

b) Aus H/(X)|* F, < dund d € HS(X) folgt H {:(X) |°F.

¢) Aus Hﬁ(X) }—a F und 0 < folgt HB(X) “3 F.
v e ¥ n

Lemma 3.6. (StrukturschlufSlemma)
Aus ,I—Is(X) [“F FG und k(G) HS(X) folgt I—Is(X) e
) 0

Beweis durch Induktion nach a.
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Lemma 3.7.
a) Aus Hs(X) Pg ZIA) mit fi)<a (=0, 1) und ae I—Ii(X)
folgt Hs(X) P‘ P[(Ag A A
b) Ist Su < St und gilt H {:(X) 1>/ [(e(w) . 7 [u])] mit Su<d<a

und @, St € Hﬁ(X), so folgt Hs(X) [< .0 vxe 0.7 [x]].
Q

flu)

¢) Ist St>0 und gilt Hs(XU k(u))lF Zl(t(u)—>. 7 [u])] mit

flu)y < a fur alle u mit Su < St sowie o, Ste Hg(X), so folgt
HYX) |- 2l(Yx e . 2 [x]).

IR
Beweis aufgrund der Definitionen von A und V mit Lemma 3.6.

Lemma 3.8. (Inversionslemma)

a) Aus HS(X) }%. | [(A—>B)] folgt HE(X)}‘:_). /'|=A] und
Hf;(X)|“_ B
Y
b) Aus H s(X) FS Jse )] mit Ss<M und Su<St<M folgt
Hs(X U k(u) }‘Q‘ ) A s = w).

¢) Aus H_‘:(X) [“ 1 [Ad(D)] mit 0< St< M folge H*(X U {o}) |2
Q Y -
(Lo =1

d) Aus H[;(X)}a AMExe ). Zix]]  mit  Su<St  folgt
0

HPOCU k@) [ () A7 ).
v 0
¢) Aus I—Ig(X) }“ Zl(¥xe ). Z]x]] mit  Su<St folgt

1—15@( U k) p: Z[(tu) = A [u])].

Beweis durch Induktion nach o mit Lemma 3.6.
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Lemma 3.9. (Beschrinkungslemma)
a) Aus HS(X) l—g P@xe L) . Z[x]] mit a<p<d<M und
Q
we I—Is(X) folgt HE(X)PF P@x e Lp) . 7 [x]).
Q
b) Aus HE(X) | 7[(vx e v @y e LY) A[x, y]] mit
Q
A<PH<O<M und pe HE(X) folgt H?(X)}ﬂ PI(Vx € 1)
Q
(Jy e Lp) A[x, y]].
) Aus I—IE:(X)I-g A (3xe Ld) . Z[x]] mit u<d<M und n €
Q
I—Is(X) folgt I-IE(X) |% A@x e L) A~ [x]).

Beweis durch Induktion nach «.

Definition. Unter einer RS(M)-Interpretation einer Formel F
des Systems KPM verstehen wir eine Formel des Systems RS(M),
die aus F dadurch entsteht, dal3 fiir jede in F auftretende freie Va-
riable ein Term einer Schicht < M eingesetzt wird und jeder in F
auftretende unbeschrinkte Quantor Ix durch (Ix € LM) ersetzt
wird.

Satz 3.10. (Einbettungssatz)
Zu jeder in KPM herleitbaren Formel F gibt es k, m < @ derart,

daB H'(k(F")) | B™ fiir jede RS(M)-Interpretation F* von F

gilt. Beweis entsprechend wie in [3] oder [5].

Lemma 3.11. (Pridikative Schnitt-Elimination)
a) Ist C eine einfache Formel vom Rang 0 ¢ R und gilt I—Is(X) )»-a-
0
CoF und HYX)|2 CvG mit k(C)<a, so folgt
Y
H S Fyv G,
¥ e

Brsey | & - Brscy | 20
b) Aus HYX) |g‘+1' F mit @ ¢ R folgt H(X) FT F.
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. 5 . 5 _
c) Gile H.iy(X)lu—WEF mit o, 0 <M und a € Hy(X), wobei es
kein & R mit p < T < p+@oa gibt, so folgt HS(X) L )
ut

Beweis von a) durch Induktion nach 0.

b) ergibt sich mit a) durch Induktion nach a.

c) ergibt sich mit b) durch Hauptinduktion nach o und Neben-
induktion nach 9.

Definitionen.

a) NF (a, B) bedeute, da entweder a =0 ist odern+f <a+fp
fiir alle 1 < a gilt.

b) Firpe K/Mseip: =+ 1, wenn p € R ist, sonst u': = .

Lemma 3.12. (Impridikative Schnitt-Elimination mit Kollabie-
rung)

a) Gilt Hs(X)IM—“ﬂ F fiir eine X(M)-Formel F mit B € Hg(X),
XcB (P +1,Z (P +1)) und NF (f, pOa), so folgt
o] Z(prrpha)
B 00 s
b) Gilt Hs(X) [“F fiir eine £(0)-Formel F mit € K/M, a <M,
f
Y, U, O € HE(X) und X C(y+1,¢pm(y+ 1)) fir alle &> 0,

so folgt HP FWWWM F.
& YWW)O() Wo(y+euto)

Beweis entsprechend wie in [3] mit dem Unterschied, dal3
Hauptschliisse (Cly;) nur im Beweis von a) und Hauptschliisse (Cl,)

nur im Beweis von b) auf Hauptschlisse (P.d) zuriickzufiihren
sind.

Lemma 3.13. Ist eine RS{M)-Interpretation FM einer in KPM
herleitbaren Aj-Formel F eine Z(Q,)-Formel mit k(FM) € H:: (D),

so gibt es o < Ql,Bundy<MmitHs (D) ‘%FM.

Beweis. Nach Satz 3.10 hat man k, m < o mit H:j (D) }M'k ™,

M+m
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Mit Lemma 3.1 b) folge, daB es & mit H (@) %FM gibt.
Fiir B: = @0 folgt nach Lemma 3.12 a) Hﬁ (D) %FM.

Fiir y: = @0 (Z + ZP) < M folgt nach Lemma 3.12 b) H‘; (@)

¥y gM
Wy

Fiir a: =@ (YQ,y) (WQ,y) folgt nach Lemma 3.11 ¢) H{; (D)
[ FM mit o0 < Q.

Satz 3.14. (M. Rathjen) Die beweistheoretische Ordinalzahl
des formalen Systems KPM ist < YQ; (Y(Zey,1)0).
Beweis. Dies folgt aus den Lemmata 3.13 und 2.6.
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