
Nachtrag zu der Abhandlung:

Theorie der Dämmerungsfarben.

Von

E. von Lommel.

Al d. II. Cl. d. k. Ak. d. Wiss. XIX. öd. III. Abth.



٠
- 

--



In der Abhandlung: ЯTheorie der Dämmerungsfarben“ (Abhandlungen der 
k. bayer. Akademie der Wiss. II. Cl. XIX. Bd. 1897, p. 449 — 508) wurden zur 
Berechnung der Lichtstärken im Beugungsbilde zwei unendliche Reihen benutzt, 
die sich derart ergänzen, dass die eine für kleinere, die andere för grossere 
Werte des Arguments bequemere Anwendung zulässt. Dabei wurde bemerkt 
(1. c. p. 497), dass beide Reihen konvergent sind, jedoch der Beweis für diese 
Behauptung nicht mitgeteilt, um den Text nicht zu sehr mit mathematischen 
Entwickelungen zu belasten. Da jedoch das Fehlen der Konvergenzbeweise 
als Lücke in der Beweisführung empfunden werden könnte, so möchte ich 
diese Beweise liiemit noch nachträglich beifügen.

Die zwei Reihen, von denen hier die Rede ist,, ergeben sich, indem man 
das in dem Intensitätsausdruck

ي2حئيه
1 ؛ '«2

سل٠ل)].ذب-ةد--<'>)؛/■٠((

vorkommende bestimirite Integral auf zwei verschiedene Weisen entwickelt.

I.
Eine erste Entwickelung erliält man, indem man 1 — 0 ؤر 0( — ال ) in 

eine nach Potenzen von

z == l/r'2 ب r\ — 2 r rx cos 0 == Г\ ا'ا ب  r2 — 2 V cos д 

fortlaufende Reihe verwandelt und sodann noch d von 0 bis 2 π integriert, 
hl an erliält unter Weglassung des Faktors Я2 Ri·.

Μ2==Σ(-1)4Λ^%

2a<c

WO die Koeffizienten 

Je =



und
ئل-ل1٠'سثل

seihst wieder endliche Reihen mit. wachsender Gliederzahl vorstellen.
Um nachzuweisen, dass die unendliche Reihe

ЕН)،іДг٥،

konvergent ist, betrachten wir den Quotienten zweier aufeinander folgender 
Glieder:

ic+1 ٠ -Ζ+ +1 ٠ r\
٨

und bestimmen, seinen Grenzwert für ein unbegrenzt wachsendes f. Rezeichnen

اي)٠(ل1٠ل-لا)ة+0٠ل
wir in dem Ausdruck

Ar

(2 й < c)

die eckig eingeklammerte Summe der Kürze wegen mit ac, und unterscheiden 
c gerade = 2 ft und c ungerade = 2 6+1,80 ergibt sich

— Η$(ι·-٠ϋ")·.

oder, wenn man die Glieder der Reilie Σ in umgekehrter Reihenfolge ordnet, 
indem man ft — rt statt (1 setzt:

wo die letztere Form liervorgeht, wenn man von der Summe Σ das erste 
Glied, welches Null ist, absondert, indem man zuerst a == 0, dann a 1 ؛ statt n 
setzt. Durch dieselbe Beliandlung ergibt sicli,

له٠بل-1ل،٠البا٧'

Setzt man liiei. das erste Glied (η==0) der Summe Σ, nämlich

)2<£ا2أهإ-’(ة
als Falitor lieraus, so kommt



ه:ا):|،ابه(“أ-ل

1 і)-٥-2Ь + 2)5(
b-: '2 - η ! ' 1.2 •؛•2 ١٤■ "؛ b

oder, da

und

ه٠٠'٠')٠ة(|٠)]ا:|٠'(ب1))ل٠ + ٠ا'(جا٠

Auf demselben Wege findet .man

ist:

und

-111؛|.)أ٠؛٠)ة٠ا٠٠(تةقي1٠
Bilden wir nun die Quotienten «26+1 : .26 und «26+2 :.26 + 1, so bemerken 

wir zunächst, dass für den ersteren. Fall

i؛-b! (2 b+ 2)5-' 2b+ 2 (2b + l)،-i 26 + 2(اه-ا).26 + 1-؛(اا-ا(
6 + 1(!( ٠ 2 b) '!b! — (b +1) ؛b ' ' 1-11-5)1؛T ٠ - د

ist, und dass im zweiten Fall 

3 + )2b+ 3)61-1 (6+1)1 (2b+ 3) (2 6 + 2)5-1(—1 2b
)2b( )!1 + 6 ؛b + 3) -- b 2)61-1 (21١( 1-11-6)2 1 . ؛:

ist, folglich für 6 = oo ebenfalls 2 د wird. ЛѴІГ bemerken ferner, flass in den 
Ausdrücken für « ،las erste Glied in der eckigen Klammer für 6 = 03 ver
schwindet. Denn es ist beispielsweise

(ΐ+τρρτ == (6 + 3)؛!== Б 3؛ ' b ٠ 4؛ b 0 ١ تن ) ؛5 ٠ ' ٠ 26+1 >) )2  für ة = ٥٠ )

Dagegen nähern sich tlie unter den Summenzeichen Σ vorkommenden 
Quotienten mit unbegrenzt wachsendem 6 dem Werte 1. Denn man hat z. B.

И 1 b (b—7 1) (b 2) · · · (b — tt و £٠٠ ٠ ؛ )ب 2( )6 — 0 + 1
(b + 2 + 11) “1-1 — (Γ+ 2 + α) (b 1+1 ب) (b +i а) - · · (b ؛l) (b + 3) آ I für b == GO.

Die eckigen Klammern reduzieren sich daher bei unbegrenzt wachsendem 6 
auf die Summen der Quadrate aller geraden oder aller ungeraden Zalilen, 
und zwar ist



2(2 = 4&) ؛ ь)1) + 6٥ + 1( ؤا6)6 ؛ 1( )6—1(

)لاتئ2(اب»ة46)ة؛1؛(ةؤ)6؛1)(6 —1(

und der Quotient der beiden Summen nähert sich für ein endlos wachsendes b 
der Einheit. Man hat also schliesslich:

lim 4 لف ت  und lim 4 ًسيا  
a2b a,2b+i

und allgemein, gleichviel ob c gerade oder 'ungerade ist.

lim “i±L = 4.

In dem Ausdruck

2 V!) ١٠, 22c Σ
gewinnt, wenn V > 1 ist, das Glied mit der höchsten Potenz von V(ء

-!(ϊ)٠'-Η،)(τΓ
bei endlos wachsendem c das Uebergewicht über die Summe aller übrigen 
Glieder. Es ist daher

“m ؟لآ = *(■؛)“” !+؛ = (؟)٠·

ا؛اإااآ'ا،

Wir erhalten also schliesslich, da

ist, für ein unbegrenzt wachsendes c

Д + Іlim

Die unendliche Reihe
-.......................................................

konvergiert also, da der Quotient des (c ؛ l)ten Gliedes durch das cte für 
c == QO verschwindet, für jeden Wert von Г), zunächst wenigstens für v>\. 
Da aber die Koeffizienten Bc für kleinere V kleiner werden, so konvergiert 
sie auch für V < 1. Die Reihe konvergiert also für alle endliclien Werte von 
۶٠١ und V, oder von r = ѴГ].
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II.
Eine zweite Entwickelung des Intensitätsausdruckes

1 — V cos ًوا
1ا(ق-أ؛اب cos ه

,=ا2ا)ل،—٠(يةر—((،)?/،

ergab sich ) durch teilweise Integration, indem in vorstehendem Integral der 
Quotient

1—Ѵ cos $
اً ب  γ2 — 2 V cos ق

als integrierter Faktor angesehen wurde. Setzt man zur Abkürzung

-ا٠ا-٠.«° _مئدل٠-

)9. V2 — 2 r cos ؛ )1 بr = ة- so erhält man, da wegen 

-او == r؛؛ ■ — sin و

:ist

،عبل(«!د-»أد-ل)ل٠-٠،٠اجل-٠ .»
1 ФоУо—jMSlod‘} د Фо ،Po — ήν دل ■ووج ؟ Po sin Ari «9.

Ninimt man nun in letzterem Integral bei Fortsetzung der teilweisen 
Integrat.ion (po sin & als integrierten Faktor, u. s. f. bei den folgenden Integra
tionen, indem man

jVo sin&d& د φ, , Jcpi sin 8 وهءو د ي٠  . . . /(Pa sin&d& = φα+ι,

1 э Фа
г Эя٠;٠ ٠'ز2 — ؤ ج3'و يقد φ\~ Ζ

setzt, so erliält man für das obige unbestimmte Integral die Entwickelung

Σ(— 1 ). ٠ب٠بس٠٠,جا
und nach Einsetzung der Grenzen ,0 = و und & == π, fla [r/.'a'jo = 0 und

1 ,صلي١:بةةًا'تذ٠'ا

.c. p. 492 .د) 1



die Lichtstärke
! ΥΛ41

٠ا->٠ة۴م
wo

Ψα

ist. Um zu zeigen, dass auch tiiese Reihe Ж2 konvergiert, betrachten wir 
wiederum den Quotienten zweier aufeinander folgender Glieder Φ،،_Η ذيأ٠لب  : φ٠ ψα. 
Wenden wir uns zunächst zu dem Quotienten Ψα+ι'-ψα, so ist erstlich

2 a 1 ب
rfa — 2r? ٠

2اابع2 : 2٥ 2

ferner, wenn man in den Summen die Reihenfolge der Glieder umkehrt.

٠،٠_٠٠٠٠ -■4);-2+2α( 1'~' ا-!+.ص - ,+,,,. ٠ بج٠ت'بب .٠)2+«ا2|'<

fr ц■+|;؛
Setzt man liier sowohl im Zahler als im Nenner das erste Glied als

Falitor heraus und lieachtet, dass

2( : )"٥٠'Γ؛' Vя m )2؛ ')ا((ر؛2 0بر1)إ2ه0ا-اإ-؟ ٣ 2 2ه٠ اقب ,ي

und dass beispielsweise

1+α_ 22( ; ؛2؛. 2ل:اا+ه( _ )۵ + ([ )2 )2.2+ 2_بئ،(ا٠tt+2)«l-i

sodann

u. s. w. ist, so ergibt sich der Quotient der beiden Summen

t, ة٠اي  ^m-T+ä٠'il·^;;;

؟٠ ً.;'بيمبلاا ·;

Zahler und Nenner des letzten Quotienten nähern sich mit wachsendem a 
der Gleichheit, dei. Quotient selbst also der Einheit, und man hat

== 4 ,2.11
0.122 V lim

Σ
lim ؛

Σ
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folglich mit lliicksiclit auf den oben bereits ermittelten Faktor mit r\ :

Um den Grenzwert von Φα+1 : </عل zu bestimmen, machen wir von einer 
anderen Entwickelung der Funktion Φ 1 Gebrauch, die nach den Differential- 

٠ quotienten der Funktion Φ == Φ0 == 1 — 2 رأ0ق — اتء  fortschreitet und durch 

fortgesetzte Anwendung des Bildungsgesetzes Φ. + Ι == ؛ erlialten wird' ‘1 ،er 9 ٠ج ‘ ٠٠
Es ergibt sich nämlich ٠

1.12 2-h I — 1(٥ )اها2ج)-ة٠+يا ٥٠ (_ )a — 1(ا“-جاةال)-2ه-لل 3*3 1)

)a — 2(.ا٠،،-هاال-٠ئؤلأ-+_ه)ؤ2_ه)(3ا(٠لال-،ل،-٠;;ه.(ا-

tt)(3 —4( ؛ة-عا2ج)-2لب-ه٠بع ٠,(...
30

wo der Natur der Sache nach die Exponenten von ،г weder Null noch positiv, 
die Exponenten tler Faktoriellen niemals negativ sein können, und daher 
Glieder, bei welclien dies eintreten würde, einfach wegzulassen sind (so ergibt 

sich z. B. für 11 = 0 : = fl وبح wie es sein muss.).

Setzt man in dieser Entwickelung, zur Beeilten ا“1ذة)-2ه+ل ) heraus, und 
berücksichtigt, dass

اة',و

.)

عا — 6|2
1٠|2 ٠ةق؛)2ه — -2اا.+ا؛&ة (2 а — 2ة-ا-1(عاه

-٠- 1)“ 1٠ ة (дф(د-ة Э ϊφ 1 0 — 1 ٠ э Зф
،ص + أ ٠¥ ى dz- 1 2α—1 3 2ο_

؛
1 (а ' 2) (о —-%٠٠ φ لأة

- 1ه( ؛*ا2
6(2 0-3) (2 а- dg5

'F٥_v\٠g‘2 а اب

لعا2
عا—ال 1 ٠ ٥٠ 2

ist, so wird

Da

ist, so ergibt sich
Φ ٥··٠ Λ - 2.91 — 1 Fav\
" Фа ' ص ' نلم ٠

Abh. d. II. CI. d. lt. Ak. d-Wisa. XIX. Bd. III. Abtb.



Der Quotient

I η —1 »ff إ ٠ ة- د5٠لم' L 2:1 1 ق г* '؛ ة ننه i ج ج :ي
ا L~23 *خا_إ Г؛؛ اًذ ج

Ф 3ق ЭФ 
ة7أل3د

2 Фج ЗФ
قا7 — و 373

ل±عكل
هل

nähert sich aber mit wachsendem ٠ dem Werte 1, da Zähler untJ Nenner 
desselben der Gleichlieit zustreben. Alan hat daher, da г == r (1 أ v) ist,

٠™ ٠؛: -—ئ ئ؛ لا,ءل  lim (2 ٥ - 1).

Da, andererseits
lim -4 ذلآأا ت  V r\ lim ح-"V4 

oben bereits gefunden ist, so liaben wir endlicli

Die Reihe

4 r li 2 а — 1
Φ.+Ιψ.+ Ι)1 قز'ا+ 1™ 2+؛4

φ<χψη
lim

2a— 1 
tt -1-4lim ئذ

I-)Ѣ يج؛ية lim 
)Ραψα

odei’, da

ist:

Der Quotient 4rj(l؛r)2 ist aber stets kleiner als 1.

F ت Σ ΦΛψα
ist also, da der Quotient zweier aufeinandei- folgender Glieder sich mit unbe
grenzt wachsendem u einer Grenze < 1 näliert, konvergent, und zwar kon
vergiert sie um so rascher, je grösser V) also auch z ist'.


