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Vorbemerkung.

Die vorliegende Tbeorie der Dämmerungsfarben wurde in ibren Grund
Zügen bereits vor mehr als dreissig Jahren veröffentlicht.د) Sie soll hier weiter 
ausgeführt und ergänzt werden, und zwar zunäclist im ersten Abschnitt wie 
in der frülieren Veröffentlichung in allgemein verständlicher Darstellung, so
dann in den folgenden Abschnitten in analytischer Begründung. Insbesondere 
ist in letzteren Abschnitten auch die Theorie der durch Licht flächen her
vorgebrachten Beugungserscheinungen enthalten.

I.

1. Gehen Lichtstrahlen von einem selrr weit entfernten leuchtenden Punkt 
durch eine kleine (z. B. kreisförmige) in einem undurchsichtigen Schirm an- 
gebraclite Oeffnung, so entsteht auf einem in grosser Entfernung hinter der 
Oeffnung befindlichen Auffangschirm, oder in der Brennfläche einer hinter der 
Oeffnung aufgestellten (aplanatischen) Linse, oder auf der Netzhaut des für 
weite Entfernung akkommodierten Auges durch Interferenz der von derOeff- 
nung ausgehenden Elementarstralilen das bekannte Beugungsliild (Fraunhofer
sehe Beugungserscheinung). Auf einer durch den Bildpunkt 0 (Fig. 1), in 
welchem siclr die direkt vom Lichtpunkt kommenden Strahlen vereinigen, in 
der Bildebene gezogenen geraden Linie wird der Verlauf der Lichtstärke für 
einfarbiges (z. B. rotes) Licht durch die Kurve r (Fig. 1) dargestellt, die nian 
mit Schwerd als Durchschnitt eines mit seinem höchsten Mittelgipfel Uber 0 
sich erhebenden „Lichtgebirges“ bezeichnen kann. Von dem Bilde 0 des 
Liclrtpunktes aus sinkt die Lichtstärke nach beiden Seiten liin steil ab bis 1

1) Loiinel, Beiträge zur Tbeorie der Beugung des Lichts, ' ' ' ' . Bd. 36, 1661. Theorie
der Abendröte nnd ^verwandter Erscheinungen, Poggendorffs Annalen, Bd. 131, 1867.



zum ersten Minimum, wo sie Null ist, steigt sodann wieder bis zu einem 
zweiten im Vergleich mit dem Hauptmaximum in 0 viel schwächeren Maxi
mum (die Lichtstärke beträgt hier noch nicht 2 0/0 von derjenigen in 0), dann 
folgt beiderseits ein zweites Minimum (== 0), u. s. f., und das ganze Gebirge 
verliert sich in nach aussen immer niedriger werdenden Erhebungen allmäh- 
lieh in der Bildebene.

Bekanntlich sind die Entfernuugen der gleichvielten Maxima und Minima 
von der Bildmitte (ö) der Wellenlänge der angewandten homogenen Lichtsorte 

direkt, dem Durchmesser der Oeffnung umgekelirt proportional. 
Da.raus folgt, dass die Lichtstärke einer jeden Farbe von dem 
Maximum in der Bildmitte ihrem ersten Minimum um so rascher 
zueilt, d. h. dass ihre Curve um so steiler abfällt, je kleiner die 
Wellenlänge ist (Fig. 1, Curve 9) für Blaugrün).

2. Ist das einfallende Licht weiss, so ist auch das Bild des 
Lichtpunktes weiss, weil hier sämtliche homogene Farben in dem
selben Stärkeverhältnis wie in der Lichtquelle selbst vertreten sind. 
Das gebeugte Licht dagegen erscheint gefärbt, und zeigt, an jeder 
Stelle der Bildfläche die Mischfarbe aus allen dort mit verschie
denen Lichtstärken hintreffenden Farben. Die Mischfarben ordnen 
sich in Ringe (bei kreisförmiger Oeffnung) mit einer ähnlichen 
Farbenfolge wie bei den Newtonschen Ringen im durchgehenden 
Licht, nur dass die Lichtstärke der Farbenordnungen nach aussen 

9'\ \ hin ausserordentlich rasch abnimmt. Weitaus am intensivsten 
(s. Fig. 1) ist das gebeugte Ijicht rings um das Bild des Ijicht-

punktes, wo sich seine Lichtstärke stetig an 
die des letzteren anschliesst. Da von hier aus ى

Fig. 1. die Lichtstärke der kürzeren Wellen stärker
abfällt als die der längeren, so müssen letztere in dem Farbengemisch dieser bei 
weitem hellsten Gegend des Beugungsbildes vorherrschen. Unmittelbar um den 
Lichtpunkt ist die Mischfarbe Orangegelb1) von sehr geringer Sättigung und 
grosser Lichtstärke, dann aber geht sie durch Orange bei noch immer erheb
licher Intensität, in gesättigtes Rot, endlich durch Purpur in lichtschwacliesViolett 
Uber, etwa dort wo die hellsten gelben Strahlen ihr erstes Intensitätsminimum 
erreichen, worauf bis zum Ende der ersten Farbenordnung mit geringer Licht
stärke noch Blau und Grün folgen. Die folgenden Farbenordnungen sind 1

1) Lommel. Berechnung von Mischfarben, Abhandl. der k. hayer. Akad. d. w., Bd, XVII, 1891. 
Wied- Ann., Bd. 43, 1891.
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jenigen einer Schirmebengruppe, welche gleichsam das Negativ von jenem ist, 
dadurch, dass im ersten Fall sowohl das direkte als das gebeugte Licht von 
den lichtdurchlassenden Stellen des Schir'mes abhängt, im zweiten Falle dagegen 
das direkte Licht von den hellen, das gebeugte Licht von den dunklen Stellen. 
In jenem Falle schliesst sich die Intensität des gebeugten Lichtes stetig an 
die des direkten an (Fig. 1), in diesem Falle aber findet ein solcher Anschluss 
nicht statt, sondern das Lichtgebirge zeigt einen schroffen sprungweisen Ueber- 
gang zu seinem Mittelgipfel.

Vermehrt man die Oeffnungen eines dunklen Schirmes, so gewinnt sowohl 
das direkte als das gebeugte Licht an Stärke proportional der Anzahl der 
Oeffnungen; vermehrt man aber die Schirmchen einer Schirmchen- 
grjippe, so wird das gebeugte Ijicht verstärkt, das direkte aber 
geschwächt.

5. Ist die Ijichtquelle eine leuchtende Fläche, so erscheint in der Bild
ebene das direkte Bild eines jeden ihrer Punkte an seinem Orte von dem 
Beugungsbilde umgeben, das von der Beschaffenheit des beugenden Schirmes 
bedingt ist. Da die Schwingungen der verschiedenen Punkte einer leuchtenden 
Oberfläche von einander unabhängig erfolgen (oder «inkohärent“ sind), so 
können sie nicht mit einander interferieren, sondern an .jeder Stelle des resul
tierenden Beugungsbildes summieren sich die daliin treffenden Intensitäten der 
Einzelbilder der unzälilig vielen Punkte der Lichtquelle.

Ist die Lichtfläclre weiss, so fügt sicli zu dem ungebeugten weissen Liclite 
des Bildes eines, .jeden ihrer Punkte das farbige gebeugte Liclrt der übrigen 
Punkte hinzu. Dabei sind die Nachbarpunkte, deren lichtstarke Aureolen Uber 
den betrachteten Bildpunkt übergreifen, bei weitem die wirksamsten. Da in 
dem Farbengemisch dieser Aureolen die längeren Wellen vorherrschen, so 
erscheint dieser Punkt niclit mehr weiss, sondern zeigt eine, wenn vielleicht 
auch nur unmerkhefie, rötliche Nüance.

Eine weisse Lichtfläche, durcli einen beugenden Schirm 
betrachtet, erscheint daher niclit mehr weiss, sondern in ihrer 
ganzen Ausdehnung herrschen die Farben grösserer Wellenlänge 
vor.إ) Selbst die Mitte der Lichtscheibe ist nicht mehr weiss, sondern schwach 
gerötet; nach dem Rande der Lichtfläche Irin nimmt die Rötung zu, und noch 
Uber den Rand hinaus erstreckt sich die rötliche Färbung, mindestens so weit, 
als die rötlichen Aureolen der Randpunkte reichen. Dann erst folgen die weit 
lichtschwächeren übrigen Farbenordnungen. 1

1) Dan analytischen Beweis dieses Satzes s. u. Abschn. III. 33, lind Abschn. IV. 47.



Dieser Satz gilt sowohl für eine einzelne Oeffnung, als auch für eine 
beliebige Anzahl willkürlich verteilter Oeffnungen oder Schirmche؛) und nanient- 
lieh a؛ch dann, wenn, die Oeffnungen oder Schirmcheo nicht vollkommen unter 

sich gleich sind, wenn sie nur Aureolen von nicht zu verschiedenen Durch- 

niessern hervorbringen. ٠
Die rötliclie Färbung ist freilich sehr schwach, d. h. von sehr geringer 

Sättigung; weil mit sehr viel Weiss gemischt. Sie ist gleic؛wo؛l wahrnehni; 
 der Sonne tos Wolke ; B. durch einen engen ٠ e weisse von؛är. Ei؛

Spalt od٥r durch irgend eine kleine Oeffnung betrachtet.) erscheint leise röt

lieh gefärbt. - , Schirm (Schirmchengruppe) folge, in. irgend einer

Entfernung ein ihm paralleler zweiter Schirm. Dann erleidet die .am ersten 
Schilm gebeugte Welle am zweiten nochmalige Beugung. D؛e von jedem ein
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1)" Lommel, Ueber die Interfereoa des gebeugten Liebte, "p.gg Ann., Eigänzungsbd. ٢ ' ; ٥٠  

.Wiener Sitztingsber., Bd. 72, 1S75 زقة



Platten bezeichneten Interferenzerscheinungen (wo unter „dicker Platte« der 
zwischen den beiden parallelen Schirmen enthaltene Zwischenraum zu verstehen 
ist) tragen aber erfahrungsgemäss nur diejenigen gebeugten Stralilen in merk
lichem Grade bei, welche durch je einmalige Beugung am ersten und am 
zweiten Scilirm unmittelbar aus direkt von der Lichtquelle her einfallenden 
Stralilen entstanden sind. Denn es lässt sich von jenen Erscheinungen er
schöpfende Rechenschaft geben, wenn man nur die an jedenr Schirm einmal 
gebeugten Strahlen in Betraclit zieht. Hieraus darf man schliessen, dass die 
Lichtstärke der wiederholt gebeugten Strahlen im Vergleich nrit derjenigen 
der nur einmal gebeugten Strahlen so gering ist, dass sie daneben ausser Acht 
gelassen werden kann.

- Dasselbe muss auch gelten, wenn, wie wir hier annehmen, die beiden 
Schirme ungleich (sozusagen unter sich inkohärent) sind; a-uch hier kommen 
für die Beugung am zweiten Scilirm nur die Strahlen in Betracht-, welche als 
direkte Strahlen durch den ersten Schirm hindurchgegangen sind, oder als 
Lichtquelle für den zweiten Scilirm brauclit nicht das ganze durch den ersten 
Schirm entworfene Beugungstiild, sondern nur das durch die Beugung am 
ersten Scilirm modifizierte Bild der Lichtquelle selbst berücksichtigt zu werden. 
Das hievon durch den zweit-en Schirm gelieferte Bild gilt ebenso als Licht
quelle für einen etwaigen dritten Scilirm, u. s. f.

8. Eine Aufeinanderfolge zalilreicher beugender Schirme ist nun in unserer 
Atmosphäre gegeben. In iliren unteren Schichten schwebt eine Menge kleiner 
Körperchen, mineralische und organisclie Stäubchen, ilie Kohlentheilchen des 
Rauches, feine Wassertröpfchen, welclie a٠n den Staubkernen aus dem Wasser
dampf sich niederschlagen, u. s. w. Die Körperchen brauchen, um beugend 
zu wirken, keineswegs vollkommen undurchsichtig zu sein; es genügt, dass 
sie weniger Ijiclit durchlassen, als an ihnen vorbeigellt. Wir dürfen fernei. 
annehmen, dass bei klarem Himmel in derselben Höhenschicht die in der Raum
einheit entlialtenen Teilchen merklich von gleicher Grösse und in gleicher 
Anzahl vorhanden sind, untl dass sie zwar regellos, aber doch derart gleich- 
mässig verteilt sind, dass ihre gegenseitigen kleinsten Abstände von einem 
Mittelwert nur wenig abweichen. Die regellose Verteilung wird schon dadurch 
bedingt,, dass die Körperchen im Allgemeinen stets in Bewegung sind (durcli 
Herabsinken infolge der Schwere, durch Luftströmungen) und daher ilire Grup
pierung von Augenblick zu Augenblick ändern. Nehmen wir ferner an, dass 
keine Dimension eines Teilchens vor seinen andern Dimensionen merklich vor
herrsche, so können wir die Körperchen als kleine Kugeln betracliten. Eiir 
solclres Kügelchen wirkt aber auf eine Lichtwelle in derselben Weise beugend.



n der Richtung dei' einfallenden Strahlen ln die Schirmebene ge-؛ wie seine 
worfene Projektion, also wie ein kreisförmiges Schirmchen von demselben 

٠١ ٠ ).Durchmesser (Lykopodiumringe
Durch das so beschaffene Mittel denken wir uns senkreclrt zur Richtung 

der einfallenden Strahlen (z. B. der Sonnenstrahlen) Ebenen gelegt, welche 
gleichweit und zwar um die mittlere Distanz zweier KörperteiRljen voneinander 
abstehen. Solche Teilchen, welche etwa zwischen zwei benachbarte Ebenen zu 

 liegen kämen, denken wir uns in der Richtung der einfallerden L؛chts؛ra؛le؛
nit ihren Mittelpunkten in die nächsthegende Ebene verschoben oder daselbst؛ 
durch ihre Projektionen ersetzt. Hiedurch wird an der Gesamtwirkung nichts 

jede so ؛rpercher؛er K؛ a wegen der regellosen Verteilung؛ da ل geändert 
rent) ist; und؛gibildete Schirmchengruppe von der andern verschieden (inkoh 

daher die Interferenz der an ihnen gebeugten Strahlen ausgeschlossen bleibt. 
9. Stellt die Sonne hoch Uber dem Horizont, so haben ihre Strahlen einen 

 verhältnismässig kurzen Weg vorzugsweise in den أ::;جلأهلأ:::لا ؛ملي؛بالاي:
 sihichten der Atmosphäre zu durchlaufen, und die Schirmchengruppen, welch؛

inan sinkrecht zu din Strahlen bilden kann, sind nicht zahlreich ge^ug und 
e Wirkung؛؛h؛mer ؛um ein ؛besetz ؛ch؛mit beugenden Schirmchen zu wenig d 

Steht aber die ؛.hervoizUbringen.' Die Sonnenscheibe ersclieint daher weis 
-Sonne dem HOrizont nahe, so durchlaufen ihre Strahlen in den unteren Schieb 

n wach-؛der Atmosphäre, welche mit beugenden Körperchen in nach unt ًذا 
Sonne ؛tiefer di ؛Sinder Menge erfüllt sind, einen um so längeren Weg, j 

me؛h؛Sinkt; um so grösser wird also die Anzahl der aufeinanderfolgenden s 
und iii Meng؛ ؛er ؛n j؛de؛r enthaltenen beugenden Jeilchen ;:اا؛؛ئ:تل

iber wirkt auf das durch ؛hn gehende L؛؛؛t m بال:جيج:تع8:;٢ع7لئث:؛س
wii dei vorhergehende, d. h. jeder scliwächt noclrmals in demse^en Verh^tnis 

 die Farben küi;z؛١veilen gegenüber rer ؛en Farben längerer :;للجهً:ا;٠ !لأجله
 Schwächung erfolgt also, wie man leicht erkennt, nach dem bekamr؛en -د
 Sorptionsgesetz. Wie unmerklich bei ؛irrer!؛ einzigen.Schirm; die rötliche !ج

eht. in .0 ge:؛:؛؛! ؛: rnag; so kann sie, wie ؛bung der Lichtscheibe auch sei 
Hrnzutretens weiterer Schirme, d. h. beim Durchgang der Stralilen durch den 

' unzähligen Stäubchen erfüllten Luftraum, vom blassen Orange bis zum

ung .findet jedoclr nur bei Lichtflächen statt; das .Bild, eines؛Sö تببهج£جلأ

einzelnen weissin Lichtpunktes bleibt immer weiss. Wahrend die.Scheiben 
der Sonne und des Moides am Horizont orangerot leuchten,, erscheint em 
welssel Fixstern auch bei tiefstem Stande weiss. Entfernte weisse oder hell- 
farbigi Flächen, wie die Felswände, Gletscher und Firnfelder der Alpen, dem

.Abh. d. II. Cl. d. k. Ak. d. Wiss. XIX. Kd. II. Abth
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Horizont nabe Wolken, zeigen, von der am gegenüberliegenden Horizont auf
oder untergebenden Sonne beleuchtet, oft eine tiefrote Färbung, während eine 
in der Nahe befindliche weisse Mauer nur orangerot gefärbt erscheint. Das 
von jenen entfernten Gegenständen diffus reflektierte bereits gerötete Liclit 
muss nämlich bis zu unserem Auge nochmals die beträchtliche dazwisclien 
liegende fjuftschicht durc'hsetzen, und erfährt nochmals die beugende Wirkung 
der darin schwebenden Körperchen (Alpenglühen).

10. Das Bild der Lichtsclieibe erscheint am Bande scharf begrenzt. Die 
Lichtstärke geht hier nicht stetig, sondern in jähem Absturz zu der weit 
schwächeren der umkränzenden Farbenringe über. Am hellsten ist hier noch 
der rötliche Sc'hein, der das Bild der Lichtscheibe unmittelbar umschliesst. 
Dann folgt eine lichtscliwaclie blasse Zone, in welclier die kurzwelligen Strahlen 
wieder mehr zur Geltung kommen; sie ist umgeben von einem wieder Irelleren 
und lebhafter gefärbten roten Bing, dem ersten Maximum der roten Strahlen 
entsprechend, auf welchen, von ihm getrennt durch eine fahle Zone, ein zweiter 
lichtschwächerer roter Bing, das zweite Maximum des Bot, folgt u. s. f. Die 
Erscheinung ist, abgesehen von den Dimensionen, mit den Fraunhoferschen 
Bingen (z. B. Lykopodiumringen) vergleichbar, wenn man in dem einfallenden 
Licht die Strahlen kürzerer Wellen (etwa durch gelbes Glas) 'mehr und mehr 
abfiltriert denkt.

Das atmosphärische Beugungsphänomen lässt sich jedoch niclit in so un
abänderliche Begeln fassen, wie die eben genannte Beugungserscheinung. Es 
ändert sich von Tag zu Tag nach der jeweiligen Bescliaffenheit der Atiuosphäre, 
es ändert sich auch bei jedem Auf- oder Untergang von Minute zu Minute. 
Solange (lie Sonne noch hoher steht, ist das gebeugte Licht mit Ausnahme 
des die Sonne zunächst umgebenden hellen gelblich weissen Scheines neben 
dem blendenden Glanze des Gestirnes uirter gewöhnlichen Umständen (s. u. 12) 
kaum wahrzunehmen, und auclr jener Schein deutlich nur dann, wenn man 
das Auge vor den direkten Strahlen der Sonne schützt. Wenn die Sonne tiefer 
sinkt, wird das Gelb der Aureole immer gesättigter und geht in Orange Uber. 
Darüber erscheint eine ilunklere gelbliche bis grünliche Zone. Erst naclr 
Untergang der Sonne erscheint das erste rote Maximum, das durch von Be- 
zold*) entdeckte und von ihm benannte erste Purpurlicht.

Diese Phasen der Erscheinung treten hiernach nicht gleichzeitig auf, son
dern sie entwickeln sich nach einander bei allmählich sinkender Sonne. 
Indem nämlich die Sonne tiefer sinkt, müssen ihre Strahlen einen immer 1

1) von Bezold, Beobarfitungen über die Dämmerung, Pogg. Ami., Bd. 123, 186،.



längeren Weg in den unteren Schichten der Atmosphäre zurücklegen, die 
zugleich nach unten hin immer dichter mit beugenden Körperchen erfüllt 
ist. Iliebei wird das direkte Liclit, also der Glanz der Sonnenscheibe selbst, 
geschwächt) das gebeugte Liclit aber verstärkt (s. oben 4), und die Zonen des 
gebeugten Lichts werden nach Untergang der Sonne der Reihe nach wahr- 
imhmbar, nicht blos weil die direkten Strahlen durcli den Erdball abgeblendet 
sind, sondern auch weil ihre Lichtstärke absolut zuninnnt. Hie an und für 
Sich schwächeren entfernteren Ringe treten erst später sichtbar hervor, weil 

sie einer grösseren Verstärkung bedürfen, um die Grenze der Wahrnehmbar
keit zu überschreiten. Da hiebei auch die Rötung fortwährend zunimmt, 
müssen die roten Maxima sich am stärksten entwickeln, und zwar tritt niclit 
------ das erste rote Maximum als erstes Purpurliclit in die Erscheinung, son
dern später unter günstigen Umständen auch das zweite rote Maximum, das 
zweite Purpurliclit (von Bezold).

Nicht nUr die Dichte der beugenden Körperclien, d. i. ihre Anzalil pro 
Kubikeinheit, nimmt nach unten liin zu, sondern auch ihre durchschnittliche 
Grösse, da ja tlie grösseren Körperclien bei ihrem Herabsinken infolge der 
Schwere einen verhältnismässig kleineren Luftwiderstand erleiden und sncln 
daher in den niedrigeren Schicliten in relativ grösserer Zahl, anhäufen. Audi 
durch diesen Umstand wird eine allmähliche Aenderung der Erscheinung her
beigeführt. Je grösser der Durchmesser der beugenden Körperchen, desto 
kleiner wird der Durchmesser der Beugungsringe. Je tiefer demnach die Sonne 
sinkt, desto Heiner wird der Radius des Bogens, der das Purpui'licht. nacln 
oben hin begrenzt; infolge dessen scheint das Purpurlicht rascher hinabzusinken 
als die Sonne selbst.

Die gebeugten Strahlen sind in dem mit beugenden Körperteilchen ei
füllten Luftrauln objektiv vorhanden, ebensogut wie die direkten Strahlen; 
sie beleuchten die Körperclien mit ihrem farbigen Licht, das von ihnen diffus 
zurückgeworfen wird, ebenso wie das weisse Licht der hochstellenden Sonne 
die Atmosphäre beleuchtet. Die im Purpurliclit öfter wahrgenommenen.bläu- 
liehen Dälnmerungsstrahlen sind augenscheinlich nichts anderes als die 
Schlagschatten von tiefstehenden oder unter dem Horizont befindlichen Wolken, 
welche den gebeugten Strahlen in den Weg treten und die rosige Beleuchtung 
der dahinter liegenden Teilchen hindert. Jeder der zalillosen beugenden 
Schirme, welche wir senkrecht zu den direkten Strahlen angenommen haben, 
ist zugleicli ein transparenter Auffangscilirm, auf welcliem sicli das durcli die 
vorhergehenden Schirme erzeugte Beugungsbild gleichsam abmalt؛ und so nicht 
nur für die folgenden Schirme, sondern auch für die Wolken und die irtlisclien

g ' 60*



Gegenstände zur Lichtquelle wird, welche dieselben mit diffusem Liclite be
leuchtet. Man kann diese räumliche Entwickelung eines Beugungsbildes nach
ahmen, wenn ,man das durch eine mit Bärlappsamen bestreute Glasplatte 
gebeugte Licht durcli eine Kufe mit Spiegelglaswänden gehen lässt, die ge- 
triibtes (etwa durch einige Tropfen alkoholischer Mastixlösung) Wasser entliält. 
Auch die „Dämmerungsstrahlen" lassen sich darstellen, wenn man dunkle 
Körper auf den Weg der gebeugten Strahlen bringt.

11. Während diese Vorgänge am Westhimmel sich abspielen, beobachtet 
man auf den Felswänden und schneebedeckten Gipfeln einer gegenüberliegenden 
Gebirgskette in derselben Reilienfolge ihren Mhderschein. Nachdem die gerötete 
Sonnenscheibe nebst ihrer rötliclien Aureole, welche zu dem primären Alpen- 
glulien Anlass gaben, unter den Horizont hinabgetaucht ist, entwickelt sicli 
am Westliimmel die dunklere Zone, innerhalb welcher die brechbareren Farben 
die Oberhand gewinnen; von diesem Licht beleuchtet erscheinen die Berge 
grau und fahl, mit einem Sticli in Grünlichgelb — die Leichenfarbe (teinte 
cadavCreuse). Hierauf entwickelt sich das erste Purpurlicht und ubergiesst 
die Gipfel von neuem mit rötlichem Schein — das bekannte Nachglühen 
(resurrection, recoloration). „Das Nachglühen tritt immer gleiclizeitig mit 
dem ersten Purpurlicht auf und ist nur durcli dasselbe liervorgebracht“ (von 
Bezold a. a. 0.). Indem aucli das erste Purpurlicht hinabsinkt, verklingt 
allmählich die rötliche Ffirbung und die Berge umhüllen sich mit, einem asch
grauen Ton, entsprechend der folgenden dunklen Zone. Hiemit ist das Farlien- 
spiel in der Regel beendet, denn die folgenden Phasen der Erscheinung am 
Westhimmel sind gewöhnlich zu lichtschwach, um noch einen merklichen Wider
schein hervorzurufen. Doch hat von Bezold manchmal ein zweites freilich 
selir schwaches - Nachglühen beobachtet, welches dem zweiten Purpurlicht ent
spricht. — Bei Sonnenaufgang treten selbstverständlich dieselben Erscheinungen 
auf, nur in umgekelirter Reihenfolge.

12. Unter aussergewöhnlichen Umständen wird das erste rote Maximum, 
welcliem das erste pirrpurlicht entspricht, aucli bei hochstehender Sonne 
als Bishopscher Ring gesehen, nämlich wenn auch die holleren Schichten 
der Atmosphäre mit beugenden Körperchen erfüllt sind. Solche Umstände 
traten Ζ.Β. ein in den Jahren 1883 bis 1886, wo die Atmosphäre bis in 
grosse Höhen hinauf nebelig getrübt erschien, und zwar, wie man Grund liat 
anzunehmen, infolge eines heftigen Ausbruchs des Vulkans der Insel Krakatau 
in. der Sundastrasse, welcher feinen vulkanischen Staub bis in die höchsten 
Regionen der Atmosphäre schleuderte, der sich dann, durcli Luftströmungen 
fortgeführt, nach ٦Vesten und Nordwesten hin fast rings um die Erde ver



breitete. Wahrend dieser Periode „atmosphärisch-optischer Störung“ gewannen 
nicht nur die Erscheinungen der Morgen- und Abenddämmerung eine unge- 
wohnliche Pracht und Stärke, so dass sogar das zweite Purpurlicht mit hohem 
Glanze strahlte, sonrlern selbst um Mittag erschien die Sonne von dem oben 
genannten (Bishopschen) Beugungsring umgeben.

13. hie abnormen Färbungen der Sonnenscheibe (blaue und grtine 
Sonne), welche zuweilen unter- aussergewOhnlichen Umständen (z. B. währenfl 
der oben erwähnten Periode atmosphärisch-optischer Störung) beobaclitet 
werden, lassen sicli vielleicht durch folgende Ueberlegung erklären. Betrachtet 
man durch eine behauchte Glasplatte, auf der sich aus dem Hauche zahlreiche 
kleine Wassertröpfchen niedergeschlagen haben, einen weissen Lichtpunkt, so 
erscheint derselbe zunächst von einem völlig dunklen haum umgeben, der von 
einem glänzenden Farbenring umsclilossen wird, dessen Farben, violett innen, 
rot aussen, in der Reihenfolge des Spektrums angeordnet sind. Wenn sich 
die Behauchung durch Verdunsten allmählich verliert, so verblassen die Farben, 
ändern aber dabei ihren Abstand vom Mittelpunkt nicht, sondern jede Farbe 
verschwindet an ihrer stelle. Daraus geht hervor, dass diese .Farbenringe 
nicht wie die Fraunhoferschen Ringe von der Grösse fler beugenden Körper
chen, sondern von deren -gegenseitiger Gruppierung abhängig sind; beim Ver
dunsten nämlich bleibt jedes Tröpfchen, indem es nach und nacli kleiner wird, 
an seinem Ort, wie man unter dem Mikroskop leicht beobachten kann. Do nie ) 
hat diese vergängliche Erscheinung dadurch dauernd nachgeahmt, dass er 
Glasplatten durch Salmiakdämpfe besclilagen liess, wodurch sich auf den Platteir 
ein ^usserst zartei' weisslichgrauer Niederschlag bildete. Solche Platt-en zeigen, 
wenn man eine punktförmige Lichtquelle durch sie betrachtet, schöne und 
regelmässige farbige Höfe, welche in jeder Beziehung mit der Ringerscheinung 
behauchter Platten übereinstimmen. Eine derartige Platte zeigt, unter dem 
Mikroskop betrachtet, eine grosse Anzahl wie Federbärte aussehender Krystall- 
anhäufungen in unregelmässiger Verteilung. Diese Federclien nun bilden Gitter 
mit gleichgrossen Zwischenräumen, deren jefles senkrecht zu den Gitterstäben 

.zu beiden Seiten' des Lichtpunktes Beugungsspektren erzeugen muss. Da nun 
auf kleinem Raume sehr viele solche kleine Gitter in allen möglichen Orien- 
tier-ungen verteilt sind, so müssen Beugungsspektren nacli allen Richtungen 
hin entstehen, von welchen tlie ersten und lichtstarksten Spektren sicli zu 
einem glänzenden Ring, zu einem kreisförmigen Gitterspektrum, zusammen- 1

1) w. Doule, Uebei- Fraunhofersche Ringe und die Fai'benerscheinungen bebauchtei Hatten 

Wied. Ann., Bd. 34, 1888.



 das durch einen dunklen Zwischenraum von dem weissen Bilde des , 'ب
Lichtpunkts getrennt ist, und an seinem inneren Rande violett, am äusseren 
Rande rot gefärbt erscheint. Auch bei einer gleichmassig behauchten Platte 
entspricht die Anordnung der beugenden Teilchen einer Anhäufung von nach 
allen Richtungen orientierten Gittern, weil die Abstände der Wassertröpfchen 
von einander überall nahezu gleich sind und während der Verdunstung aucli 
gleich bleiben.

Betrachtet man durc٠h eine solche Platte eine Lichtfläche, so erzeugt jeder 
Lichtpunkt der Fläche seine eigenen Farbenringe. Ist das Verhältnis der Durch
messer der. Ringe zu demjenigen der Lichtfiäche derart, dass die farbigen 
Aureolen noch zum Teil auf die Lichtfläche übergreifen, so werden sich in 
jedem ilirer Punkte, wo dies geschieht, unzählig viele Aureolen übereinander 
lagern, ihr farliiges Liclit dem direkten weissen Lichte der Lichtquelle liinzu- 
fügen und den Punkt gefärbt .erscheinen lassen. Ein solclies Uebergreifen 
findet nocli statt, solange der Halbmesser des dunklen Raumes u١n jeden Licht
punkt kleiner ist als der Durchmesser der Lichtscheibe.

Betrachten wir beispielsweise die Sonne als Lichtquelle, und nehmen wir 
an, die Gitterkonstante, d. i. die Entfernung zweier benachbarter Gitterstäbchen, 
lietrage etwas nielir als 0,1 liim, so würde der vom Mittelpunkt der Sonnen- 
sclieibe erzeugte Farlienring mit. seinem grünen Teil gerade auf den Sonnen
rand, mit Blau und Violett innerhalb, mit Rot und Gelb aber ausserhalb fallen. 
Dann kann aber nacli dem Mittelpunkt der Scheitle nur grünes, blaues und 
violettes gebeugtes Licht gelangen, nicht aber gelbes und rotes; der Mittel
punkt erscheint daher bläulichgrün gefärbt. Nach einem Punkte des Randes 
der Sclieibe gelangen zwar alle Farben des Gitterspektrums, jedocli die von 
kürzerer Wellenlänge in vorwiegender Menge, und noch melir gilt dies von 
Punkten der Scheibe, die zwisclien Mitte und Rand liegen, und zwar um so 
mehr, je nälier der Mitte. Die Sonnenscheibe müsste also unter den voraus
gesetzten Umständen in ilirer ganzen Ausdehnung farbig erscheinen in Farben
tönen, in welchen die kürzeren Wellen um so melir vorherrschen, je melir 
man sich der Mitte näliert.

Es fragt sich nun, ob Bedingungen ähnlicli den soeben angenommenen 
in unserer Atniospliäre eintreten können. Die feingefiederten Eisnadeln, aus 
welchen die hochschwebenden Federwolken bestellen und die man als Stralilen 
der Sclmeesternclien leicht lieobachten kann, gleichen den oben erwälmten Sal- 
miakkryställchen und müssen wie diese gitterähnlich wirken. Salmiak gehört 
zu den vulkanischen Produkten؛ es können dalier selir wohl solche federartige 
Erystallchen in dem vulkanischen Staub, dem man jene atmosphärisch-optische



Störung zuschreibt, vorhanden gewesen sein. Auch die feinen Wassertröpfchen 
eines sehr gleichmässigen homogenen Nebels, dessen Teilchen gleiclie Abstände 
unter sich bewahren, obwohl die einzelnen Tröpfchen an Grösse ungleich sind 
und teils durch Verdunstung ab- teils tlurch Kondensation zunelimen, können 
ähnlicli wie die Tröpfchen einer behauchten Glasplatte wirken. Man begreift 
also, dass unter gewissen selten eintretenden Umständen auch eine blaue oder 
grüne Sonne gesehen werden kann, besonders, wenn man bedenkt, dass die 
Strahlen niclit nur eine einzige Schirmchengruppe, welche fiir sich vielleicht 
nur eine unmerkliche Färbung hervorbringen würde, zu durchlaufen haben, 
sondern eine grosse Anzahl von Schirmchengruppen hinter einander, wobei, 
wie oben gezeigt wurde, das direkte Licht geschwächt, das gebeugte farbige 
Licht aber verstärkt und die Sättigung der Farbe erhöht wird.

14. Angeregt durch die glänzenden Farbenerscheinungen während der 
bereits mehrfach erwähnten Periode atmosphärisch - optischer Störung hat 
j. Kiesslingi) 1884 Versuclre angestellt Uber Beugung des Lichts in Staub 
und Nebel, welchen er in seinem „Nebelglühapparat" künstlich erzeugte. Diese 
interessanten Versuche sind in seinenr trefflichen Werke „Untersuchungen Uber 
Dämmerungserscheinungen “ 2) eingelrend beschrieben. Einige seiner Haupt
ergebnisse hat Kiessling in folgenden Worten zusammengefasst:

„Eine azurblaue Färbung der Sonne kann sowohl durch femverteilte feste 
Stoffe von rauchartiger Beschaffenheit als auch durch ٦Vasserdampf hervor
gerufen werden."؟؛)

„Beim Durchgang von zerstreutem Licht durcli geschicliteten Rauch ent
stehen Farben, welche niclit allein auf Absorption zurückgeführt werden können, 
sondern wahi'scheinlich zum grössten Teil auf hichtbeugung beruhen.

„Beugungserscheinungen mit glänzenden Farben, namentlich farbige Ringe 
von erheblicher Breite, lassen sich nur durch homogene Wassernebel hersteilen. 
Die Reinheit und stärke der Beugungsfarben ist ausschliesslich von der Ueber- 
einstimmung in der Grösse der lichtbeugenden stoffteilclien abhängig.

„Eine mit dem Bisliopschen Ring übereinstimmende Beugungsersclieinung 
lässt sich sowohl durch teste Sublimationsniederschläge als durch künstlich 

erzeugten feucliten Nebel darstellen.“ 1

1) j. Kiessling, Die Dämmerungserscheinungen im Jahre 1883 und ihre lihysilialisohe Erklärung.

' ' 2) j. Kressling, Untersuchungen aber Dämmerungserscheinungen zur Erklärung der nach dem

------ beobachteten atmosphärisch-optischen Störung. Hamb. u. Leipz. 1888.
3) Die blaue Färbung der Sonne wurde insbesondere auch erhalten beim Durchgang des Sonnen

lichts durch einen grossen Glaskolben, in welchem durch Zusammentreffen von Salzsäuredämpfen mit 

Ammoniak Salmiaknebel entstanden war.



Später hat BatteH) sowohl die Beobachtungen von Bezolds Uber die 
Dämmerung als auch die Versuche Kiesslings in grösserem Massstabe wieder- 
liolt. und bestätigt; er gelangt auf Grund seiner Ergebnisse wie Kiessling zu 
der Ansicht, dass die Dämmerungsfarben im ١vesentlichen auf Beugung beruhen.

15. Andere Theorien suclren in erster Ijinie das Blau des Himmels zu 
erklären, und betrachten sodann, das Abendrot als die liiezu komplementäre 
Farbe. Clausius2) nimmt an, dass die auch bei klarem Himmel in der 
huft schwebenden Nebelkörperchen Wasserbläschen seien, deren Häutchen durch 
Interferenz Farben dünner Blättchen hervorbringen, und zwar im reflektierten 
Licht das Blau erster Ordnung als Himmelblau, im durchgelassenen Licht das 
komplementäre Orange als Abendrot. Die Existenz von Nebelbläschen ist je- 
docli keineswegs erwiesen und sogar unwahrscheinlich, da alle Versuche dafür 
sprechen, dass bei der Kondensation des Wasserdampfes stets massive Tröpf
chen entstehen.

Die Theorie von Brücke اج gründet sich auf tlie Fresnelschen Gesetze 
der ZurUckwerfung und Brechung des Lichts, wonaclr in den zurückgeworfenen 
Strahlen die brechbareren Farben, in den durchgelassenen die weniger brech
baren vorlierrschen müssen. Es würtlen demnach die in der Luft schwebenden 
Dunstkörperchen dem an ihnen wiederholt reflektierten Licht eine blaue, dem 
durchgelassenen eine gelbe bis rote Färbung verleihen. Diese Theorie gibt 
.jedoch von den Polarisationsverhältnissen des blauen Himmelslichtes keine voll
ständig befriedigende Rechenschaft.

Dagegen gibt die Tlieorie von Lord Rayleigh* *) sowohl von dem Himmels
blau als von der atmosphärischen Polarisation eine zufriedenstellende Erklärung. 
Sie gründet sicli auf die Beugung des Lichts an feinen Körperteilchen, deren 
Dimensionen kleiner sind als die kleinsten Lichtwellen. Für so kleine Körper
chen gelten (lie gewöhnlichen Gesetze der Beugung, welche wir oben für 
beträchtlich grössere Körperchen anzuwenden hatten, nicht mehr, sondern aus 
der Anwendung des Huygensschen Prinzips auf diesen Fall ergibt sich, dass 
das einfallende Licht an den Teilchen zurückgestrahlt wird mit einer Inten
sität, welche der vierten Potenz der Wellenlänge umgekehrt proportional ist. 
Da hienach in diesem difl'undierten Licht die Strahlen kürzerer Wellenlänge 
überwiegen, so erklärt sich das Blau des Himmels, und zwar stimmt die

j) Battelli, Sul crepuscolo. Nuovo Cimento, Serie III, Bd. 2І.І, 1S91-
2) Clausius, in Grimert, Beiträge zur meteorologiselien Optik. I. Teil, 4. Heft, 1850.
3) Brücke, Uebei- die Barben, welche trübe Medien zeigen, Pogg. Ann., Bd. 88, 1852.
*) ,T. w. strutt (Lord Rayleigh), On tiie light froni tlie sky, its polarization and colour. 

Philos. Mag. [IV], Bd. 41. 1811.



spektrophotometrische Messung seiner Zusammensetzung mit der aus der Theo
rie berecbneten gu't überein. Das durcb einen mit. solchen Körperchen erfüllten 
Kaum durchstrahlende Licht erleidet sonach auf seinem Wege eine stärkere 
Einbusse an brechbareren Stralilen als an- weniger brechbaren, und erscheint, 
deshalb an letzteren verhältnismässig reicher, d. h. es zeigt eine gelblichröt- 
liehe Färbung, deren Sättigung lieim Durchgang durcli immer dickere Schicli- 
ten des getrübten Mittels nach dem Absorptionsgesetz erhöht wird. Die Ray- 
leighsche Theorie vermag jedocli von der Mannigfaltigkeit der Dämmerungs
farben, von ihrem periodischen Verhalten (Purpurlicht u. s. w.), von dem Bish- 
opsclien Ring etc. keine Rechenschaft zu geben, wie die oben skizzierte Theorie 
es thut. Beide Theorien stehen sich aber keineswegs entgegen, sondern er- 
ganzen sicli gegenseitig. Während jene nur die Wirkung von (hypothetischen) 
Körperteilchen berücksichtigt, deren Dimensionen hinter der kleinsten Wellen-' 
länge Zurückbleiben, nimn.it diese vorzugsweise auf die unzweifelliaft vorhan
denen grösseren Staubteilchen Rücksicht, welche noch regelmässige Beugungs
erscheinungen hervorbringen. Auf jene äusserst kleine Teilchen dürfte das 
Himmelblau und vielleicht die schwache rötliche Färbung zurückzuführen sein, 
die man auch unter Tags in der Nahe des Horizonts bemerkt, und welche 
abgesellen von viel beigemisclitem weissen Licht zum Himmelsblau komplemen- 
t٠är sein mag; auf diese grösseren Stäubclien aber die prachtvollen vorwiegend 
roten Farbentöne des Morgen- und Abendliimmels, die sclion wegen ihrer 
Mannigfaltigkeit und Verschiedenheit zu dem einförmigen Blau des Himmels 
unmöglich komplementär sein können.

II.

16. Eine von einem unenrllich fernen Lichtpunkt kommende Schaar 
paralleler ebener Lichtwellen treffe auf einen von beliebigen Oeffnungen durch
brochenen, sonst undurchsichtigen, beugenden Schirm; die Ebene des Schirms 
werde zur xy-Ebene eines rechtwinkligen Koordinatensystems gewählt, flessen 
positive Я-Ахѳ gegen den Beobachter gerichtet ist. Herrscht in der durch 
den Koordinatenanfang gelegt gedachten einfallenden Wellenebene zur Zeit t 
die Phase yFi (wo λ die Wellenlänge, F die Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
bedeutet), un٠d sind l, m, n die Cosinus .der Winkel, welche die Wellennormale 
mit den Axen der X, y, z bildet, so besitzt der Punkt (x, y) der Schirmebene, 
welcher von der einfallenden Wellenebene um Ix Je VI y absteht, die Phase

-γ (Vt— Ix — m١٠V

Abh. d. II. CI. d. k. Ak. d. Wisg. XIX. Bd. II. Abtb. 61



Dem Huygensschen Prinzip zufolge sendet jeder Punkt {<£■, y) nach allen Rieh- 
tungen hinter dem Schirm Elementarstrahlen aus. Die von den verschiedenen 
Punkten des Schirmes in gleicher Richtung ausgehenden Elementarstrahlen 
fassen wir zu einem parallelen gebeugten Strahlenbündel zusammen, zu wel- 
cliem jede zu dieser Richtung senkrechte Ebene als gebeugte Wellenebene 
gelibrt. Ist f der Abstanrl einer solchen Ebene vom Anfangspunkt der Ko
ordinaten, und sind a, b, c die Richtungscosinus ihrer Normalen, so hat der 
vom Punkte (p, y) des Schirmes in der Richtung (ö, ٤٠, c) ausgehende Strahl 
bis zu dieser Ebene den Weg if—{ax-\-by) zurückzulegen, und langt daher 
mit der Phase

—■ (vt — fJr (Й — l)x ب )٤٠  — m)y)

daselbst an. Alle um dieselbe Entfernung f vom Anfangspunkt abstehenden 
Wellenebenen umhiillen eine Halbkugel vom Radius welclie als Bildfläche 
der Beugungserscheinung angesehen werden kann. Denn eine (aplanatische) 
Sammellinse von der Brennweite f würfle alle ZUI- Richtung (σ, ٤٠, c) parallelen 
Elementarstrahlen in dem Berührungspunkt der zugehörigen Wellenebene mit 
dieser Halbkugel zusammenfassen, olme an den Gangunterschieden etwas zu 
ändern. Die Verschiebung, welche der von {x, y) ausgehende Elementarstrahl 
(а, Ъ, c) in diesem Punkte hervorbringt, wird erhalten, wenn man den Sinus 
jener Phase multipliziert mit der Amplitude des Strahls. Bezeichnen wir mit 
A die Amplitude pro Flächeneinlieit tler einfallenden Welle, so ist nAdxdy 
die Ajriplitude des unendlich dünnen Stralilenbündels, welches unter dem Ein
fallswinkel, dessen Cosinus = n ist, auf das Flächenelement dx ely des Schirmes 
fällt. Die Verschiebung im Bildpuirkte ία, ъ, c) ergibt sich alsdann als Summe 
aller daselbst zusammenwirkenden elementaren Versciliebungen, wenn man das 
Doppelintegral

I) nijj sin خ- (vt —f ~\- («. — l)x ب )٤٠  — m)y) dy dx

Uber alle jene Punkte des Schirmes ausdelrnt, welche dem Liclite den Durch
gang verstatten. Da dieser Ausdruck, welcher den Bewegungszustand im Punkte 
((!, ٥, c) der Bildfläche darstellt, die GrOsse c niclrt enthält, sondern blos von 
den Koordinaten « und ٤٠ der Projektion des Bildpunktes auf die Schirmebene 
abhängt, so braucht sich die weitere Untersuchung nur auf diese Projektion 
zu erstrecken, von welclier man .jederzeit auf die halbkugelige Bildfläche 
wieder zurückgehen kann.

17. Kennt man die Erscheinung für irgend eine Riclitung (٤, m, n) der 
direkt einfallenden Stralilen, so kennt- та-η sie auch für jetle andere Strahlen



richtung. Steben z. B. die einfallenden Strahlen senkrecht zum Schirm (0 = ة, 
m = 0, n == 1), so geht das vorstehende Integral über in 

ij fsin ■f (Vt — f ب αχ ب Ъу) dy dx ; 

denkt man sich jetzt in dem obigen allgemeineren Integral die Grössen а, b 
resp. durch a, }>' ersetzt, und nimmt

a—Ilfl, h'- m, = h,

so unterscheidet es sicli von dem vorstehenden Integral nur durch den kon
stanten Faktor n (Cosinus des Einfallswinkels). Um also aus der bei senkrecht 
einfallendem Licht stattfindenden Beugungserscheinung diejenige bei scliiefer 
Incidenz abzuleiten, braucht man nur die für erstere entworfene Projektion 
!)arallel mit sich selbst zu verschieben, bis der früliere Anfangspunkt, in wel
chem sicli in jenem Fall die direkten Strahlen sammelten, mit der Projektion 
ًوا)  m) des jetzt vom direkten Licht getroffenen Bildpunktes zusammenfällt; 
abgesehen von dem Faktor n erfahrt dabei die Projektion des Bildes nicht, 
die mindeste Aenderung, während das halbkugelige Bild sellist eine um so 
grössere Verzerrung erleidet, je weiter die Verschiebung geht.

18. Wir führen .'jetzt zur Abkürzung die Bezeichnungen

2;-(Fi — f) = p, {а — l) — q, Ц- (b — m) == r 

ein, so dass der Ausdruck für die Exkursion, wenn der Faktor nA einstweilen 
weggelassen wird, die Gestalt

II) i Jsin (p i qxry) dy dx

annimmt. Wird liier der Teil p der Phase, welclier die Zeit t in sich schliesst, 
von dem übrigen Teil, welcher die Iioordinaten enthält, getrennt, so ergibt sich 

sinp م f cos(qX + ry) dy dx ب cosp Г f؛sin(ga? ب ry) dy dx 

== Csinp ١ s cosp,
wo zur Abkürzung

f [cos (qx ؛ ry) dy dx = G und f ؛ sm(qx ا ry) dydxmS 

gesetzt wui’de. Macht man nun
c == ΆΤ cos s == I sin Cf:

)φ 8 ؛ cosp = I sin (p ا c sinp
so wird



wo die Gleichungen ٠
tgipm هل ا = ،7لةبل

zur Bestimmung des Phasenunterschiedes (p und der Amplitude M des resul
tierenden Strahles dienen. Der Ausdruct M'2 giht, abgesehen von dem noch 
beizufügenden Faktor n2A2, die Lichtstärke im Punkte a, & des projizierten 
Beugungsbildes an.

19. Wir denken uns jetzt das Integral (II) für eine beliebige in einem 
undurchsichtigen Schirm angebrachte Oeffnung geltend, und vergleichen damit 
den Ausdruck, der sicli für ein undurchsichtiges mit jener Oeffnung kongruentes 
Schirmchen ergib.t, welclies der einfallenden ausgedehnten Welle in den Weg 
tritt. Man muss in diesem Falle von der Exkursion, welche im Bildpunkt 
durcli die Gesamtwelle hervorgebraclit würde, die Wirkung desjenigen Teiles 
abziehen, welcher von dem dunklen Schirmchen verdeckt wird. Man erhält so:

ب/ب »+

/ ^sin(p ب qx -؛- ry) dydx _-^sin(p ؛- qx ا- ry) dy dx,
—a — p

falls man die einfallende Lichtwelle durch einen im Verhältnis zu den Dirnen- 
sionen des kleinen Schirmchens sehr grossen rechteckigen Ausschnitt von der 
Breite 2 a und der Höhe 2ß begrenzt' annimmt. Die Grenzen des zweiten 
Doppelintegrals sind die nämliclien wie oben bei der kleinen Oeffnung. Bringt 
man das erste Doppelintegral auf die Form 0 sinp ا s cos^, so zielit es sich, 
da in diesem Falle 5:0 ist, auf c sin^ zurück. Dabei ist

لي+»ب ٠ .
ا ا  G :[ jcosiqx -\-ry)dyd%: . fl’

wo 4«^ den Flächeninhalt der ganzen' einfallenden Lichtwelle darstellt.
Sind nun « und ß, wie vorausgesetzt, äusserst gross im Verhältnis zur 

Wellenlänge λ, so werden die Faktoren
sin ag d sm pr — q und βί~

verschwindend klein, ausser wenn gleiclizeitig ،z = 0 und r === 0, d. h. a m l 
und ъ m m ist, in welchem Falle beide Faktoren d؛n Wert 1 annehmen. 
Wenn q und r nicht gleichzeitig Null sind, verschwindet das erste Doppel
integral, und man behält für die Exkursion im Bildpunkte (a, b) nur nocli 
den Ausdruck .

٠ا  ^sin(p ب qx ب ry) dy dx.



Die Lichtbewegung also, welche ein dunkles Schirmchen in einem Punkte des 
Beugungsbildes hervorruft, unterscheidet sich von der durch eine kongruente 
Oeffnung daselbst erzeugten nur durch das entgegengesetzte Vorzeichen, d. І- 
durch einen Gangunterschied von einer halben Wellenlänge. Da die Liclit- 
stärke durch das Quadrat der Amplitude dargestellt wird, so verschwindet bei 
ilirer Berechnung der Zeichenunterschied. Die Lichterscheinung also, welche 
durch ein undurchsichtiges Schirmc.lien hervorgebracht wird, ist gleich der
jenigen, welche von einer kongruenten Oeffnung herrührt, mit alleiniger Aus
nahme fies Punktes, in welchem die direliten Strahlen sich sammeln (Babinets 
Prinzip, vgl. oben 4.). Dieser Punkt nämlich, für welchen q = r— 0 
l, ъ == m) ist, besitzt zur Zeit i die Exkursion ت 0

(4cc/3 — ffdy dx) sinp;

seine Amplitude, welclie durch den eingeklammerten Faktor vorgestellt wird, 
ist hienach gleich der Amplitude der ganzen Welle vermindert um die Ajn- 
plitude desjenigen Teils, welcher von dem dunklen Schirmchen aufgehalten 
wird. In beiden Fallen also, für das undurclisichtige Schirmchen und für die 
Oeffnung, ist die Amplitude des direkt beleuchteten Punktes gleich der Summe 
der Amplituden aller durchgelassenen Strahlen, nur dass im letzteren Fall 
Exkursion und Lichtstärke fler Nachbarpunkte sich stetig an die im direkten 
Bildpunkt anschliessen, im ersteren Fall aber niclit,.

Alle diese Schlussfolgerungen sinfl ganz unabhängig von fler Natur der 
Grenzen des Doppelintegrals; sie gelten dalier nicht nur für eine Oeffnung 
und ein Schirmchen, sondern auch für beliebige Gruppen von Oeffiiungen oder 
Schirmchen.

20. Ein undurchsichtiger Scilirm samt seiner Oeffnung werde in seiner 
Ebene parallel verschoben, so dass der früher im Anfangspunkt gelegene Punkt 
die Koordinat.en x0, Уо erliält, so sind jetzt X : xn ب X, у : Уо T y die Ko
ordinaten desjenigen Punktes der Oefi'nung, welchem vorher die Koorflinaten 
X, y entsprachen, und die Integrale

j ًا cos (ا'م ry) dydxm C', j Jsin ئ رتع ب  ry) dy dx = s' 
sind jetzt ,die Komponenten der Amplitude im Bildpunkte (a, b). Nun ist aber 

c'm إ ل  cos(й ا ryQ قب٠بتلت  ry) dy dx

iC؟)dy dx — sin(t ry هءلآ) J j cos(ry0 ؛ Fo)cos د ٠ ا  ry0) s §пп(дх ا ry) dy dx

Co c - S() s;



S.C.Cf) ss’==
und ebenso 

wo zur Abkürzung

cos(Fo ا ry0) = Co, sin(qx0 ؛ Г;г/о) ٠ ٥٠  

gesetzt, wurde. Hieraus ergibt sich

ساس = ٠ةاا١

d. li. eine und dieselbe Oeffnung bringt stets dieselbe Lichterscheinung hervor, 
an welcher Stelle des Schirmes sie auch angebracht sein mag, wenn sie nur 
in allen Lagen ihrer ursprünglichen Lage parallel bleibt.

21. In ähnlicher Weise ergibt sich die Erscheinung, welche durch eine 
beliebige Anzahl unter sich kongruenter Oeffnungen, deren homologe Linien 
parallel sind, hervorgebracht wird. Jede der beiden Komponenten G' und S' 
zerfallt nämlich jetzt in soviele einzelne Integrale, als Oeffnungen vorhanden 
sind, und welclien gemäss der vorstellenden Entwickelung folgende Form zu- 
komnrt:

C٥c — S.s CqS ب S0C
C\G - S\S C\ s ب S\G

.s g؛c — S؛C C2S 1 S2C

s؛,ctO — S 0

wo unter ... und ٥، resp. cos (qxf ب ryf) und sin (qXi ب ry,) zu verstehen sind. 
Man erhält dalier

С'тСіСі — SISi, 5'= ئه٠٠ب٠لئ ..

Die Lichtstärke im Bildpunkte (a, b) ist alsdann:

ca ا s'2 = ((2 ة،٠(ق ؛ )2.5,(ق ) (C3 j S'2); 

sie wird demnach erhalten, wenn man die von einer Oeffnung im nämlichen 
Punkt erzeugte Lichtstärke mit einem Faktor (22) ة(،2ا s,)2 multipliziert, 
welcher von der Anzahl und der Gruppierung der Oeffnungen in gegebener 
Weise abhängt.

22. Sind die Oeffnungen in selir grosser Anzalil (N) vorhanden und ganz 
willkhrlicli im Gesiclitsfeld verteilt, so ist, wenn man qXi ؛ ryi mit (fi bezeichnet,

( أبءت ؛  (I2 2 ؟2 =٨٣ ا،) cos (φ, — ي,.,).



Die Cosinus der Phasendifferenzen (fl ٠</) —٠ ·. zwischen zwei verschiedenen 
Oeffnungen werden alsdann alle möglichen Werte zwischen 1 ا und __ 1 an
nehmen, und der Wert der Summe wird gegenüber der Zahl N verschwinden, 
um so gewisser, je grösser die Zahl N ist. Bei einer sehr grossen Anzahl 
unregelmässig verteilter gleiclrer und gleichliegender Oeffnungen ist also

d. h. die Intensität in einem Punkte des Beugungsbildes der Oeffnungsgruppe 
ist die w fache von derjenigen, die jede einzelne Oeffnung erzeugt, oder der 
Erfolg ist derselbe, als ob die von den einzelnen Oeffnungen kommenden 
Strahlenbündel unte-r sich nicht interferenzfähig (inkohärent) wären, indem 
sich ihre Intensitäten blos zu einander addieren (Verdets Prinzip, vergl. 
oben 3.).

23. Wird statt der Oeffnungen eine ganz gleiclre Gruppe kongruenter 
dunkler Schirmchen gesetzt, so bleibt die Intensität des gebeugten Lichtes 
unverändert, d. h. sie ist Wmal so gross als die einem einzigen Schirmchen 
entsprechende. Im Vereinigungspunkt der direkten Strahlen Gz == 0, r == 0) 
dagegen Irat man

C'm iaß — N S s dy dx und s' == 0,

wo das Doppelintegral SSdydxmfkn Flächeninhalt eines einzigen Scilirm- 
chens ausdrückt,. Setzen wir den Flächeninhalt 4aß der ganzen ١Velle, die 
'übrigens nicht rechteckig zu sein braucht, sondern .jede beliebige Gestalt liaben 
kann (vorausgesetzt, dass ilire Dimensionen nacli allen Richtungen selir gross 
sind im Vergleich zur Wellenlänge), = 1 (cm2), so dass N die Anzahl der Schirm- 
chen pro Flächeneinheit bedeutet, so ist

il—Nff

die Lichtstärke in dem Sammelpunkt der direkten Strahlen. Selbstverständlich 
muss Nf stets kleiner als 1 sein. Wahrend also die Intensität des gebeugten 
Lichtes proportional der Anzahl der Schirmchen wächst, nimmt diejenige der 
direkten Strahlen bei Vermehrung der Schirmchen ab.

Den Ausdrücken c und s wäre, wenn A die Amplitude pro Flächeneinheit 
der einfallenden Welle bezeichnet, noch der Faktor «4 beizufügen, oder einfach 
der Faktor A, wenn der Winkel, den die Wellennormale mit der 2-Axe bildet, 
so klein angenommen wird, dass sein Cosinus «ات gesetzt werden kann.

24. Alles bisherige gilt für einen einzigen Lichtpunkt, der in der durcli 
die Cosinus l, m, n angegebenen Richtung liegt. Sind beliebig viele von einander



unabhängig schwingende (inkohärente) Lichtpunkte vorhanden, so erhalt man 
die in einem Punkte (а, b) der Bildfläche stattfindende Lichtstärke, wenn man 
die daselbst von diesen Lichtpunkten einzeln hervorgebrachten Lichtstärken 
addiert. Man findet so die Lichtstärke in (a, b):

N {Λ\ ( ٠ل ا  n ا Al (C2 ا η + Α% (6 ١ق ا  η + ...),
wo die Indices 1, 2, 3 . . . andeuten, dass in dem Ausdruck (٠2 2' أ ة ) nacli 
der Reihe die den einzelnen Lichtpunkten entsprechenden Werte 1 ا,ا(أأ  ; h, m2; 
ls, ma; .. . statt l, m zu setzen sind.

25. Die Lichtquelle sei ferner eine leuclitende Fläche, welche wir auf 
die um den Anfangspunkt beschriebene Kugel vom Halbmesser 1 radial pro
jiziert denken. Ist die Lichtstärke, mit welcher die gesamte von der un
endlich fernen Lichtfläclie oder von ilirer Projektion auf die Kug-еі senkreclit 
ausgestralilte Liclitmenge die im Anfangspunkt befindliche Flächeneinheit be
leuchtet, und ist diese Lichtmenge Uber die leuclitende Fläche gleichmässig 
ausgebreitet, so beträgt die von der Flächenheit der sphärischen Projektion 
herriilirende Lichtstärke f>, wenn Ω den sphärischen Flächeninhalt der 
Scheibe bedeutet. Ein spliärisches Flächenelement doj bringt alsdann die 
Lichtstärke Ä2dω/LI hervor. Die Intensität, welche in denr Punkte a, δ der 
Bildfläche lierrsclit, wird sonacli ausgedrückt durch das Integral

د١7)ل-لي-6ا4,سق(ق£

welches Uber die ganze sphärische Fläche LI auszudehnen ist. Dabei ist voraus
gesetzt, dass die Winkel der von LI her einfallenden Strahlen mit der 0-Axe 
sämtlich so klein seien, dass ilire Cosinus (и) gleicli 1 gesetzt werden dürfen. 
Dann darf auch die Projektion der Liclitscheibe auf die Kugel vom Radius 1 
als eine zur «ثمة-Ebene parallele ebene Figur angesehen werden, deren Element 
dio die Koordinaten l, m hat.

Das vorstellende Integral (sowie die Summe in Nr. 24) ist nichts anderes 
als der analytische Ausdruck für das graphische Verfahren, das Schwerd*) 
zur Ermittelung der Ijiclitverteilung im Beugungsbilde einer Lichtfläche an
wandte. Man denke sich in jedem Punkte des Bildes der Lichtfläche das ihm 
zugellörige Lichtgellirge errichtet, so erhalt man die Intensität in jedem Punkte 
der Bildebene, wenn man die unendlicli vielen auf ilm treffenden Ordinaten 
der unzählig vielen Lichtgebirge summiert. Ist die Leuchtkraft über die

.Schwerd, Die Beugungserscheinungen, 1835, § 206 (ا



Lichtfläche gleichförmig verteilt, wie oben angenommen wurde, so sind alle 
Lichtgebirge uirter sich kongruent; man bedarf dann nur eines einzigen, ver
setzt dasselbe mit seinem dem Vereinigungspunkt der direkten Strahlen ent
sprechenden höchsten Mittelgipfel nach dem Punkte der Bildprojektion, dessen 
Intensität bestimmt werden soll, und summiert nun alle Uber der Projektion 
der Lichtfläche befindliclien Ordinalen. 1) Die Summe ist offenbar nichts anderes 
als die Uber dieser Projektion sicli erhebende Masse des Lichtgebirges. Dieser 
zweiten einfacheren Regel entspricht das obige Integral; wäre die Leuchtkraft 
Uber die Lichtfläche nicht gleichmässig verteilt, so müsste A2 als Funktion 
von l und m unter das Integralzeichen treten.

Da für einen einzelnen Lichtpunkt die Intensität im Vereinigungspunkt 
der direkten Stra-hlen unabhängig von der Wellenlänge ist, so erscheint bei 
Anwendung von weissem Licht das Bild des Lichtpunktes immer weiss, d. h, 
die verschiedenen Farben behalten unter sich dasselbe Mischungsverhältnis, 
wie in der Misclrung, die wir weiss nennen, ln dem Beugungsbild einer Licht
fläche dagegen kann die Intensität nirgends von der Wellenlänge unabhängig 
sein, auch nicht in den Punkten des Bildes der Lichtfläche selbst.. Denn zu 
der von der Wellenlänge unabhängigen Intensität eines solclien Lichtpunktes, 
١velche dem Mittelgipfel seines eigenen Lichtgebirges entspricht;, kommen noch 
die daliin treffenden Intensitäten der benachbarten Lichtgebirge, welclie Funli- 
tionen der Wellenlänge sind. Bei Anwendung von weissem Licht ist daher 
das Beugungsbild einer Lichtfläche nirgends weiss, sondern stets gefärbt, wenn 
auch nach Umständen nur schwach (vgl. и. III. и. IV).

Im Falle eines flunklen Schirmes mit Oeffnungen schliesst sich die Intensität 
am 'Rande des Bildes der Lichtfläche stetig an diejenige ausserhalb an, bei 
einer Gruppe dunkler Schirmclien dagegen ,ist der Uebergang unstetig (s. oben 4) 
und das Bild der Fläche erscljeint am Rande scharf begrenzt.

Man hat nämlich (wenn s2 == 0 angenommen wird) die Intensität im 
Innern des Bildes der Lichtfläche bis zum Rande

und diejenige ausserhalb des Bildes der Lichtfläche

wo beide Integrale Uber die ganze Fläche LI zu nehmen sind, der erstere 
Ausdruck aber nur für solclie Werte von « und ج gilt, die einem inneren.

1) Ibid.. § 209.
Abh. d. II. Cl. d. k. Ak. d. Wiss. XIX. Bd. 1,1. Abtb.
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der zweite nur für solche, die einem äusseren Punkte des Beugungsbildes 
entsprechen.

26. Wir nehmen jetzt an, dass das an einem ersten Schirm gebeugte 
Licht auf einen zweiten Schirm treffe, der in Bezug auf Anzahl, Grösse und 
Gestalt der beugenden Körperchen mit dem ersten übereinstimme, hinsichtlich 
der auch hier ganz willkürlichen Anordnung der Teilchen aber von ihm ab
weiche. Da die Schirme ungleich (inkohärent) sind, so kann, wie oben (6) 
bereits auseinandergesetzt wurde (Stokesches Prinzip), die Interferenz der am 
ersten mit den am zweiten Schirm gebeugten Strahlen ausser Acht gelassen, 
und die resultierende Intensität durch einfache Summierung gefunden werden; 
oder, mit andere.n Worten, das durch den ersten Schirm hervorgebrachte Beu
gungsbild spielt dem zweiten Schirm gegenüber die Rolle einer Lichtfläche; 
das hievon durch den zweiten Schirm gelieferte Beugungsbild gilt ebenso als 
Lichtfläche für einen dritten Schirm, u. s. f.

Die Intensität im Beugungsbilde des zweiten Schirms wird sonach durch 
denselben Ausdruck wie in (2 5) dargest.ellt; nur muss jetzt der Ausdruck

A5((l — ؤ- Je2 dw) .

statt Ä2 gesetzt werden, d. i. statt der Intensität, welclie die durch Beugung 
noch nicht modifizierte einfallende Welle bei Abwesenheit, von beugenden 
Schirmchen in jedem Punkte des Bildes der Lichtquelle erzeugen würde; 
oder es liat

A2 ((1 — Nff ا ! fc٥ dco) = Ä2B2 

an die Stelle von zu treten. Da aber

B2 = (l — Nff ا l\(f du,

eine Funktion von l und m ist, indem nach Auswertung des Integrals in dem
selben l statt a und m statt & gesetzt werden muss, so ist der Faktor Pf unter 
das Integralzeichen zu nehjnen, und der Intensitätsausdruck nacli Beugung 
durch den zweiten Schirm lautet;

j)2C2dcoNA*

worin B2 eine Funktion von l und m, c2 eine Funktion von l, m, ö und δ ist.
Setzen wir liier den obigen Ausdruck für B2 ein, indem wir das darin 

vorkommende Integral, um anzudeuten, dass, nach Herstellung desselben als



Funktion von a und وة l statt ß und m statt ٥ einzusetzen ist, mit j;m be
zeichnen, so ١vird der Intensitätsausdruck

))وه 1 - ٨٢'؛(ا وه ., άω) G2 d ПК
l, in

Wir zerfallen nun dieses Integral in zwei, deren erstes دل nur Uber die 
Punkte innerhalb des Bildes der Lichtfläche bis zu deren Rand, das andere 
Se aber vom Rande an Uber alle jene Bildpunkte sich erstrecken soll, zu 
welchen direkte Strahlen nicht gelangen. Wir erhalten so, da für letztere 
Punkte das Glied (1 — Nff wegfällt:

ه٠ل > άω ((1 — Nff + - الج7ق  dvj) ؛ A:j< fc2d(o\'c2 άω.
г l, m ٠ l, 111

Hier stellt das zweite Glied die Intensität des Lichtes dar, welches nach 
Beugung am ersten Schirm am zweiten abermals gebeugt wurde. Wie oben 
(7) bereits dargelegt wurde, kann aber das wiederholt gebeugte Licht gegen 
das einmal gebeugte Liclrt in erster Annäherung ausser Acht gelassen werden.

Die Lichtstärke der durch einen zweiten Sclrirni hervorgebrachten Beu
gungserscheinung kann also durch den Ausdruck

٠قىل 4  άω ((! — Nff ؛ Ijc2 da)
l, m

angenähert dargestellt werden, ١vo die :Integration sich nur Aber das Bild dei' 
Lichtfläche erstreckt, und das Integral ] ٠؛ ,,، die Intensität des in jedem Punkte 
des Bildes mitwirkenden einmal gebeugten Lichtes vorstellt. Das Integral ist 
eine Funktion der Wellenlänge, welche mit abnehmender ^Wellenlänge abnimmt 
(5; s. и. III. 33.).

27. Wie im folgenden Abschnitt, gezeigt werden wird, ist bei einer Licht
scheibe von der Grösse der Sonne die Intensität und Sättigung am Rande nur 
wenig verschieden von derjenigen in der Mitte. Wir Ijegehen daher nur einen 
geringen Fehler, wenn wir statt der von Punkt zu Punkt veränderlichen In
tensität diejenige der Mitte der Lichtfläche {l == 0, m == 0) setzen. Dann wird 
der Faktor

Bl == (1 — Nff ا | ل > doو

nach l und m konstant, tritt, sonach vor das Integralzeichen lreraus, und die 
Intensität des Beugungsbildes wird annäliernd dargestellt durch

ه /قي  \'c2daj.



Dieser Ausdruck besagt, dass wir die ursprünglich dem ersten Schirm 
dargebotene weisse Lichtfläche für den zweiten Schirm durch eine andere von 
gleicher Grösse und Gestalt ersetzt denken, welche vermöge des von der 
Wellenlänge abhängigen Faktors B2 in ihrer ganzen Ausdehnung gleichmassig 
schwach gerötet ist. Wie später (III.) gezeigt werden soll, ist für eine Breite 
der Lichtfläche, welche dem scheinbaren Sonnendurchmesser gleichkommt, 
ja selbst noch für die vierfache Sonnenbreite, die Rötung am Rande der Licht.- 
fläche stärker als in der Mitte. Durcli die vorstehende vereinfachte Formel, 
wird also (wenigstens in den Fallen, die bei der vorliegenden Frage in Betracht 
kommen) die Rötung der Lichtfläche etwas geringer angegeben, als sie in 
Wirklichkeit durchschnittlich ist, und die Schlüsse, die wir aus ihr hinsichtlich 
der Rotfärbung der Lichtquelle ziehen, gelten für das thatsächliche Verhalten 
noch in verstärktem Masse.

28. Gemäss der Foinnel ')لهه٠«عل
wird der Ausdruck für die Intensität, welche ein Schirm von der angenom
menen Beschaffenheit liefert, einfach dadurch erhalten, dass man den Aus
druck für den vorhergehenden Sclrirm mit dem Faktor B2 multijjliziert. Für 
1,2,3, ...,«٠+! Schirme erhält man also der Reihe nach die Intensitäten

ل;ب٠٠،4ه4٠٠ع٠ل،ي;م,ل٠يل٠.,ل٠٠4٠..،ع<اأت
Wie unmerklich bei einem einzigen Schirm die Rotfärbung der Lichtfläche 

aucli sein mag, so kann, wie man sieht, durch diese Potenzierung infolge Hin- 
zutretens weiterer Schirme die Färbung vom blassen Orange bis zum tiefen 
Rot sich steigern.

29. Es wurde angenommen, dass die Fläclieneinheit der einfallenden Welle 
N kleine Schirmchen oder beugende Körperchen umfasse. Kommen auf die 
Längeneinheit durchschnittlich fl Schirmchen) oder ist fl ilire „lineare Dichte", 
so ist fl2 ihre Anzahl pro Flächeneinlieit, und man hat

w=fl٩

Sind die beugenden Teilchen inr Raume gleichmässig, d. li. in durchsclmittlich 
gleichen gegenseitigen Abständen verteilt, so ist fls ihre räumliche Dichte, 
und von den aufeinanderfolgenden Schirmen, welche wir senkreclit zur Gesichts
linie gelegt denken, gellt die Anzahl fl auf die Längeneinlieit. Ist also Д



längs der Gesichtslinie gemessen, die Dicke der Schicht von beugenden Teil- 
clien, welche zwischen die Lichtfläche und das Auge tritt, so ist

n m (У D
die Anzahl der Schirme, und

*ن ب د ب

die Intensität der hervorgebrachten :Beugungserscheinung, wobei

J541— Nff إ rfffl

oder
B* == (1 — لد٠ ff + وق ■Je2 cho

ist. Dieser Intensitätsausdruck, welcher auch so geschrieben werden kann:

і’СЧсо,

А = — log В2,

stellt die Erscheinung angenähert dar als diejenige einer Lichtfläche, welclie 
nach Massgabe der ExponentialgrOsse mit wachsender Diclite der beugenden 
Körperteilchen und Dicke ihrer Schicht eine immer tiefer gerötete Mischfarbe 
annimmt, und um sich die in dem Integral enthaltenen Beugungsstreifen aus 
diesem bereits geröteten Lichte erzeugt. .

- III.

SO. Das Integral

+لأه ٥٤٠

ist, wie bereits erwähnt,, der analytische Ausdruck für die bereits von Schwerd 
nach seiner oben (25) skizzierten graphischen Methode behandelte Aufgabe, 
die Lichtverteilung im Beugungsbilde einei' Lichtfläche zu bestimmen. Für 
die vorliegende Frage steht im Vordergrund des Interesses der I all einer 
kreisförmigen Lichtscheibe, der Sonne, deren Licht durclr einen aus unter sich 
gleichen kreis- oder kugelförmigen Schirnrchen bestehenden Scliirin -Beugung 
erfährt.



Sind die beugenden Scbirmcben alle kreis- oder kugelförmig mit dem 
Radius R, so ist in dem Ausdruck

NAl\\c2JrS2)dcü

S— 0 und das Doppelintegral (18.)

0=ί ل cos (qxا ry) dy dx

ist Uber die Oberfläche eines Kreises vom Radius ІІ auszudehnen, d. h. die 
Koordinaten X und y sind an die Bedingung

- ~ ب ١٠.

gebunden.
Die Grössen q und r können als auf dieselben Axen wie X und y bezogene 

Koordinaten eines beliebigen Punktes der Bildprojektion angesehen werden. 
Wegen der Kreisgestalt der Oeffnung oder des Schirmchens leuchtet ein, dass 
für alle Bildpunkte, welche von dem Mittelpunkt des Kreises gleichweit ab
stehen, der Ausdruck G den gleichen Wert haben muss. Man kennt daher 
den Wert von c für alle Punkte der Bildebene, wenn man ihn längs der von 
dem oiittelpunkt des Kreises durch den Punkt g. r gezogenen geraden Linie 
kennt. ЛѴІГ wälilen diese Linie, deren Winkel φ mit der bisherigen Abscissen- 
axe durch die Gleichungen

kV، + r؛؛
sin^cos ي د

bestimmt ist, zur Abscissenaxe eines neuen rechtwinkligen Koordinatensystems 
X У) zu dem wir das obige Integral transformieren. Aus den Transformations
gleichungen

X == x' cos ([ .٠ y’ sin cp, 

у == X sin φ ا y' cos (p

ergibt sich mit Rücksicht auf vorstehende Werte von cos cp und sin (ص :

qx-\-ry =

Da x'2 ا y'2 == χ2 ب so ist hienach der Ausdruck cos ipo د'باا t ή nach 
X und y über die Kreisfläche vom Radius R zu integrieren, und wir erhalten 
statt der obigen Form das Doppelintegral

C == ا / cos (x Vf 4“ Г") dy'dx



mit der Bedingung
x'2 ؛ y'2 < -R2, 

Ru, y = R.V gesetzt wird:oder, wenn X :

c == 1(1 ٠' I cos {RuVY ب r2) dv du

u2 i V2 < 1.
mit der Bedingung

Integriert man hier zuerst nach y zwischen den Grenzen ٧1 — = الا — и2 und 
ѵ٠2 == -f V'/ ل — U1 2, worauf dann nach u noch zwischen — 1 und 1 ا zu inte
grieren ist, so ergibt sich

c = 2B2Jc٠s (Ru ѴІ+7) - yi — M2 ٠ du 1).
Da nach der Definition der Besselschen Funktionen allgemein

٢ه٠ج  zu (1 . u)v—!/؛، du = Vπ·2٠ l'(v ب )؛ ة/ل ■

oder liier speziell
f cos zu]/1 —- г،2 du == 71 —λ~1 

ist, so hat man schliesslich
٠ىاه٠

als Ausdruck der Amplitude, welche eine kreisförmige Oeffnung vom Radius R, 
auf deren Flächeneinheit die Amplitude 1 des einfallentlen Strahlenbündels 
trifft, im Bildpunkte q, r hervorbringt.

31. Dieser Ausdruck ist nun in

f ت Α٧σ2 άω

einzusetzen, um die in einem Punkte q, r der Bildprojektion stattfindende Licht
stärke ¥'2 zu erhalten, wenn eine Lichtfläche Ω durch einen aus zahlreichen

1) Mail erkennt leicht, dass allgemein, wenn f eine beliebige eindeutige stetige Funktion bezeichnet" 
die folgende Gleichung gilt: ]

ًلا7'،؛'؛؛)ب  rv) dv du = 2jf(«Fg2t r2) hl —«2 du.
!>': + >·2<η -1



willkürlich verteilten gleichen kreisförmigen Oeffnungen oder Schirmchen be
stellenden Beugungsschirni geselren wird. Diese Ijichtstärke ist demnach:

»=ا٠٦ل.٢(|)٠ي

Darin ist (18.)

,b — mf{ ب lf — ؛ + ص = '1■ »)نماvy
wo ff, δ die Koordinaten des betrachteten Bildpunktes, l, m diejenigen eines 

Punktes oder des Elementes dw der Lichtfläche darstellen.

ζ = V(a — If ؛ (b —- mf

gibt sonach die Entfernung des Punlites l, m oder des Eie- 
mentes da), nach welchem integriert wird, von dem Bild
punkt ff, & an. Bezeiclmet man den Winkel, welchen ζ mit 
der von der Bildmitte ٥ (Fig. 2) nach dem Punkt ff, ъ 
gezogenen Geraden bildet, mit φ, so lässt sich das Eie-

ment da) wie folgt ausdrhcken:

du>==٠;a٠Cctq),

und wir erhalten, wenn der Faktor jVA2 einstweilen weggelassen wird, und 
die jeweils erforderlichen Integrationsgrenzen liinzugedaclit ١verden:

ζάζΑφ.١ا('؛ةباًا١١HP -

Indem man
؛غ آي. 11 .٠

setzt, wird dieser Ausdruck umgeformt in

لآهلع;/ه-1عمه(سق)٠ل٠
Hier kann die Integration nach 8 jederzeit ausgeführt werden; denn es ist 1)

٠٠"٠:؛/ ،: dz ==ز)ا — ثم)قهر( . ال)8<(

1) Bommel, Math. Ann., Bd. XIV, p. 528 u. 533, 1878.



Ist die Lichtfläche eine Kreisscheibe (z. Б. die Sonnenscheibe) vom Radius ρ 
(in Bogenmass), deren Mittelpunkt, mit der Bildmitte zusammenfällt, so ist 
0==я؛г; liegt der Bildpunkt, a. b innerlialb des Bildes der Lichtfläche 
(«2 2 ب 1(2 > )و ), so hat man hienach

wo ة == —τψ-'ς ist, und ζ den vom Punkt fl, b nacli dem zum Winkel φ 

gehörigen Punkte des Umfangs des Bildes der Kreisscheibe gezogenen Radius 
vecto'r bedeutet (Fig. 2).

Für den Mittelpunkt des Bildes (fl == 0, z> = 0) ist ζ == ρ, z also von (f 
unabhängig, und die Integration nacli φ - kann ohne weiteres ausgeführt werden. 
Die Intensität in der Mitte des Bildes ist demnach:

Ml == if (1 - J%{z) — J2[{z)) ,

WO z = λ ρ ist.
Da das oben (29.) in dem Ausdruck 7?2 vorkommende Integral

dem vorstehenden Ml entspricht, so liat man für eine kreisförmige Liclrt- 
scheibe vom Radius ρ und beugende Körperchen vom Radius 11. da das dor
tige f == π 2ةل ist:

B2 == (1—π]2^γ + جإ (l — J2q(z) — ؛ر(،))ا 

oder, wegen des obigen Wertes von z:

B'- ٠ (I —πΐί'ίί-γ ب لي ~ λ٥ (i — أل )—٢( — ل\ )٦ —)),
SO dass вг eine Funktion der Wellenlänge λ ist, welclie, wie weiter unten 
gezeigt wird, mit abnehmender Wellenlänge abnimmt.

32. Da wegen der Kreisform sowohl tler Schirmchen als der Lichtquelle 
alle von der Bildmitte gleichweit entfernte Bildpunkte die gleiche Lichtstärke 
besitzen müssen, so genügt es, blos die Punkte längs einer durch die Bildmitte 
gezogenen Geraden, ζ. B. längs der Abscissenaxe, zu betrachten؛ d. ln, man 
kann h == 0 setzen.

Abh. d. II. CI. d. k. Ak. d. Wim. XIX. Bd. II. Abth.
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Alsdann ist, wenn Θ den Winkel bezeichnet, den der vom Mittelpunkt 
nach dem zu cp gehörigen Punkt des Umfangs der Scheibe gezogene Radius ρ 
mit der Abscissena^e bildet, im obigen allgemeinen Ausdruck; für I'I

■cos٠9«2<؛
- 2 π n f. - 2 π л \2 2ا = = — λ V а

zu setzen (Fig. 3); vermöge der Gleichungen 

ρsin (cp — Θ) == a sin cp, ^cos(^ — و د)  ρ — Йcos و, ζ~ρcos(φ — θ) — αcos φ, 

١velche aus Fig. 3 unmittelbar zu entnehmen sind, lässt sich clcp leicht in Θ 
ausdrücken. Es ergibt sich nämlich aus der ersten derselben 

-durch Differentiation

also
ρ cos (cp — و') (d cp — d />) != a cos cp d φ, 

d - ρ cos (cp — ·&) d '٥
l p ج cos itp — ff) — u ه0ة  φ’

folglicli mit Rücksicht auf die zweite und dritte

ρ — a.cos ϋ I () 
• ζ-г clff

'ءاا٠-,تع٠عخ؛..
oder

Man hat demnach

wo die Integration nacli Ѳ, gleichviel ob der Punlct a innerlialb oder ausser
halb des Bildes der Uichtscheibe liegt, immer zwischen den Grenzen 0 und 2 71 
auszuführen ist. Setzen wir noch

2,πΕρ2,πΕα

γ\ — 2 г Г] cos θ -3 == /أ-2 -؛

“1)؛دل»-ل)٠'"جي((

also

so haben wir 

Μ-



oder wenn das von l unabhängige Verhältnis

gesetzt wird:

d [9■1 — 1' cos 9'
I- 2 — ل'ا V cos '9

2 Tt
ϊ ٠_ ((،)إر ■]%{?) - ъг- = f/(l

z = Г[]/1 ب V 2 — 2 V cos 9ا.
mit

33. Wir bilden nun den Differentialquotienten von I3 nach ۶٠1, und 
erhalten, wenn der Kürze ١vegen

it Q 1 ي — V cos
t Q™ ،2 ٠الآ '(cos— 1ب ص

wird:
2 Я 2jt

2 л f (— ئعهر)له: ا  J': (ا ٠وه — اًؤ)ا — ؤو “ زاًل .زوه

bezeichnet ١؟ ird:

ع نبل )f ١١ - و a J\(f(،7،-ا-(أع)ا7(د)ه ff، ئ رل،ق(ل

ة٠ا4

Wegen

ergibt sich

د ًاًيهؤا-إ -.غ = -ر)؛ي(٠ا/با ',2 — 2 7ا cos ,و
cffi cf بع ;،د-, V ب ' '

إ؛لبؤي = ئي.لفيع٠)لل؛7ا)ي( + ,،٠،ي(اي/جبآ_2„٠٠إ؛,و٠

folglich

9, V 1 t V- — 2ν cos 0 ا ال ٠ ٠ )— ل0ال — ؛ أل-ًا- ل٠(لتإ Iل

jfj-) +؛ر1 —ةر_وسر

&.Jl—clJ\)Qd —

Wir erhalten also

1№
dr.



Nun ist bekanntlich

 ر٠ب2لر ا 2 ؤر ب 2 ؤر ؛ . ٠ . = 1,

1 — ؤر — 2 ؤر = 2 ؤر ؛ 2 ؤر + . . .
sonach

stets positiv. Solange nun auch Q positiv ist, was jedenfalls zutrifft für V < 1, 
d. i. für Punkte innerhalb des Bildes der Lichtfläche, bleibt der Differential
quotient von I2 negativ. Die Lichtstärke wird also geringer mit wachsen
dem r, oder mit abnehmender Wellenlänge, und das Bild der urspriing- 
lieh weissen Lichtscheibe zeigt in seiner ganzen Ausdehnung 
einen rötlichen Farbent-on.

34. Es dürfte kaum gelingen, das Integral

1: V cos ■& . (>
11^ — 2» cos & c '))1(1)3( ' أق)ار — Jo

in endlicher Form auf bekannte Funktionen zurückzuführen, ausser in dem 
oben (31.) bereits erledigten f'alle V = 0.

Es soll dalier, zum Behufe numerisclier Bereclmung, das Integral in unend- 
liehe Beilien entwickelt ١verden.

Als konvergente unendliche Reihe dargestellt ist bekanntlich

لأ(!ة!ه)

(.;|ا_)ل_(.،،د

:folglich

)أم٠->ة-( (؛٠' اًإاًا 'Σ)— 1"( - إة٢ ٠ ΣΣ_) ا+-(ا

ا-)د(٠تةئ'
((1 + 6=0

indem manoder, wenn das erste Glied der Reihe (c = 0) abgesondert wird, 
zuerst c = 0, dann c + 1 statt c setzt:

r

(a!6!)s ’٠ا=(،)ة-ة-)ا(ا
(<t + 6 = c + I)

:) Hier wie in der Folge soll jeder Buchstabe des kleinen dentseben Alphabets alle- positiv ganz
zahligen Werte 0, 1,2, 3, ... vorstellen, nnd zwar bis ins Unendliche, wenn nicht beschränkende Beding
ungen festgesetzt, beziehungsweise den Summenzeichen beigeachriehen sind.



woraus weiter
»ل٠ا٠ل)ةه(ئ) (ا٠٠ةاً؛ا-

(a + E==c + l)

ع-،لئ-س٠

hervorgeht.
Es ist ferner

folglich
)ا» + 25

-1·Σ(—
1.( ؛£)٠'

(a+l)!b!(b+l)! 1) a!(a + l)!b!(b-h)!
(α ب δ :C)

1)·(-|Γ'(Σ
)alb،؛(! ΣΣα 1 )

!(a+l)!b!(b + l)v

Man hat daher

Ί\2ί~\~22)1 ،(Σ( — !)' i

Σ أ،ا:ا١:ر — Σ ؛ا;دا : ا:اا١'.إاا :٠ 1٠: = ءا
)а+б = с+1) (а -f- ь == с(

WO

gesetzt wurde. Durch Zusammenfassung gewinnt der numerische Koefficient 4 
die einfachere Gestalt:

А* l (a (c - 0+ 1)!۴-(α'+ 1)

لبءا
oder (weil

ist:( هلًااا)( ءا + ذ ع 1 — )2+;د٠لا«ده: — )ء+)ب!_l؛f —a(

а = С-4-ل

4صسبخ)=٠٠+ء،)ءل + ٠-?ل٠ق(''ا

Sondert man von dieser Summe das letzte Glied ab, welches = 1 ist, so 
hat man

٥ = c + l
+£))1(٠-!ذم + ه(ا-؛ا( ل-ا+ئ2ابهه،ا

٥ = 0



Betrachten wir jetzt die andere Summe

(لبلء،^ق٠-٠اة|(،_هق)؛
a == 0 a = 0

so sind deren ٠ gleichweit von den Endgliedern abstehende Glieder einander 
entgegengesetzt gleich, wie man sich leicht überzeugt; d. h. es ist

>اهل(،-لاؤ-يا~٠4ع-2(«٠±|ثيلإ٠(

Man erliält daher, wenn man in der obigen in dein Ausdruck für 4 vor
kommenden Summe die gleichweit von iliren Enden allstehenden Glieder paar
weise zusammenfasst:

*i&fKf-7-=(<-»٠)!|F(lFJ‘±F).
٠-٠ ٠  (2a<c)

wo in der letzteren Summe 2 ،!, wie angedeutet., den Wert c nicht übersteigen 
kann. Nun ist aber

(С+1)С-Г1 - (с-ч-ді)а[ —1 _ _;،)؛ 2 زلا٠  (С+1>;Г

folglicli

٠ = ٥  (2 a <؛ c)

und der, wie man sielit, stets positive Koefficient Ac wird:

(خ)=ه٠ق-،،)تبع]٠.;(■?|:>ء،ب

(2α< с)
Der Ausdruck

ist. immer eine ganze Zahl, folglich auch die vorstehende Summe.

)ة2ه-دء؛.لآ؛١-=';,;لا und ئ )a — c 2( )-زجء = 1■

1) Es ist daher



Im einzelnen sind die Werte von ٥c:
2-5-11-13

)8 ً(!دا
2.11-13-17

)9 ً(!دا
4-13-17.19

)10ءاً(!
2-7-13-17-19

٤!) 11(
4-7-17-19-23

)12 او!
4-25-17-1.9-23

(13!)» 
40-9-17-19-23 

(14!)»

ل7

Ag

ل9

ال0

اع1

ال2

ل18

اف

І

I

43200

А 0 

Α\

ل2

Аз

А

А'

143 1
2822400 — ٠

и. s. f.

35. Der Intensitätsausdruck

d&1—rcos^
tos ن ١و

أه ٠ л B*-4)/1-(د)ةر - ■Ά{ή( د

ergibt sieb nun, da
0 — ٠1\اح2بء2 ر0٢(ءع — ال ) — Σ(— ا)ء Ac (ج)

z т Г[ (1 ب V2 — 2 رو cos &)},
und

folglich

r'i ( -(يةر-ا (وى?ر تت ب  Σ (-— 1)4 · I (1 + رل2 -- 2 ال  cos ،(و + ل
ist, in folgender Gestalt:

Μ2 = л Β* Σ {— 1)ء Ас - ابد ب  V2 — 2 V cos 1) ء(وأ — V cos Э) d ٥.

cos 2 — 1 = و sii)2 ه لا ;

1 — ال cos ا:و—j/|2y sin2 ب و

<)ا ت (cos1 رو 2  — vf 4 ب V sin2 ة و ;

Setzen wir 

so wird 

und



alsdann ergibt sieb, nach dem binomischen Lehrsatz entwickelt

1(( ٠ vf ب Αν sin2 ا- ،9ء(ل ==Σ ح- ؛ئ—ا)— у(ق ء،-ا؛ )4vf sin.؛ ب و

und hienach
 1(( ٠ vf ا 4sin؛؛(و-ة )V cos — 1(و

= Σ ٤إبخب )1 —-)،ا(ؤ٠اه )4ه(را )]v) sin — 1؛؛وة ب 2 رو sin؛؛ + 2 ؤ [و .

Integriert man den in die eckige Klammer geschlossenen Ausdruck nach d
von 0 bis 2 Л, indem man berücksichtigt, dass

\m\2
2™\2

2л؛

p d (f = 2 Л(؛“؛jsin

ist, so wird

 /٠ )1 — ('< 8وههلس ا V 2 8ةقئ + ؛ب٠9ل 1 — у)) d & = 2 л( نئ ب V 2 ■ ئآاًيإ(

1٠ίΐ' ' + 2( «له٠ف؛1.؛ اب я 2&]2 (l — У 2 V §Ш =
Man hat daher

Ι٠π،Β٠Σ-) (ا4٠ئيئج-|:?ل4;؛اهبب)'ا — (اأ2؛ء-ة)(4رل,؛(

oder, wenn man abkürzend

؟ةأي٠'ةل٠؛ا>أ'-م،؛با-،-

:setzt
I Л.9-ЦЛ Σ (_ 1)، Ac 5, r?c. 1؛ 

.Für y = 1 wird, da alsdann nur {, == c sein kann 

؛؛؛ 2c+l !ا + :ا2 3باء
Вс — fcii ' -ء اب — 2 ٠ ا،+ة3 — 4قاء ؛

:folglich ist die Intensität am Rande der Lichtsclieibe

؛لا = Σ_.) =(ا إ.دًةا.ثمص٠



36. Setzen wir Jetzt
cos 2 == و cos2] .'/ - 1, 

so ergibt sich in derselben ١٦٢eise wie oben 

1 — V cos و د 1 ب  V — 2 V C0S2j-i9", 1-fr—2y cos٥- = (1 + r)2 4ί cos2 ؤ و
und

)٥ 1 -f Vй — 2 V cos >9f (1 — r cos(

Σ )— ؟(! ببن )1 ا - 7ا(ق)ء (،- )vf 4 !)] ا y) cos2. ز و — у cos2 2؛+ج [.[و

|إ»ا2

ًا20082ا7أ\2 “ ([; d ([: m 2 71

Mit Rücksicht auf

:bis 2 Я ٠ liefert die Integration der eckigen Klammer von

ا،ا. ؛ ('، ٠0هب،أل —2y ٠0لل٠ + ’ب أ=لاع[.٠با)، ('< ياًق — ة '< ٠ أأبله٠(

,٠ψ;ΐ+ν-2γΙ±-ϊ) = 2π٠;(2π٠ =

und wir erhalten:
I2 = л-Ві Σ (— 1)0

ة٤-اذ (ل1ج-['[[-ل’)بل’('٠ا-٠ل،)ب٠ل؛؛
wenn

gesetzt wird. Es muss demnach B'c — Bt sein, was auch daraus zu ersehen 
ist, dass der eine Ausdruck in den andern übergeht, wenn — V statt 1' 
gesetzt wird.

Für y = 1 ergibt sicl.1 hieraus die bemerkenswerte Summation:
1|؛2 30-2

ل2ا د 40؛؛ "
.Σ(- 1)ع

37. Der Ausdruck Bc ist offenbar eine ganze Funktion von y; um ihn 
als solche nach Potenzen von V geordnet darzustellen, entwickeln wir die 
darin vorkommende Potenz von 1 — V nach dem binomischen Lehrsatz, und 
ei’halten:

(1 — ,1 ( (د2)0؛-  Σ (— 1). بثببح . ya,

Abh. d. II. Cl. d. k. Ak. d. Wiss. XIX. Bd. II. Abth. 04



يةةغة٢ا-ج<،-)٠بلباءء■

يايةة,لق-|2٠4لل<٠-اتئ,+ا,

folglich

oder, wenn man a -j- 6 == b oder o = b_٥ setzt;

 1؛؛2 2 2ةه-) .؛<٠ب',.٠ا
m ٠ 2قآ ٠

cةةغ=,ل-)ا(ل||٥

؛لآةتؤ-ا(ا؟٠ة٠إ“٠-)4٠٠ي٠٨

Schreibt man in ersterer Summe 1 1 ا statt b, da das Glied b 0 د offen
bar Null ist, und sondert man von der zweiten das von V unabhängige Glied 
ab, indem man b = 0, also auch b = 0, und sodann b 1 ا statt b setzt, so wird

ع٠له-٠ةث؛د؛-ال->!:جل-،تئ-ا].٠لب  

إ-ء(ل-)تتة“ت-٠٠(ل-)-٠ي|) - ή.

Da Bc seinen Wert niclit- ändert, wenn — V statt ًرا  gesetzt wird (36.), so 
können in Br keine ungeraden Potenzen von ًرا  Vorkommen, es muss daher 
der Koefficient von ًهرا؛اد  wenn b gerade = 2 a angenommen wird, ver
schwinden.!) Ist dagegen b ungerade = 2 a + 1, so ist der Koefficient von у2ч+2

١٠١١): (ل6;ل؛لب;ء لا;::ل 22به2بة)٠(ا )2ء2(عة —اة —: ΣΣ) <ل )6بل 1!( ٠ 26 + ااb ' 2 ًا 2 ٠ (2a — b)!

+ ΣΣ(_ ا۴٠ذخًيا٠ء2»٠ئة٠خًتا؛ .

Man kann sich ohne Sclrwierigkeit überzeugen, dass diese Doppelsumme 
der einfachen Summe

ca+1H (c + 1);+1 h 1Σ ■■"“ ٠)٠)٠ ب لأ(!(ا

gleich ist. Man hat daher, wenn man das vorhin abgesonderte absolute Glied 
wieder in die Summe aufnimmt, für St den folgenden einfachen Ausdruck:

.٠=ةش-٠'-أ٠. ٠

.Für ein gerades b verseil windet sogar jede der beiden Summen für sieb (؛



Da die Binomialkoefficienten stets positive ganze Zalilen sind, so ist der 
Koefficient von ?;٠ immer eine positive ganze Zabl dividiert durch 2-c.

Im einzelnen sind die Werte von Bc:

Bq ml

Bl = )؛1 + 21/2(

Bo = lg (1 + 6 3/2 + 3 1/4)

Bs
٠ا)ة + ا2ص + 181/4 ؛41/6;

Bi ت ٠ )1 ا r 20- ا 6 0 برا + 40 -اس 5س( 256 4

 دج ت د )1 + 30ا'2 + 150اا4 + 200 س ا 75اا8 + 6 1/10(

 با)_لتهج42بس 3151/4 ب 7001/6 ا 525اا8 ؛ 126 هس ا 71/12(
,ج = ؤ )1 + 56اا2ا 588 اا4 + 19603/6 + 2450اا8 + 1176ااا + 196اا12ب 81/14(

دج I + )1 ؛ 721/2 ؛ 10081/4 + 47041/6 ب 8820 قاا + 7056هلاا + 2352 قلاا

+ 288س4ا9اا١ج(

وج ت + )1 ؛ 90ا,2 + 16201/4 ا 100801/6 ا 26460؛؛+ 31752ااا0 + 17640 تا'ا

؛ 43201/14 ؛ 4051/16 ؛ ا0اا8(

 هلج با)يت 1101/2؛ 24751/4+ 198001/6؛ 69300ص+ 1ا6424هااا + 97020اا١2

؛ 396001/14 ؛ 74251/16 ا 550اا8 ؛ 11را2ا('

u. s. f.

38. Die unendliche Reihe

ذة)ل 1 Y Л ءإ+ابت
ist für kleinere Werte von Г = ѴГ[ zur numerischen Bereclmung der Intensität 
12 sehr gut brauclibar; für grössere Werte jedoch ١٢ird sie begreiflicherweise 
unbequem. Eine andere Entwickelung des Intensitätsausdrucks



و Ѵ cos—11لأ,ا١
r2—2 y cos#

ГТ . 1 )ة( — ل\ ٢((ة — J'o ((وق— ■ TL2 Ri — ا!

welche sich besonders für grosse Werte von r eignet, erhalten wir durch 
teilweise Integration, indem in vorstehendem Integral der Ausdruck

1—reos#
ب ص — 2 1  V cos #

als integrierter Faktor betrachtet wird. Man erhalt zunächst-, indem man 
der Kürze ween

لΙ(ή-/ί(ή = φ„, /صليد = ٠لء-

setzt:

= φ٥φ—٠

و وع Фо (po — rfvjl Ψ: % sin ت ,

- V cos #
ل4ل-٠(،)؟/—ر)؛ه(٢تν% 2 V cos ,و

da wegen z2 == r\ (1 ب V2 — 2 V cos و)

ةئ٠٠ب٠هلأهب
ist-. ١٢ird nun in letzterem Integral bei Fortsetzung der teilweisen Integrat-ion 
(/?.sinو als integrierter Faktor genommen, u. s. f. bei den folgenden Inte
grationen, so ergibt sich, wenn man

JVo sin. dD == ψι, jcpi sin<9٠ dd■ == Cp2, S(p2^{ii>()'d0 — φ3,... jVa sin .9' d أ9 ت  (fail 

setzt, das unbestimmte Integral

)!1(..»-»-ج"■

= φ»φо — rl" · °جقب'A + !اyi ي ؛-)ئ-%٠( № — + ··■’

1( Diese Schreibweise ist gerechtfertigt, weil offenbar

اًر1-كل)؛ك_كل)؛ك( #ئجيل = 2ا)1-ل-ئة-(ل؛اى( ٠ cos 1 — <ا 
1ةللب —V cos 2 د

ist.



oder wenn man

1 عتقه
z dz ’ z dz

ه*د(لأ؛)“'.آ.أ.

oder, was dasselbe ist-.

φχ = ؛؛أ٩٩إ 13.1 
z dz ’ φ٠٥٠،ي’..'،"·1.

13 Фа
؛ 3»

schreibt:

ل>ل-سد-سد<س،٠:;:٠4■■

39. Obige Integrationen sind leicht auszuführen. Man findet (nrit Weg
lassung der willkürlichen Konstanten)

٠ذقةئجله٠؛±هأ““قج'

wo das obere Vorzeichen gilt', wenn V < 1, das untere, wenn > 1 ist.
Setzt nran zur Abkürzung

 cos# — 2v - Q يين + 1)
V cos ϋ ااابا— 2

1 — )/·،
1 ب ص — 2ν cos و

cos ѳ ,لأ اه-؟

3#

(woraus sich

ergibt), so hat nran für г < 1:
اوا ؤ = -arc cos

Ferner findet man

= ب)ل 1و ب ه  aro cos Ѳ)sin S■ d 0■ —i' L±—2;2ν — arc cos Θ — |اه٠لل  Θ'

.ؤ sin ,و

у,—٠ب*ل<٠~,٠,— ٩ 2y ~ر ٠ . زن ن- - -

1 . yi ~l· Γ:Γ - و — i:. الا sin و- — f sin و cos و ,'f іѵ% ) 2ѵ لآ ' ٠



9؟ل=هت٠ل 8ي=هقوس٢(يأجقخ±ة)٠^ع 0080—قب٢٠و(قبل(-ئ))-سال-

— لآ)ة—(؟ ةلتغ ٥ ب غ ' ~il· هلق ح ٠وق° ب٠ 1ا ٠ д sin2 و

— وه cos®و —-ا■ دال'ل;لب; <،لل cosو ب ه sinو cos؛و — ه sin®,و
.u. s. W

Alle diese Ausdrücke verschwinden für 0 و د , oder es ist:

[cfaAo = ٥٠

Für &mn aber ergibt sich 
[yo].ir = -7T,

,,ى ًا, ,٧

 M»ت ق )ص ؛ 4اأ إ 6(

]ء = )ت٠م+ 6ص + 1اة+, 20(
u. s. f., allgemein

ؤ-.ىا٠ج؟۶٠

40. Weiter findet nran, von

Фо ت 1 — أل — ل \
ausgehend, nach denr obigen (38.) Fortschreitungsgesetz

φ٠ ج 1ر)٠ة'ربيق٠<(
ζ 2ζφ\

oder, wenn man
ч ٠ >ل \ unti 3 _,ل

einsetzt:
φ\ = 72 2 برل'

Durch fortgesetzte Anwendung dieses Verfahrens ergibt sicli ferner

 Φ -2 د ؛ن ()/' ل( ш— 7 ل أ

φ31 4ί* لأر — 32ة-ذ ارهر — )4ί4 — 48ة-ج( لأل



alle ψ

 φ4== — 48ί6 أل ا )288ذ-أ — Γ 16(، ل0 ال ؛ )56ί6 — 384ί8( أل

 φ5 ت _) 16ذ٠ ا 576Γ8( أو -ا )304ί7 — 3072ί9( ر0 ور
 ا )ا6ة-ه — 736ί8 ا 3840 هإ-ذ( ?ر

 φ6 د )400 -ة8 — 7680 ه'-ة( أل ؛ )64-»’_- 5056كل٠ إ 38400("-* ر0 ل]
ا _) f 432' -ا 10432-*ها — 46080ة-جإ( أل

 φη د )64ة-8 — 8256ة-هذ ؛ 115200-*ا2( ر5
{ )— 2176-*ج ا 86784"-* — 552960 -*إ'ا( هر ار

؛ _) 64-*8 ؛ 9376-*ها — 69696'-*2 ب 645120 لأا-ج ار
u. s. f.

Nach Einsetzung der Grenzen ergibt sich alsdann, da für 0 = و 
verschwinden, die Intensität

oder einfach 

wenn wir

I2 = nSR* . ث [Σ (-1)аГ1а/ФаСРаІ 

1 ق = ش5ليةب٠أ /;.

setzen, wo das hier gedachte Ф. aus den obigen Ausdrücken hervorgeht, wenn 
man darin statt г seinen Wert für و = Л, nämlich z == Г\ (1 ب v) einsetzt. 

41. Ist ۶ > 1, so hat man bei Ermittelung der Integrale (p von

(po ت -إ ١ر، -ا  arc cos ѳ

auszugehen, und gelangt zu denselben Ausdrücken wie oben (39.), mit dem 
einzigen Unterschied, dass jetzt überall — arc cos Ѳ statt arc cos ö zu setzen 
ist. Auch hier ist durchaus

[cfttlo 0 تت·

Ferner ergibt sich der Reihe nacli

]ج٠1أ ت 0 (ل
[<Ρ\1 = 1 2٠لم

1) Es ist demnach fiil- jedes ν> :

ل وا  по; d ه = 0 )ت  Я fiil- γ<1, —\π für ν= I).



+ل--،)ت6ل7+أ-15٠م’(

2لة٠ Σ —دلماتي-يا ٠٢٠..+'-

[(fsl

u. s. f., und allgemein

[ψα+]]:

Der Intensitätsausdruck wird, wenn man, da das erste Glied der Summe 
wegen |>o]o = 0 und [φ ٥[٠ ι — 0 verschwindet, n 1 ا statt n schreibt:

تتةبةل ٠]~Σ(— 1(٥^ν٥+ι+ΐφ٥،(؟+11

لاهي٠اللعدق44ل٢ا

ل2

1ق
oder vereinfacht

wenn man
4(ل-)٠ءيصجق-1<74,+ ٠

setzt. Im einzelnen liat man

xpi == 4-|

أ۶ا٠_4٠2ا:بل)-با4ا('

اا ق.ة)ا»+۶+ا٠

56 ή + ۴٠-=4-ة 8 )1 + 8 „ ؛ 28ص

¥ةر ت 4٠آًةا)1 + 10ا, + 45ص+120ص؛210س(

% = — 4 . ج )1 + 12 ۶ + 66 ص ؛ 220ص ؛ 495r* ؛ 792ص(

χρΊ= 4 . ج )1 + 14,* + 91'-,2 -1- 364ص ؛ 1001 س ؛ 2002رأ5 ا 3.03 وس

u. s. f.
Die Ausdrücke für Φ sind die nämlichen wie ohen (40.), und ist in ilinen

zu setzen. ,/) ة = /ا)1ب ebenfalls 
42. Mit Hilfe der beiden Reihen 

Φα+1 .ψα+ι 1 = تة y Ac Bz rf und Ai2 —( ئ == Μ2



kann man nun die Intensität

dO-1 ه — Ѵ cos 
b'■، — 2 J'cos ه

Γ (ه)أس ٠٠ ا)لةي — ل"(ه)؛؛ر ر٠

(WO der Faktor π2 /بأ . d. i. das Quadrat des Flächeninhalts eines einzelnen 
Schirmchens, ٦ ist) für Jeden Wert von r د ѴГ] numerisch berechnet
werden. Beide Beihen sind konvergent, und ergänzen sich derart, dass die 
erste um so rascher konvergiert, je kleiner, die zweite um so rascher, je 
grösser ѴГ\ ist.

In Tab. I. finden sich für ein besonderes Beispiel die Werte von vT/2 als 
Funktion von V auf vier Decimalen angegeben, und zwar für rotes Licht 
l = 0,000656 mm (Fraunhofersche Linie G) und für das komplementäre 
Blaugrün 0,000492 د'د mm د Der Radius o der Sonne ist 16 Minuten 
I 0,0046542. Der von Fall zu Fall sich ändernde Radius B der Schirmchen 
wurde hier mit Rücksicht auf möglichste Bequemlichkeit der Reclinung so 
gewählt, dass für jenes rote Licht Г\ 2 دлB()fl— 0,05 wurde, für das kom
plementäre Blaugrün also r'i = 4 · 0,05. Hiemit ergab sich Li = 0,0011216 mm. 
Die Berechnung wurde vom Sonnenrand (,'=]) aus nach ganzen Sonnen
breiten fortschreitend ausgedehnt bis zu einem Winkelabstand von 109 halben 
Sonnenbreiten, d. i. 29٠.

Man erkennt, dass schon in der Mitte der Sonnenscheibe (?/ I 0) das Rot 
an Intensität das Grün übertrifft, wenn auch nur in sehr geringem Masse; 
etwas mehr schon am Rande der Scheibe ()/ = 1). Innerhalb der Scheibe ist 
ausserdem bei einem aus kleinen Körperchen bestehenden Schirnr nocli zu der 
schwach gesättigten Mischfarbe das direkt durchgehende Licht hinzuzufügen. 
Ausserhalb des Randes herrscht das Rot noch vor bis 67 ل د , von 769===ا 
bis V 87 د bekommt das Grün das Uebergewicht, dann wieder das Rot, 
welches bei همو د 10 ة  zu einem ersten Maximum an wächst. Bei dem ange
nommenen Durchmesser 2Д = 0,0022432 mm (etwa dreimal so gross als die 
grösste Lichtwelle) würde also der Radius des Bishopsclien Ringes etwa 103 
halbe Sonnenbreiten oder 27,5 betragen.

IV.
43. Die Grundlage der vorgetragenen Theorie der Dämmerungserschei

nungen bilden die durch Lichtflächen hervorgebrachten Beugungserscliei- 
nungen, und insbesondere der Satz, dass eine weisse Lichtfläche, durch eine 
lileine Oeffnung bet-rachtet, in ihrer ganzen Ausdehnung rötlich erscheint,. Der 

Abh. а. II. a. d. k. AL d. Wiss. XIX. ва. II. Abtb. 65



auf die Sonne als Lichtquelle anwendbare Hauptfall einer durch eine kreis
runde Oeffnung gesehenen Kreisscheibe ist im vorhergehenden Abschnitt erledigt. 
Zur Vervollständigung der Theorie von den Beugungserscheinungen der Licht- 
fläclien betrachten wir jetzt nocli den anderen einfacheren Haupt.fall eines von 
parallelen geradlinigen Rändern begrenzten Lichtbandes oder Lichtstreifens.

Die leuclitende Fläche sei. also ein zur y-Axe paralleler unbegrenzter 
Lichtstreifen von der Winkelbreite 2p, dessen Mittellinie die ؟-Axe ist'. 
Der beugende Schirm bestehe aus einem oder mehreren ebenfalls zur ؟-Axe 
parallelen unter sich gleichbreiten Spalten oder dunklen Sti-eifen von der 
Breite 2 R, die in grosser Anzahl (N) im Gesichtsfeld regellos verteilt sind, 
ist ihre Länge im Vergleich zur Wellenlänge sehr gross, so brauchen wir 
die Litensitätsverteilung nur längs einer zu den Spalträndern senkrechten 
Geraden, etwa längs der Ж-Ахе selbst, zu ermitteln, da die Lichtstärke längs 
jeder zu den Spalträndern parallelen Geraden konstant ist. Man hat alsdann 
in dem AuS'druck (2ة.)

Ä+
0 == sin qx dx؛ — s

und

c د (cos qxäx=2R■11./:,

folglicli

Es ist ferner jetzt in obigem Integral (25.) 2p statt Ω und dl statt da) 
zu set'Zen, und die gesuchte Intensität M'2 im Bildpunkt a ergibt sich:

I2

Setzen wir

~i.a+e)

R2·يعل(|هي



oder, wenn
٩ — )α — ρ( لاة)==ا—a( ؛ ً-.؟إيا'

S(, — Ζ\
،ق٠تًا,جه

تتي)ل(٠،،ع

gesetzt wird, so dass

wird:
f

%Γ zM2

Hiedurch ist die Lichtstärke für jeden Punkt a der Abscissenaxe und 
demnach auch in der ganzen Bildebene bestimmt.

44. Zur Diskussion dieses Ausdrucks ist, wie man sieht, die Kenntnis 
der stets positiven Funktion

)sin ؛؛(■؛■
erforderlicli. Da

stets positiv 'ist, so steigt die Kurve, deren zur Abscisse ة gehörige Ordinate y 
ist, vom Koordinatenanfang, wo y == 0 ist, fortwährend an, und zwar in 
gleichweit, von einander abstehenden, mit waclisendem ة immer niedriger 
werdenden, l'reppenabsätzen, olme Maxima und Minima. Denn der erste 
Diffe٤entialquotient verschwindet für z = ПЛ, ebenso der zweite

(py n sin^ z cos z — sin z"صق٠تة٠7٠ل7٠ا
nicht aber der dritte

Ѣ == ؤ (f cos 2 z — 2 z sin 2 z 3 ب sin.2 z) ,

so dass bei z Ш ηπ Wendepunkte nrit zur Abscissenaxe parallelen Tangenten 
auftreten. Da

)"لم٩ي(دىه = -ة = 1,5707963

ist, so nähert, sicli die Curve in immer niedriger werdenden Treppenstufen 
asymptotisch der Geraden y == i π.



45- Die Funktion y kann leicht in eine für jedes 3 konvergente Reihe 
entwickelt werden. Man erhalt

firn __ ؤج_أيت;اعب j(~¥-)3dSA)

(2 z)2a+l
Σ(_ 1)٥ (2n؛l)(2aJ2ji٠ 

Andererseits habe ich früher gezeigt 1), dass

'ß))‘ ٠ Si{ (ل٠(-يدق-„*)» - ة ر ,(,)).B

ist, WO J_k(z)i V £■ sin ل die Besselsche Funktion mit dem Index i und Si 

den Integralsinus

Si(2z) ==/-— ä3

bedeutet. Da nun,2j

Si(2 (ل٠„)*ر)]٠؛.(د ((ل)أر)ل  t (ر,(.)).+...;

ist, so hat man auch gemäss (B):

٠( لم بلخ) )2  dz = ir ((٠(...+ 2(( ؤر )٩٠( + 2 ((بي)-ةر)2 ا 2 ةذ}ار)

Sinti demnacli die Werte der Besselschen Funktionen ؛/؛2ا_ل,،،  (г) bekannt, (sie 

sind von mir berechnet und am Schluss der eben citierten Abhandlung in 
Tabellen zusammengestellt), so lassen sicli auch die Werte der Funktion y 
mittels der Gleichung (C) mit geringer Mulle angeben. Für kleine Werte von 
3 genügt die unendliche Reihe (Л).

In einer früheren Abhandlung^) habe icli gezeigt, dass Integralsinus und 
Integralcosinus durch eine gewisse mit den Besselschen Funktionen verwandte 
Funktion s,,, deren Eigenschaften in einer vorausgegangenen Arbeit لآ ent- 2 3 4

I) Lommel, Die Beugungserscheinungen geradlinig begrenzter Schirme: 'ب ” der k. bayer.
Akad. d. Wisa. II. Cl. XV. p. 550. 1886.

2) Ib.
3) Lommel, Zur Theorie der Besselschen Funktionen. Math. Ann. Bd. XVI. p. 202. 1879.
4) Lommel, Ueber eine mit den Besselschen Funktionen verwandte Funktion. Math. Ann. Bd. IX.



ة01

wickelt sind, dargestellt werden können, derart, dass der Integralsinus die Form 

8ί(ή = ًا -cos ة - ziß-hi — sin ة - giS-іі 

annimmt, wo die Fun'ktionen s sich durch die halbkonvergenten Reihen

و2ه+ا ’

#2α+2

ZlS-Ц:= Σ(-- 1).

-1ع(

'ausdrücken lassen, welclie für grosse Werte von 2 zur numerischen Rechnung 
sehr bequem sind. Macht man hievon Gebrauclr, so ergibt sicli im Hinblick 
auf Gleichung B:

(. (ئ؛ي)ل٠ي،،٠بل_ئ-٠٠ه2هة-)1(٠٠لل|+|>٠٠2-)تل1(٠ل|يج،

oder:

ىقأ(؟)ر = ة—ة+٠هه2٠^_ص-(-؛لاك2ة)ة-٠ًا3؛؛؛ - + ...).

Sclron von 7 ج د  an genügen die wenigen liier angeschriebenen Glieder, 
um den Wert des Integrals auf vier Decimalen genau zu lierechnen.

Verfügt man Uber eine Tabelle des Integralsinus, so ergeben sich die 
Werte des Integrals y aus der Gleicliung (B). Eine solche von Herrn Gym
nasiallehrer Dr. Zistl berechnete Tabelle des Integralsinus stand mir zu 
Gebote; mit deren Hilfe sind die in der am Schlüsse folgenden Tab. II auf-

), hat man (s. 43.) die Richtstärke

nasiallehrer Dr. Zistl berechnete Tabelk 
Gebote; mit deren Hilfe sind die in der ؛ 
geführten Werte ٢0 اًلآ)لحؤلآ(ةهج  berechnet. 

46. In der Mitte des Bildes, für ffl =
'h R o

)٠اأ،'('ل

oder, wenn man zur Abkürzung
2 π Mg

·»»-$*(ئق)/ا٠ا>٠؛
setzt:



am Rande des Bildes des Lichtstreifens, für «==؛>, ist die Lichtstärke:
4π1ρ

fA s (sin جي)يت d 1ةلغ٢٠٠ع٠

Wie man sielrt, hängen diese Ausdrücke von der Funktion

ab. Der Differentialquotient derselben ergibt sich wie folgt:

oder mit Rücksicht auf (C):

Der Differentialquotient von ?Ji ist also stets negativ; die Funktion y 1 

nimmt sonach mit wachsendem s fortwährend ab, von Zm 0, wo 1 = الآ ist 
(gemäss Gleichung A), bis z == 00 , wo sie verschwindet. Es ist daher, wenn 
^ > 1 ist, immer

oder

eine Eigenschaft der Funktion لآ, während andrerseits, wie oben (44.) gezeigt wurde,
yz Ä

1(£؟)(إ)اع٠لع

ist.
Die Werte von

sind in der dritten Columne der Tabelle II zusammengestellt.



47. Vermöge der Beziehung
0 2، Л. R؛ ,

=ة ؛
sind die Intensitäten Ml und Ij I’unktionen der Wellenlänge λ, welche mit 
wachsendem ζ abnehmen, oder, was dasselbe heisst, die Lichtstärke sowohl in 
der Mitte als am Rande des Bildes der Lichtfläche wird geringer mit ab
nehmender Wellenlänge.

Es gilt dies übrigens für jeden Punkt innerhalb des Bildes der Licht
fläche. Denn nach (43.) ist die Lichtstärke in irgend einem Punkte a der 
Abscissenaxe

“(α+ί)

*،-fr).،.
oder, wenn wir a = V{) setzen:

so bestehtLiegt der Punkt a innerhalb der Lichtfläche, d. h. ist V < 1, 
dieser Ausdruck

aus zwei positiven Gliedern. Nach dem Vorausgehenden ist aber för jeden 
dieser beiden Summanden der Differentialquotient nach ζ iregativ. Sendet 
also die Lichtfläche ursprünglich weisses Licht aus, so sind in dem Liclite 
ihres Bildes die kürzeren Wellen verhältnismässig schwäclier vertreten als die 
längeren, oder das Bild der Lichtfläche erscheint in seiner ganzen 
Ausdehnung in rötlichem Farbenton.

48. Mittels der- Tabelle II lässt sich nun die Lichtstärke nach der Formel
٠ )؛٠«+

-س٠ذ(تم-'ذ(ي٠(

(wo der- Faktor 4ІІ2 weggelassen wurde) für jeden Punkt Й === >' der' Abscissen- 
axe berechnen. Für zwei besondere Fälle, die mit der hier behandelten Auf



gabe in Beziehung stellen, sind die gefundenen Werte in Tab. III zusammen
gestellt. Es wurde nämlich 0,0046542 ='16= لع (gleiclr der halben Sonnen
breite), λ = 0,000656 mm (Rot), λ' = -0,000525 = 1؛ mm (Grün), ferner 
d٤= 0,0011216 mm genommen; damit wird 0,0625 = ح = 0,05, 'ح= -؛ح , so 
dass sich die Werte der lieiden Integrale olme Interpolation unmittelbar der 
Tabelle II'. entnehmen lassen.

Die Werte von für welche Maxima oder Minima, der Lichtstärke statt
finden, ergeben sich aus der Gleichung:

welche der analytische Ausdruck ist für. die von Schwerd 1) gegebene Kon
struktionsregel. Danach findet, man diese Stellen, wenn man die Intensitats- 
kurve für einen einzigen Lichtpunkt in einem Abstand, welcher der scliein- 
baren Breite des Lichtstreifens gleichkommt, zweimal neben einander zeichnet-. 
Den Durchschnittspunkten der beiden Kurven entsprechen die Stellen der 
Maxima und Minima. .

Für die oben angenommenen Zahlenwerte findet man aus vorstellender 
Gleichung das erste Maximum des Rot (λ = 0,000656 mm) bei ,' = 89,876 
halbe Sonnenbreit٠en, also um 89,876.16 Minuten = 23٥ 58' von der Bildmitte 
entfernt, das ei'ste Maximum des Grün (0,000525 ='د nrm) bei 1= 71,900, 
oder in einem Winkelabstand von 19. 10'. Das erste Minimum des Rot liegt 
bei 1 = 62,848 (= 16. 46'), das erste Minimum des Grün bei 1 = 50,285
(=13.25').

Ij Schwerd, 1. c.



Tab. I.

),05

1: r cos# d I) 
Μ.2—-أل)2( —ل ή( 1() ه ν'1 — 2 V cos ب 1

0,000492 mm = رز II = 0,0011216 mm λ — 0,000656 mm 

η 0,05 ر؛ د 16=' 0,0046542

Rot - Grün V Rot Grün V Rot Gi'ün

0 0,9997 0,9994 0,3957 0,1679 0,0003 0,0172
0,9991 0,9983 0,3532 0,1313 0,0000 0,0175
0,9941 0,9895 0,3130 0,0997 0,0006 0,0172
0,9842 0,9720 0,2739 0,0731 0,0018 0,0163

0,969ج 0,9463 0,2376 0,0512 0,0034 0,0151
0,9501 0,9128 0,2032 0,0339 0,0054 0,0137
0,9264 0,8724 0,1727 0,0207 0,0082 0,0115
0,8986 0,8259 0,1444 0,0112 89 0,0095 0,0095
0,8676 0,7742 0,1188 0,0050 0,0115 0,0075
0,8322 0,7185 0,0960 0,0014 0,0.133 0,0057
0,7943 0,6598 0,0761 0,0001 0,0148 0,0040
0,7539 0,5992 0,0588 0,0005 0,0160 0,0026
0,7114 0,5384 0,0441 0,0020 99 0,0169 0,0014
0,6673 0,4770 0,0320 0,0044 0,0173 0,0007
0,6222 0,4175 0,0221 0,0071 103 0,0175 0,0002
0,5764 0,3601 0,0151 0,0099 105 0,0173 0,0000
0,5303 0,3063 0,0085 0,0124 107 0,0167 0,0001

33 ٠ 0,4846 0,2562 0,0043 0,0146 109 0,0159 0,0004
0,4396 0,2104 0,0017 0,0162

Tab. II.

)/ش('-يل، ج)'لذ(لعل s لال")ل(عل٠ (؛:؟؛)/؛٠٠· „m. (؛؟)/؛٠،٠

0,00 0,0000 1,0000 0,30 0,2970 0,9901. 0,60 0,5767 0,9611
0,05 0,0500 0,9996 0,35 0,3453 0,9865 0,65 0,6205 0,9546
0,10 0,0999 0,9989 0,40 0,3930 0,9825 0,70 0,6633 0,9476
0,15 0,1496 0,9975 0,45 0,4400 0,9779 0,7052 0,9402
0,20 0,1991 0,9956 0,50 0,4864 0,9728 0,80 0,7459 0,9324
0,25 0,2483 0,9931 0,55 0,5320 0,9672 0,85 0,7856 0,9242

Abh. d. il. Cl, d. k. Ali. d. Wias. XIX. Bd. II. Abth.



،'(؟)/ )/؛ب(٠ه 8
r)V(؛؛j /؛٠(؛؟)٠،٠ -؟)/٠(٠"

0,90 0,8240 0,9156 2,55 1,4093 0,5527 5,4 1,4860 0,2752
0,9ة 0,8613 0,9066 2,60 1,4115 0,5429 5,5 1,4878 0,2705

1,00 0,8973 0,8973 2.65 1,4132 0,5333 5,6 1,4893 0,2659
1,0ة 0,9321 0,8877 2,70 1,4147 0,5239 5,7 1,4904 0,2615

1,10 0,9656 0,8778 ة١٦ة 1,4157 0,51.48 5,8 1,4911 0,2571
1,15 0,9977 0,8676 2,80 1,4166 0,5059 5,9 1,4917 0,2528
1,20 1,0286 0,8572 2,85 1,4172 0,4973 6,0 1,4920 0,2487
1,25 1,0581 0,8465 2,90 1,4176 0,4888 6,1- 1,4921 0,2446
1,30 1,0862 - 0,8355 2,95 1,4179 0,4806 6,2 1,4922 0,2407
1,35 1,1130 0,8244 3,0 1,4181 0,4727 6,3*1 1,4922 0,2369
1,40 1,1384 0,8132 3,1 1,4182 0,4575 6,4 1,4922 0,2332
1,45 1,1626 0,8018 8,2ا( 1,4182 0,4432 6,5 1,4922 0,2296
1,50 1,1853 0,7902 3؛,ذ 1,4183 0,4298 6,6 1,4924 0,2261
1,55 1,2068 0,7786 3,4 1,4187 0,4173 6,7 1,4927 0,2228

1,60ا( 1,2269 0,7668 3,5 1,4195 0,4056 6,8 1,4931 0,2196
1,65 1,2458 0,7550 3,6 1,4207 0,3946 6,9 1,4938 0,2165
1,70 1,2634 0,7432 3,7 1,4225 0,3845 7,0 1,4946 0,2135
1,75 1,2799 0,7313 3,8 1,4248 0,3750 7,1 1,4955 0,2106
1,80 1,2951 0,7195 3,9 1,4277 0,3661 ٦١،؟ 1,4967 0,2079
1,85 1,3091 0,7076 4,0 1,4310 0,3578 7,3 1,4980 0,2052
1,90 1,3221 0,6958 4,1 1,4348 0,3500 7,4 1,4994 0,2026
1,95 1,3340 0,6841 4,2 1,4390 0,3426 '7,5 1,5009 0,2001
2,00 1,3448 0,6724 4,3 1,4434 0,3357 7,6 1,5025 0,1977
2,05 1,3546 0,6608 4,4 1,4480 0,3291 1,5041 0,1953
2,1.0 1,3636 0,6493 4,5 1,4527 0,3228 7,8 '1,5058 0,1931
2,15 1,3716 0,6379 4,6 1,4574 0,3168 7,9ه( 1,5074 0,1908
2,20 1,3787 0,6267 4,7 1,4620 0,3111 8,0 1,5090 0,1886
2,25 1,3851 0,6156 4,83) 1,4664 0,3055 8,1 1,5104 0,1865
2,30 1,3907 0,6047 4,9 1,4706 0,3001 8,2 1,5118 0,1844
2,35 1,3956 0,5939 5,0 1,4744 0,2949 8,3 1,5131 0,1823
2,40 1,3999 0,5833 5,1 1,4779 0,2898 8,4 1,5142 0,1803
2,45 1,4035 0,5729 5,2 1,4810 0,2848 8,5 1,5151 0,1-783
2,50 1,4067 0,5627 5,3 1,4837 0,2799 8,6 1,5159 0.1763

٠( jk)\l* = 1,21532. (ة -؟)/٠(٠٠٠ = 1,41818. 3( ئؤق)ر(هعلل = 1,46252.

(، ل٠٠ق-~؟)(ل،ا، = ل’غ92ا6- (ق ؤؤ)ر(،2ع» = 1,50665.



ا
1 ؟■)/٠(٠،، (¥)/؛٠،٠ .

/('")■-· )لل٠،عل(يذ؛ ٢لي(يئذل) (?؛)/؛٠٠٠
ل8ت7

1,5166 0,1743 Q« 1,5182 0,1549 10,9») 1,5243 0,1398
8,8 1,5171 0,1724 9,9 1,5184 0,1534 11,0 1,5252 0,1387
8,9 1,5175 0,1705 10,0 1,5186 0,1519 11,5 1,5288 0,1329
9.0 1.5177 0,1686 10,1 1,5190 0,1504 12,0 1,5308 0,1276
9.1 1,51.79 0,1668 10,2 1,5194 0,1490 12ا5د 1,5311 0,1225
9,2 1,5180 0,1650 10,3 1,5199 .0,1476 13,0 1,5313 0,1178
9,3 1,5180 0,1632 10,4 1,520'5 0,1462 13,5 1,5324 0,1135
9,4 1,5180 0,1615 10,5 1,521.2 0,1449 14,0 1,5347 0,1096
(اة.ا 1,5180 0.1598 1,5219 0,1436 14,5*) 1,5365 0,1060
9,6 1,5181 0,1581

 ا 10,6
إ 10,8ا0؛7 1,5227 0,1423 15,0 1,5386 0,1026

9,7 1.5181 0,1565 1,5235 0,1411 15,5(؛ 1,5390 0,0993

ТаЪ. III.
(ζΐν — і (ا + 1)£

ع٠ل)ليلل؛يث(لعل - ئ؟)لغ(لعه

Rot: λ = 0,000656 mm, ح0,05ًا=  Grün: 0,000525 درن mm, 0,0625 دكا;

.д= 0.0011216 mm ,'ب =16

Rot Grünml II ‘V Rot Grün Λ .Rot Griin

0,9997 0,9996 ٠٠ 0,8258 0,7391 0,4102 0,2325

1 0.9989 0,9983 0,7811 0,6758 0,3650 0,1830

3 0,9922 0,9879 0,7330 0,6099 0,3162 0,1393
0.9791 0,9675 0,6823 0,5426 0,2701 0,1019

7 0.9596 0,9374 0,6300 0,4754 0,2272 0,0708
0,9341 0,8986 0,5762 0,4097 0,1877 0,0458

11 0,9029 0,8517 0,5225 0,3466 0,1513 0,0269

13 0,8667 0,7982 0,468-7 ٠ 0,2871 0,1200 0,0134

f )1 )لو(عقة تت ل١5ا803. 2) (؛؟)/٠،٠ = 1,62514. 8).
4 л

٢ج)٠■ع = 1,53113.



Rot Grün r إ Rot Grün Rot Grün

0ا0918 0,0050 0,0471 0,0097 135 0,0043 0,0101
0,0679 0,0008 0,0460 0,0057

13؛
0,0063 0,0079

0,0480 0,0005 0,0437 0,0038 139 0,0079 0,0058
0,0319 0,0034 0,0428 0,0013 141 0,0096 0,0042
0,0194 0,0066 0,0386 0,0003 143 0,0115 0,0030
0,0103 0,0132 101 0,0349 0,0002 145 0,0129 0,0015
0,0033 0,0198 103 0,0311 0,0005 0,0140 0,0006
0,0010 0,0276 105 0,0266 0,0018 149- 0,0154 0,0001
0,0004 0,0319 107 0,0228 0,0034 0,0159 0,0002
0,0011 0,0384 109 0,0183 0,0059 153 0,0164 0,0002
0,0038 0,0426 0,0146 0,0074 155 0,0164 0,0008

69 0,0077 0,0458 113 0,0110 0,0098 0,0162 0,0017
0,0125 0,0466 0,0078 0,0121 159 0,0157 0,0022
0,0179 0,0472 0,0052 0,0138 0,0149 0,0035
0,0232 0,0450 0,0030 0,0150 163 0,0137 0,0046
0,0285 0,0422 0,0015 0,0160 1.65 0,0125 '0,0059
0,0336 0,0394 123 0,0005 0,0164 167 0,0111 0,0064
0,0379 0,0345 125 0,0001 0,0162 169 0,0096 0,007-4

83 0,0415 0,0294 127 0,0001 0,0158 0,0081 0,0079
0,0448 0,0234 129 0,0006 0,0147 173 0,0065 0,0083
0,0462 0,0197 131 (1,0016 0,0133 0,0050 0,0082
0,0470 0,0142 133 0,0030 0,0114


