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1. Einleitung

In ciner kurzen Note aus dem Jahre 1975 hat K. B. Stolarsky [16]
fiir positive reelle Zahlen x und y (mit x # y) sowie fiir reelle Parame-
ter r und s (mit r # s, rs & 0) folgende zweiparametrige Familic von
Mittelwerten ecingefiihrt:

s a8 11—
E(r,s;x,y): = L= }'] .

s x'—y

Die Mittelwertfamilie E ist von besonderem Interesse, weil sie nahe-
zu alle bekannten Mittelwerte als Spezialfille enthilt:

Das logarithmische Mittel: E (0, 1; x, ) = ]in: E(r,1;x,y)
=_ 4 F
Inx—1Iny ’
das geometrische Mittel:  E(—r,r;x,9) = (xy)"?,
das arithmetische Mittel:  E(1,2; x,y) =(x+y)2
das harmonische Mittel:  E(—1,=2;x,7) =2 xy/(x + y),
das Heron Mittel: E(1/2,3/2;x,y) = (x + (xy)'? + y)/3,
das quadratische Mittel: ~ E(2,4; x,y) = ((x* + y)/2)'2,
das Wurzel Mittel: E(1/2,1;x,y) = (" + y3/2)2,
das Lorentz Mittel: E(1/3,2/3;x,y) = ((x'> + y%/2)%.

Interessante Eigenschaften von E sind auBler von Stolarsky vor allem
von E. B. Leach und M. C. Sholander [6], [7] bewiesen worden.
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Im Folgenden werden wir uns mit der Funktionenschar E(r,r +
1;x,y) beschiftigen. Ziel dieser Note ist es, zu zeigen, wie sich die
bekannte Doppelungleichung

X =y x4y
Vaxy < < , *+ .
g Inx —Iny 2 e

mit Hilfe von E (r,r + 1;x, y) auf eine neue Art verschirfen lifit.

2. Definition und elementare Eigenschaften von F, (x, y)

Fiir positive voneinander verschiedene reelle Zahlen x und y defi-
nieren wir:

r+1 _ . r+1
F (x,y) = L /4 fiir reelle  r==0,—1,
r+ 1 ey
Fy(xy) := lim E(x,y) = ——Y _
r—0 lnx—lny
Inx ~Iny

F_i(x,y):= lim F({x,y) = xy
P x—y

Stolarsky [16] hat gezeigt, daB E(r, s; x, y) beziiglich beider Parameter
r und s streng monoton steigt, wenn x,y und der jeweils andere
Parameter festgewihlte Zahlen sind (vgl. [6]). Somit besitzt F, (x, y)
folgende Monotonieeigenschaft:

Wenn x # y und r; < r, dann gilt: F, (x,y) <F,, (x,y).
Ohne Schwierigkeiten beweist man:

lim F, (x,y) = min (x,y) < F, (x,y) < max (x,y) = lim F,(x,y),

x Fy,
¢ Fi(x,y) = F/cx, cy) fir ¢>0,
F,(x,y) = FAy, ).

Bei F, (x, y) handelt es sich also um eine einparametrige Familie von
homogenen symmetrischen Mittelwerten, die neben den drei klassi-
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schen Mittelwerten: dem harmonischen Mittel, dem geometrischen
Mittel und dem arithmetischen Mittel auch das logarithmische Mittel
von x und y als Spezialfall enthilt:

2x
H(x,y): = Fa(x,y) = —2—, Gx,y): = Foyp(x,y) = ()"
x4y
x+y x—y
Aly)r=Fixy) =—=, L(x’}’)1=Fo(x,)’)=m-

Das logarithmische Mittel L spielt bei wirtschaftswissenschaftlichen
und physikalischen Problemen (wic etwa bei Fragen des Wirme-
transports oder der Ladungsverteilung bei elektrischen Leitern) eine
wichtige Rolle (siche [11], [14], [15]) und ist darliber hinaus Gegen-
stand zahlreicher rein-mathematischer Untersuchungen. Vor allem
sind eine Vielzahl von Ungleichungen fir L verdffentlicht worden.
Aus der Monotoniceigenschaft von F, folgt insbesondere, daBl
L (x,y) zwischen dem geometrischen und dem arithmetischen Mittel
von x und y liegt:

Gy <L{xy) <A(xy), x*y. M

Fiir diese Ungleichungen findet man in der Literatur eine Reihe ver-
schiedener Beweise (siche [2], [3], [9], [12], [13]). Daneben ist dic
Doppelungleichung (1) mehrfach verschirft worden (siehe [1], [5],
[8], [10]). Eine besonders elegante Verschirfung von (1) haben B. C.
Carlson sowie E. B. Leach und M. C. Sholander bewiesen:

VGl Ay <Lxy)<iQGupn+Awmp),x+y. (@)

(Einen Beweis filir die linke bzw. rechte Seite von (2) findet man in
[7] bzw. [4].)

3. Ungleichungen fiir F,(x, y)

Im Folgenden wollen wir zeigen: Fiir alle reellen Zahlen r % 0 liegt
das geometrische Mittel von F, und F_, zwischen G und L, und das
arithmetische Mittel von F, und F_, liegt fiir alle r & 0 zwischen L
und A.
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Um diese Aussagen beweisen zu kénnen, bendtigen wir Kenntnis-
se {iber das Monotonieverhalten der Funktionen F, F_,und F, + F_,.

Lemma 1. Wenn x und y positive Zahlen sind mit x = y, dann fillt
die Funktion F, (x, y) F-, (x,y) beziiglich r in R* streng monoton.

Beweis. Fiir r > 0 und ¢ > 0 definieren wir:

f(r ) = F(¢', e7) F_,{e",e™)
r?  sinh(t (r + 1)) sinh (¢ (r — 1))

fir 0< 1
21 (sinh (tr))? . S
t coth (f) fir r=1,
und
_ ~_ rsinh tVr +1) smh(t(\/_—1))
g =) (sinh (tV/1))?
Auf Grund von
.«q'(')_‘c‘f{(l)_ fir 0<r+1,
—
fWVr;0 =
g;(l) fuir r=1,

ist f(\/r;¢) und somit auch
xyf(nyInx/y) = F (xy) F-, (x,y)  (x>y>0)

beziiglich r in R™ streng monoton fallend, wenn — was wir beweisen
werden — g in R streng konkav ist.

Differentiation von g ergibt:

(sinh () 2¢’ (r) = (coth ())? — (coth (¢ \/r))? + t /1 [(coth ¢t V/1))?
coth (t\/—

sowie

sinh (V)" sinh )2 2Y2 g7 )
= =3 cosh (t\/7) (sinh (¢ V7))® + 3 (cosh (¢ V/r))? sinh (¢ V7) —
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tVr (sinh (¢Vr)* + 4tV (cosh ¢ V/))? (sinh ¢ V)* —
3tV (cosht Vr))?
= [3 cosh (¢ V/7) sinh (¢ Vr) — 3¢ Vr (cosh ¢ V1))* +
tVr (sinh (¢ Vr))?] [(costi ¢ V/r))? = (sinh ¢t Vr))?]
= >sinh (2¢Vr) — 2t \r —t\rcosh (2t Vr).
Wir entwickeln sinh und cosh in Potenzreihen und erhalten dann:

© r 2n+1
inh (V) Ginh 0)2 2V g7 = = 3 (= 1) —%‘\/;) i

Folglich gilt:  ¢” (r) <O.

Lemma 2. Wenn x und y positive Zahlen sind mit x  y, dann
steigt die Funktion F{x,y) + F_,(x,y) beziiglich r in R* streng
monoton.

Beweis. Fur r> 0 und ¢>0 definieren wir:

u(rf):=F (e ")+ F_ (e

22 r T [r cosh (f) — coth (tr) sinh ()] fur 0<r=*1,

15
h () + i =
cosh (f) Snh (3 fir r=1,
und
v (r) = v,(n): = Vr coth (¢t/\/r).
Wenn v in R* streng konkav ist, dann fillt
M fir 0<r=1,
r—1
w(rnt): =
v, (1) fiir r=1,

beziiglich rin R* streng monoton, so daB auf Grund von

u(r;f) = 2sinh (&) w (1/r% 1)
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die Funktion # und somit auch
F (x,y) + F_, (x,9) = Vxy u({n} Inx/y) (x>y>0)
beziiglich r in R* streng monoton steigt.

Es bleibt zu zeigen, daB v in R* streng konkav ist.

Differentiation von v ergibt:

v (r) = 26/7 coth (t/\/r) — Et—r- [1 = (coth ¢/V1))*,

4720 () = /1) — (1 + 2¢/V1)?) coth (/1) -
(t/\r) (coth /1) + 2 (¢t/\/1)? (coth (t/\/1))?,

(sinh (¢t/\/1))> 4 P2 v (r) = (t/\/r) (sinh (/1)) +
2 (t/\/r)? (cosh (¢/\/1))® — (t/\/r)? + 1/2) sinh (t/\/r) sinh 2t/\/r) -
(t/2\/r) cosh (t/\/r) sinh (2t/\/r).
Unter Beachtung der Formeln:
(sinh (2))* = % sinh (3a) — 2 sinh (a),
(cosh (@)* = § cosh (3a) + 3 cosh (a),
sinh (a) sinh (2a) = % cosh (3a) — 1 cosh (a),
cosh (a) sinh (2a) = % sinh (34) + % sinh (a),

folgt nach clementaren Umformungen:
(sinh (¢/\/1))* 4 r*2 v () = — (t/\/7) sinh (t/\/7) -
(1/4) cosh 3 t/\/r) + Q2 t/\/1)? + 1/4) cosh (t/\/7). (3)

Wir entwickeln die rechte Seite von (3) in eine Potenzreihe und
erhalten:

(sinh ¢/ 1)) 4 %2 v (1) =

w /\/7)2,;+2
i3 F1) (dn+ 1) — ot 4 VO
3 2, Bt )+ I G+
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Durch vollstindige Induktion beweist man:

8+ 1) @n+1)—9*"+1<0  fiir n=2;
also gilt

v(r) <0 fiir r>0.

Wir sind nun in der Lage, die oben formulierte Verschirfung der
Ungleichungen

Gx,y) <L(x,y) <A(x,y), x*y,
zu beweisen.

Satz. Wenn x und y positive Zahlen sind mit x # y, dann gilt fir
r+0:

G(x,7) < VF, (x,y) F_.(x,y) <L(x7)
<3 (Fx,y) + F-, (x,1) <A(x,y)

Beweis. Nach Lemma 1 ist
S, y): = [Fe (e )F (e, )], x+y,
beziiglich r in R* streng monoton fallend, so daBl wir auf Grund von

lim S, (x,y) = G (x,y) und So(x,y)= L (x,y)

fur r # 0 die Doppelungleichung
Gxy) <S (xy) <L(xy)

crhalten.

Nach Lemma 2 ist

TGy =3[F oy + o lopl, x#y,

beziiglich r in R streng monoton steigend.

Wegen
lim T, (x,y) = A(x,y) und Ty (x,y) = L (x,y)

folgt fiir r = 0:
L{x,y) < T, (x, y) <A(x,y).
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Bemerkung. Auf Grund der Identitit
3 (Fipe, ) + Fapx,y) =3 2G ey + A, p)
und der Abschitzung
(G2 A ) = (Fiate,y) Fan @)

=mmeﬂ@mwamﬁ“—

Gy +2A(x ) \"
———

<0 fir x # y,

erhalten wir folgende Verschirfungen der Doppelungleichung (2):
V(G A y) < VE (xy) F-, (x7) <L(xy)
firx+y und 0<r=1/2,

und
Ly <iF@ep+F, ) <iQGCGwy+Axy)
fur x =%y und 0<r<1/2.

Herrn Prof. Dr. H. Bauer danke ich herzlich fiir seine Verbesse-
rungsvorschlige zu dieser Arbeit.
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