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Die nicht-euklidischen Minimalfidachen II.
Von F. Lindemann,

Vorgelegt in der Sitzung wm 10, Mai 1924,

9. Bildet man den nicht-euklidischen Raum mittels der von
Darboux und Poincaré angegebenen Transformation!) auf den
euklidischen Raum ab, so entstehen aus den nicht-euklidischen
Minimalfiiichen, wie ich in einer fritheren Mitteilung gezeigt habe,®)
Flichen, welche sich (wenn «, f§ die Parameter der Minimalkurven
bedeuten) in der folgenden Form darstellen lassen:

&i==1 f [cosin Z - W, du — cosin e - Widfi],
(1) yo=—=i§ sind- W, da—sin g W,dp],
' p= [ W.da4 Wedp] ==W.

Dabei bedeutet 117 eine reelle Funktion von a, g, mit der
4, 1 durch die Gleichungen zusammenhiingen:

@) 8/.) Tl 3lg f‘ o 3 sos e 3lg N ,‘;’ e
/ op 3 du ° o ! i
(3) 1. ]’V,,,; + 2sin?m - 1, ”}; = 0.

Die Gleichungen (2) sagen aus, da unter den Integral-
zeichen 1 (1) vollstindige Differentiale stehen; die Gleichung (3)
charakterisiert die Flichen als Bilder nicht-euklidischer Minimal-
flichen. Aus (2) erhilt man ferner:

Qu dm alg WV, 27 dm elg 1V,
4) N = .9 - cotgm. © =2 Y I e o o
Dy ap TCOME Ge T 5 aq O8O 5,

1) Vgl. 2. B. nieine Anmerkungen zur Deatschen Ausgabe von Poincarés
» Wissenschaft und Hypothese®.

%) Diese Sitzungsberichte, Jahrg. 1928, Seite 1 i, Daselbst ist die
jetzb mit 2 @ bezeichnete Differenz i — # mit o bezeichnet.
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3 dlg I, 3 21g W7y 3w
£ to . o2 g ST LT T 9 .
(%) dut (GO 8« 3p ) + ap (COth du ) 3ndf
Setzt man noch

(6) L=p+ w, H=p-—m,

(wo also p reell, @ rein imaginiir ist), so ergibt sich ferner aus
o afi ap

(2) und (4):
vl( 2 ) l "?
) g (cotg - 3lg ) e <cotgm . ”’) = 2.
L 64
Mit Hilfe von (2) folgt aus (3):
(3) Wisin2m 4+ Wig=0, W,sin2w — Wy, =0,

@ J

also auch:

: 2 L 3 T
9) = iR e e
\ Qu (sm 2m L of \sin 2 m

oder ausgetiihrt
(9a) 2p.pesin2 o — cosin 2w - (pg o, + poomg) = 0.

10. Die Gleichung (7) kann wegen (2) in der folgenden
Form geschrieben werden:

*log(W.,: Wp) 1
(10 = = = = g, Homg) = 2p.a-tow.
) cadfi sin o+ cosin m( § T 1 0p) Dag g @
Ferner ist
oL 3lgW, me  —1 3lgW;
sin2m  2sin?e 2f 7 sin20  2sin*e da

so dai die Gleichung (9) wird:

3 < 1 3lg W, ] L 2lgWe\ _
da\sin®*m  3f ap\sin* v 2a )_ '

oder entwickelt:

3 lg (W..: W)

alg W, algWy\
dadf '

b 2 cotg [ <(”~, = aﬂ

und unter Benutzung von (2):

*lg(W.: Wy
dudf

(11) — 2w, hp F opit) =0,
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also durch Verbindung mit (10):

E <
, sin 2 w
(4p ., + pomp) = pugtg o

Nach (9) ist aber:
(lpm, + p,wg) — 2 puy-tg(2m) = 0.

sin2m—1"

KEs folgt somit:

(12) Pup =0, Potg + ppo, =0,
und hieraus:
(13) p=d+ B, m=f(4d—1D),

wenn A, I Funktionen von « bzw.  allein bedeuten, und f eine
noch niiher zu bestimmende Funktion bezeichnet.

11. Die Bestimmung von f geschieht durch tfolgende Er-
wiigungen :

Differentiert man die erste Gleichung (8) nach « und elimi-
niert 17 aus dem Resultate, so findet man:

W.psinZ2m 4+ 20, o, cosin 2w + W, g
T /.
4+ —Wisin2m- "% = 0.
L8

Hier kann nach (2) W, /7; durch cotg w - W, ; ersetzt werden;

dividiert man sodann mit W, und wendet die zweite Gleichung (2)

an, so entsteht:

wotg o sm 2o — 2w, cosin 2m 4 g, 4 sin 2o /}"; = 0.
Zufolge (4) und (13) ist hier: .
w,=A(1—f'4 —B), w.,=/f(4d—DB) 4,
= B'(1—["(4d— B)), g = — A" B'f"(4d — D),
und so ergibt sich fiir f die Bedingung:
(19 (I1—7F7Q1 4+ 2sin?f)—2/'(1 —‘2 sin® f)(1 —f")
—2f".sinf-V1-f2=0
oder:

[EG—2sin?f)— 4/ + 14+ 2sin? f— 2" sinf- V1 —f2 =0,
und, wenn man sinf = y setzt:

2y = 2@ Ay VI — (14 2991 — 2 = 0,
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wobei .4 — B die unabhiingige Variable ist. Sei &= 4 — B,
und werde 5 als unabhiingige Variable eingefiihrt, so wird dies:

5 S (ds ”1- by g SO N .
"’I] {('}g—r ([)/ ( *.._)} )(1 )/ ) 4 (/)} I l Ui
ds
5 3—d4 ) =0
(15) SR PR
. . . : o dE .
eine Differentialgleichung erster Ordnung fir :[ . Es 1stozu
U
beachten, dali sowohl & = A4 — B als @ = [(4 — B) rein ima-

giniir sein muf.

Die Gleichung (14) ist fir f'=1, f= A — 1 identisch
erfilllt; dann wird w,.; = 0, i3 = 0, 5, = 0; folglich nach (8)
auch W, =0, W, = 0. Es ergibt sich also keine Fliiche.

Hat man f und damit 2, @ bestimmt, so wird )" am ein-
fachsten aus (8) gewonnen, und dann kinnen die Gleichungen (1)
aufgestellt werden.

12. In Nr. 3 (vgl. die frithere Mitteilung) hatte ich p und
o allein aus der Gleichung (9a) zu bestimmen gesucht, wobei
dann p als reelle Funktion von «, 5 beliebig anzunehmen war
und unendlich viele Funktionen p immer zu derselben Lisung o
fithren. Die Gleichung ist jetzt in die beiden Gleichungen (12)
zerfallen, so daf die nicht-euklidischen Minimalflichen von einer
willkiirlichen Funktion 4 und der konjugierten Funktion B ab-
hiingen, wie die euklidischen Minimalfliichen: aber zur fertigen
Aufstellung der Losungen ist noch die gewishnliche Differential-
gleichung (14) zu l6sen, die sich auf (15) reduziert.

Der von Darboux bemerkte Zusammenhang des Problems
mit dem Problem der Flichen konstanten Kriimmungsmales ist
in Nr. 6 (erste Mitteilung) angegeben. Wollte man aus den be-
kannten Beispielen fiir letztere IFlichen (hei denen die Kriim-
mungslinien als Parameterkurven benutzt werden) Beispiele fiir
nicht-euklidische Minimalfliichen ableiten, so miite man auf den
Fliachen konstanten KrimmungsmaBes zuniichst die Differential-
gleichung der Minimalkurven integrieren, und dadurch wird dieses
Verfahren umstiindlich.



