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Elementare Funktionentheorie und komplexe 
Integration. 

Von Alfred  Pringslieiin. 

Vorgetragen in der Sitzung am 6. März 1920. 

In einer Mitteilung, die kürzlich unter ähnlichem Titel, 
wie die vorliegende, in diesen Berichten (S. 65) erschienen ist, 
hat Herr Adolf Kn es er einen Weg angegeben, um das als 
Grundlage der Cauchy-Riemannschen Funktionentheorie so 
überaus wirksame Hilfsmittel der komplexen Integration auch 
für die sogenannte „elementare“, d. h. Weierstraßische Funk- 
tionentheorie nutzbar zu machen. Während nun die Methode 
des Herrn Kneser, von einer SpeHafdefinition des bestimmten 
Integrals einer Potenz mit positiv-ganzzahligen Exponenten 
ausgehend, im übrigen dem Weierstraßischen Begriffe des 
bestimmten Integrals (als Differenz der Werte des unbestimmten 
an den Integrationsgrenzen) nach Möglichkeit sich anzuschließen 
sucht, habe ich, in dem Bestreben einer Weiterbildung der 
Weierstraßischen Theorie, schon vor ziemlich langer Zeit 
kein Bedenken getragen, ihr in Gestalt gewisser Mittelwert- 
bildungen als teilweisen Ersatz für die komplexe Integration 
ein prinzipiell neues Hilfsmittel einzufügen1) und bin inzwischen 
auch dazu gelangt, die Einführung der komplexen Integration 
auf Grund ihrer allgemeinen Definition und insbesondere den 
Beweis ihres Fundamentalsatzes, des Caucbyschen Integral- 
satzes, so elementar zu gestalten, daß nichts im Wege steht, 

*) Diese Berichte, Bd. 25 (1895), S. 75 ff. und Math. Ann. 47 (1896), 
S. 121 ff. 

Sitzungsb. <1. math.-phyn. Kl. Jalirg. 1920. 10 
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sie der „elementaren“ Funktionentheorie an geeigneter Stelle 
anzugliedern. Bevor ich hierauf des näheren eingehe, sei es mir 
jedoch gestattet, die folgenden Bemerkungen hier einzuschalten. 

In einer sehr eingehenden und sorgfältigen Besprechung1) 
der beiden ersten Abteilungen meiner „Vorlesungen über Zahlen- 
und Funktionenlehre“, als deren leitenden Grundgedanken ich 
es bezeichnet habe, die elementaren Methoden nach Möglich- 
keit auszunützen bzw. auszubilden, stellt Herr Hans Hahn die 
Frage auf (a. a. O., S. 338), was es denn eigentlich mit diesen 
„elementaren“ Methoden für eine Bewandtnis habe? Welches 
die Prinzipien seien, um derentwillen die eine Methode als 
„elementare“ bezeichnet und als solche verwendet werden dürfe, 
die andere nicht? Welcher charakteristischeUnterschied zwischen 
Potenzreihe und Integral es bewirke, daß die erstere das Fun- 
dament einer „elementaren“ Funktionentheorie abgeben könne, 
das letztere aber nicht? Und Herr Hahn erwartet schließlich 
von mir, daß ich als besonderer Anhänger jener „elementaren“ 
Methoden in der Lage sein dürfte, zur Klärung der an diesen 
Ausdruck sich knüpfenden prinzipiellen Fragen etwas ent- 
scheidendes beizutragen. Ohne diese optimistische Ansicht zu 
teilen, möchte ich die vorliegende Gelegenheit, bei der es sich 
ja schließlich um eine „Elementarisierung“ der komplexen 
Integration handeln soll, zu einigen, lediglich meinen Stand- 
punkt kennzeichnenden, keinerlei prinzipielle Geltung bean- 
spruchenden Bemerkungen benützen. Dabei will  ich mich, 
wie es der Zusammenhang mit sich bringt, auf arithmetische2) 
Methoden beschränken. 

Auch in diesem beschränkten Umfange erscheint es mir 
von vornherein als ein aussichtsloses Bemühen, den Begriff 
„elementare Methoden“ ein für allemal eindeutig und einwand- 
frei festlegen zu wollen. Man müßte sich denn etwa uner- 

L Gött. gelehrte Anzeigen 1919, Nr. 9 und 10, S. 321—347. 
2) loh fasse unter dieser Bezeichnung alle möglichen auf die rech- 

nerische Verknüpfung von Zahlen bezüglichen Methoden im Gegensatz 
zu den geometrischen zusammen, mag man sie auch im einzelnen als alge- 
braische, analytische, infinitesimale, funkt ionentheoretische unterscheiden. 
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bittlich auf den Standpunkt stellen, die Anfangs-Rechenmethoden 
der Volksschule (in meiner Jugend ausdrücklich und nicht un- 
passend als „Elementarschule“ bezeichnet), also die vier Spezies 
mit positiven rationalenl) Zahlen als die einzigen „wirklich“  
elementaren arithmetischen Methoden gelten zu lassen. Sowie 
man versucht, die Grenze höher zu legen, wird der Willkür  
ein weiter Spielraum geöffnet: ich wüßte nicht, warum es dann 
nicht freistehen sollte, jede Methode als elementar zu bezeichnen, 
wenn sie innerhalb eines bestimmten Zusammenhanges nach 
genügender Vorbereitung an der richtigen Stelle erscheint. 
Man kann z. B. die gesamte Lehre von den Funktionen reeller 
Veränderlichen bis in ihre modernsten Verfeinerungen ent- 
wickeln, ohne von der Existenz Icomplexer Zahlen den geringsten 
Gebrauch zu machen'2). Hält man diesen durchaus berechtigten 
Standpunkt konsequent fest, so müßte man innerhalb des be- 
zeichneten Zusammenhanges schließlich dazu gelangen, ein 
Lebesguesches Integral für ein elementareres Hilfsmittel an- 
zusehen, als etwa eine nt0 Einheitswurzel. Auf der anderen 
Seite glaube ich nicht fehl zu gehen, wenn ich das Bedürfnis, 
jeder quadratischen Gleichung eine Lösung zu verschaffen, für 
ein wesentlich elementareres erkläre, als dasjenige, einer im 
Riemannschen Sinne nicht integrierbaren Funktion noch zu 
einem Integral zu verhelfen, und wenn ich unter diesem Ge- 
sichtspunkte die Benützung Icomplexer Zahlen für ein Hilfs- 
mittel äußerst elementarer Art halte. Dagegen scheint es mir 
z. B. nicht im Sinne einer elementaren Methodik zu liegen, 
wenn man gleich bei der ersten Einführung der komplexen 
Zahlen a J- hi deren transzendente Umformung: 

1) Schon die negativen Zahlen (von den irrationalen und komplexen 
ganz zu schweigen !) scheiden hieraus, da sie mit einem unverkennbaren 
Stich ins „Nicht-Elementare“ belastet sind: man erinnere sich nur, welches 
Zeitraums und welcher Kämpfe es bedurfte, bis sie das volle arith- 
metische Bürgerrecht erlangten. 

2) Nur bei der Integration der rationalen Funktionen würde dieses 
Prinzip — wenigstens rein theoretisch — eine Lücke hinterlassen, die 
freilich für die praktische Ausführung der Integration nicht in Betracht 
kommt. 

10*  
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in Anspruch nimmt (was zumeist auf rein geometrischem Wege, 
ohne ausreichende Erklärung des arithmetischen Zusammen- 
hanges geschieht). Andererseits gewinnt das nämliche Hilfs- 
mittel sofort den Charakter eines elementaren, wenn im Laufe 
der weiteren Entwickelungen die erforderlichen Vorbedingungen 
sich ergeben haben. 

Hiernach wird man, wenn man dem Begriffe „elementar“ 
näher kommen will, ihn immer nur als einen relativen, nicht 
als einen absoluten auffassen dürfen. Und es würde sich dann 
schließlich nur darum handeln, einen bestimmten Maßstab da- 
für aufzustellen, ivelche von zwei vergleichbaren, d. h. dem 
gleichen Zwecke dienenden Methoden als die elementarere zu 
gelten habe. Wird dann die als elementarer zu erachtende 
Methode kurzweg als die elementare bezeichnet, so scheint mir 
das nach den Gepflogenheiten unseres Sprachgebrauches gerade 
so erlaubt zu sein, wie wenn man z. B. von einem großen 
St. Bernhard oder Meinen Belt spricht. 

Es dürfte kaum auf Widerspruch stoßen, wenn wir, um 
eine Grundlage zu gewinnen, mit zweckmäßiger Erweiterung 
des oben gekennzeichneten Standpunktes die vier Spezies mit 
beliebigen reellen Zahlen für die elementarsten arithmetischen 
Methoden erklären und, nach Einführung der komplexen Zahlen, 
die entsprechend erweiterten Operationen in diesen Kreis auf- 
nehmen, da sie unmittelbar auf die erstgenannten zurück- 
geführt werden können. Jedes einzelne andere arithmetische 
Hilfsmittel mag dann als um so elementarer gelten, je begriff- 
lich-einfacher sein Zusammenhang mit den vier Spezies ist und 
je weniger Schritte erforderlich sind, um es auf diese zurück- 
zuführen. Und dementsprechend wird man eine Gesamtmethode 
als um so elementarer qualifizieren, je elementarer die einzelnen 
Hilfsmittel sind, mit denen sie arbeitet. Das wichtigste, ja 
man kann wohl sagen, das einzige neue Hilfsmittel, welches 
die Analysis den vier Spezies hinzufügt, ist der Grenzwert- 



Elementare Eunktionentheorie und komplexe Integration. 149 

begriff' in seinen mannigfachen Abstufungen und Komplikationen. 
Er erscheint in seiner elementarsten, den vier Spezies am nächsten 
liegenden Form als Grenzwert einer abzahlbaren Menge vor- 
geschriebener Zahlen «,, (v = 0, 1, 2, . . .). Als (sc. möglichst) 
elementare Behandlungsweise der Lehre von der Konvergenz 
sogenannter unendlicher Prozesse wird man nach dem gesagten 
eine solche bezeichnen dürfen, die in der Wahl ihrer Hilfs- 
mittel über den eben erwähnten Begriff nicht hinausgeht, mit 
konsequenter Ausschließung merklich zusammengesetzterer Be- 
griffe, wie Funktion einer stetigen Veränderlichen, Differential- 
quotient und Integral. Wenn Herr Hahn zugibt, daß durch 
eine derartige Beschränkung in der Auswahl der Methoden 
eine gewisse ästhetische Wirkung erzielt wird, so möchte ich 
dem hinzufügen, daß ich in einer solchen „ästhetischen“ Wir- 
kung eine sehr wesentliche (ganz im geheimen vielleicht sogar 
die wesentlichste) Eigenschaft der reinen Mathematik (d. h. der 
Mathematik als Selbstzweck) erblicke, und daß daher nach 
meinem Dafürhalten jede zusammenhängende Darstellung einer 
mathematischen Theorie in diesem Sinne den Charakter eines 
Kunstwerkes tragen oder wenigstens anstreben sollte (was viel- 
leicht nicht allgemein anerkannt zu sein, jedenfalls aber nicht 
allzu oft den wünschenswerten Erfolg zu bringen scheint). Im 
übrigen bin ich der Ansicht, daß die Vorzüge einer „elemen- 
taren“ Darstellung, wie der in Bede stehenden, mit jener 
„ästhetischen“ Wirkung keineswegs erschöpft sind. Vielmehr 
glaube ich, daß das Operieren mit den elementareren und darum 
durchsichtigeren Hilfsmitteln in vielen Fällen einen deutlicheren 
Einblick in das Wesen der Dinge gewährt, als die mecha- 
nischer und versteckter arbeitenden Infinitesimal-Methoden. 
So wird doch z. B. durch die Herleitung der logarithmischen 
Konvergenz- und Divergenzkriterien mit Hilfe der Integration 
von D(lgmx)~e und Dlgm+ \X wohl nicht im entferntesten 
diejenige Einsicht in die hier wirksamen Zusammenhänge ge- 
wonnen, wie durch meine freilich weit umständlichere elemen- 
tare Methode. Als ein nicht ganz wertloses Zeugnis für die 
Richtigkeit dieser Ansicht darf ich vielleicht die Tatsache an- 


