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Zur Axiomatik der Geometrie V.

Vereinfachung des Hilbertschen Axiomensystems
der Euklidischen Geometrie.

Von Richard Baldus in Miinchen.
Mit 4 Figuren.

Vorgelegt in der Sitzung vom 4. Dezember 1937.

1. Das ilteste Axiomensystem fiir ein Gebiet der Mathematik
ist das von Euklid in seinen bertthmten ,,Elementen‘‘ um 300
v. Chr. angegebene,! das aus 118 Definitionen, 5 Postulaten und
5 Axiomen besteht. Die erste wirkliche Verbesserung erfuhr
Euklids Axiomensystem dadurch, dall M. Pasch 1882 die fehlen-
den Axiome des ,,zwischen’’, auf die schon C. F. Gau8 kurz hin-
gewiesen hatte, einfiihrte. Die stirkste Férderung verdankt aber
die Axiomatik den Arbeiten D. Hilberts, der in seinen erstmals
1899 erschienenen ,,Grundlagen der Geometrie‘‘? ein Axiomen-
system der Euklidischen Geometrie aufgestellt hat, das simtliche
Liicken Euklids ausfiillt, zu zahlreichen axiomatischen Unter-
suchungen angeregt hat, und das in der neuesten Fassung fol-
gendermalen lautet, wobei unter zwei, drei, . .. Punkten, Ge-
raden, Ebenen stets werschiedene Punkte, Gerade, Ebenen zu
verstehen sind und statt ,,zusammengehéren‘* auch in {iblicher
Weise ,,géht durch’ usw. gesagt wird:

Erklarung. Wir denken drei verschiedene Systeme von Din-
gen: die Dinge des ersten Systems nennen wir Punéze und be-
zeichnen sie mit 4, B, C, . . .; die Dinge des zweiten Systems
nennen wir Geraden und bezeichnen sie mit a, 4, ¢, .. .; die

Dinge des dritten Systems nennen wir Ebenern und bezeichnen

1 Wir beziehen uns auf die vorziigliche griechisch-lateinische Parallel-
ausgabe der Elemente Euklids von J. L., Heiberg, I. Bd., Leipzig 1883.

2 Im folgenden wird immer auf die 7. Auflage, Leipzig und Berlin 1930,
326 S., weiterhin angefiithrt als ,,Grundlagen®, und deren Fassung der Axiome
Bezug genommen.

Miinchen Ak. Sb. 1937, II 17
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sie mit «, B, v, . . .; die Punkte heillen auch die Elemente der
linearen Geometrie, die Punkte und Geraden heillen die £/le-
mente der ebenen Geometrie, und die Punkte, Geraden und
Ebenen heilen die FKlemente der réumlichen Geometrie oder des
Raumes.

Wir denken die Punkte, Geraden, Ebenen in gewissen gegen-
seitigen Bezichungen und bezeichnen diese Beziechungen durch
Worte wie , liegen', ,,zwischen®, | kongruent, ,parallel”,
»stetig; die genaue und fiir mathematische Zwecke vollstin-
dige Beschreibung dieser Bezichungen erfolgt durch die Axiome
der Geomelrie.

Die Axiomgruppe I: Axiome der Verkniipfung.

1 1. Zu swei Punkten A, B gibt es stets etne Gerade a, die it
Jedem der beiden Punkte A, B zusammengehirt.

I 2. Zu zwei Punkten A, B gibt es nicht mehr als eine Ge-
rade, die mit jedem der beiden Punkte A, B zusammengehirt.

1 3. Auf eciner Geraden gibt es stets wenigstens swei Punkfte.
Es gibt wenigstens drei Punkte, die nicht auf einer Geraden
liegen.

1 4. Zu irgend dred nicht auf ein und derselben Geraden liegen-
den Punkten A, B, C gibt es stets eine Ebene o, die mit jedem der
dret Punkte A, B, C zusammengehirt. Zu jeder Fbene gibt es
stets etnen mit thr zusammengehorigen Punkt,

I 5. Zuirgend drei nicht auf ein und derselben Geraden liegen-
den Punkten 4, B, C gibt es nicht mehr als eine Ebene, die mit
Jjedem der drei Punkie A, B, C zusammengehirt.

1 6. Wenn zwei Punkie A, B ciner Geraden a in einer Ebene o
liegen, so liegt jeder Punkt von a in der Fbene w.

1 7. Wenn zwei Ebenen o, B einen Punkt A gemein haben, so
habzn sie wentgstens nock einen weiteren Punkt B gemein.

1 8. Es gibt wenigstens vier nicht in ciner Fbene gelegene
Punkie.
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Die Axiomgruppe II: Axiome der Anordnung.

Erklarung. Die Punkte einer Geraden stehen in gewissen
Bezichungen zueinander, zu deren Beschreibung uns insbeson-
dere das Wort ,,zwischen'* dient.

17 1. Wenn ein Punkt B zwischen einem Punkt A und einem
Punkt C liegt, so sind A, B, C drei verschiedene Punkte einer Ge-
raden, und B liegt dann auch zwischen C und A.

Il 2. Zu zwei Punkten A wund C gibt es stefs wenigstens
cinen Punkt B auf der Geraden AC, so daf C zwischen A und B
liegt.

17 3. Unter irgend drei Punkten einer Geraden gibt es nicht
mehr als einen, der zwischen den beiden anderen liegt.

Erklarung. Wir betrachten auf einer Geraden ¢ zwei Punkte
A und B; wir nennen das System der beiden Punkte 4 und B
eine Strecke und bezeichnen dieselbe mit 4 B oder mit BA. Die
Punkte zwischen 4 und B heillen Punkte der Strecke A58 oder
auch éunerhald der Strecke A B gelegen; die Punkte A4, B heillen
Endpunkte der Strecke AB. Alle iibrigen Punkte der Geraden a
heiBen auflerhalb der Strecke A B gelegen.

17 4. Es seien A, B, C drei nicht in gerader Linie gelegene
Punkte und a eine Gerade in der Ebene ABC, die keinen der
Punkte A, B, C trifft : wenn dann die Gerade a durch etnen Punkt
der Strecke AB geht, so geht sie gewifl auck entweder durch einen
Punkt der Strecke AC oder durch einen Punkt der Strecke BC2

Erkliarung.? Sind in einer Ebene o eine Gerade 2 und auBer-
halb der Geraden zwei Punkte A4, B gegeben, dann sagt man d7e
beiden Punfkie liegen tn « auf verschiedenen Seiten oder auf der
gleichen Seite von a, je nachdem die Strecke 4B einen Punkt von
a enthilt oder nicht. Es seien A, A’, O, B vier Punkte einer Ge-
raden a, so daB3 O zwischen 4 und B, aber nicht zwischen 4 und A’

1 Nach den ,,Grundlagen®, S. 4, riihrt insbesondere dieses Axiom von
M. Pasch her, ’

2 Ohne inhaltliche Anderung etwas anders als in den ,,Grundlagen®, da ein
dort vorhergehender Satz mit hereingenommen ist.

17
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liegt; dann sagen wir: die Punkte 4, A’ liegen #n der Geraden a
auf ein und derselben Seite vom Punkte O, und die Punkte 4, B
liegen 2n der Geraden a auf verschiedenen Seiten vom Punkte O.
Die sdmtlichen auf ein und derselben Seite von O gelegenen
Punkte der Geraden @ heillen auch ein von O ausgehender Halb-
strakl.

Die Axiomgruppe 1II: Axiome der Kongruenz.

Erkldarung. Die Strecken stechen in gewissen Bezichungen
zu einander, zu deren Beschreibung uns die Worte ,,£ongruent*’
oder ,,gleic/'' dienen.

I 1. Wenn A, B zwet Puntkte auf einer Geraden a und ferner
A’ ein Punkt auf derselben oder einer anderen Geraden a' ist, so
kann man auf einer gegebenen Seite der Geraden a' von A' stets
einen Punkt B' finden, so daff die Strecke AB der Strecke A'B'
kongruent oder gleick ist, in Zeichen: AB = A'B'.

111 2. Wenn eine Strecke A'B' und eine Strecke A" B der-
selben Strecke AB kongruent sind, so ist auch die Strecke A'B'
der Strecke A" B kongruent; oder kurz: wenn zwei Strecken
einer dritten kongruent sind, so sind ste unteveinander kongruent.

111 3. Es seien AB und BC zwei Strecken ohne gemeinsame
Punkte auf der Geraden a und ferner A'B' und B'C' zwei Strek-
ken auf derselben oder etner anderen Geraden a' ebenfalls ohne
gemeinsame Punkte,; wenn dann AB = A'B" und BC = B'C’ ist,
so ist auch stets AC = A'C".

Erklarung. Es sei o eine beliebige Ebene, und %, £ scien
irgend zwei verschiedene von einem Punkte @ ausgehende Halb-
strahlen in ¢, die verschiedenen Geraden angehéren. Das Sy-
stem dieser beiden Halbstrahlen %, £ nennen wir einen Winkel
und bezeichnen denselben mit < (%, £) oder mit <t (4, %). Die
Halbstrahlen /4, £ heillen Schenkel des Winkels, und der Punkt O
heiBt der Scheitel des Winkels. Der Halbstrahl 42 mége zur Ge-
raden /%, der Halbstrahl £ zur geraden £ gehéren. Die Halb-
strahlen /Z und £, zusammengenommen mit dem Punkte O, teilen
die tibrigen Punkte in zwei Gebiete ein: alle Punkte, dic mit £
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auf der gleichen Seite von £ und mit £ auf der gleichen Seite
von /% liegen, heiBlen im Innern des Winkels <t (4, &) gelegen,
alle anderen Punkte heiBen im AuBern oder auBerhalb dieses
Winkels gelegen.

Erkldarung. Die Winkel stehen in gewissen Beziehungen zu-
einander, zu deren Bezeichnung uns ebenfalls die Worte ,,40%-
gruent'' oder , gleich'" dienen.

117 4. Es sei ein Winkel <. (h, ) in einer Ebene o und eine
Gerade a' in einer Ebene o' sowie eine bestimmie Seite von a' in o
gegeben. Es bedeute 1 einen Halbstrakhl der Geraden a', der vom
Punkte O ausgeht : dann gibt es in der Ebene &’ einen und nur
einen Halbstrahl k', so daf} der Winkel < (4, k) kongruent oder
gleich dem Winkel < (A, k) ist und zugleich alle inneven Punkte
des Winkels <. (A, ') auf der gegebenen Seite von a' liegen, in
Zeichen: < (h, k)= X (A, k). Jeder Winkel ist sich selbst kon-
gruent, d. h. es ist stets < (b, k) = X (4, k).

Erkliarung. Ein Winkel mit dem Scheitel B, auf dessen bei-

den Schenkeln je ein Punkt 4 und C liegt, wird auch als < ABC
bezeichnet.

I1] 5. Wenn fiir zwei Dretecke ABC und A'B'C' die Kon-
gruenzen AB=A'B', AC = A'C’, << BAC = < B'A'C’ gelten,
s0 ist auch stets die Kongruenz <& ABC = < A'B'C’ erfiillt.

Hiermit sind z. B. die vier Kongruenzsitze fiir Dreiecke zu

beweisen, die Gleichheit der Scheitelwinkel, die Gleichheit aller
rechten Winkel.

Die Axiomgruppe IV: Axiom der Parallelen.

IV (Euklidisches Axiom). Es sei a eine beliebige Gerade
und A etn Punkt auflerkhalb a.: dann gibt es in der durch a und 4
bestimmeen Ebene hochstens eine Gerade, die durch A lduft und
a nicht schneidet.

Die Axiomgruppe V: Axiome der Stetigkeit.

V'1(Axiomdes Messens oderArchimedisches Axiom).
Sind AB und CD irgendwelche Strecken, so gibt es auf der Ge-
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raden AB eine Anzahl von Punkten A, A, A, ..., A, sodaf
die Strecken AA,, A1A,, A.As, ..., A, A, der Strecke CD
kongruent sind und B zwischen A und A, liegt.

V2 (Axiom der linearen Vollstindigkeit). Die Punkte
einer Geraden bilden ein System, welches bei Aufrechterhaltung
der linearen Anordnung, des ersten Kongruenzaxions und des
Archimedischen Axioms (d. h. der Axiome I 1-2, 11, I/1 1,V 1)
ketner Erweiterung mehr fdhig ist, d. h. esist nicht méglich,
zu diesem System von Punkten Punkte auf @?! hinzu-
zufiigen, so dall in dem durch Zusammensetzung ent-
stehenden System samtliche aufgefiihrten Axiome
erfillt sind.

Dabei ist eine Erweiterung gemeint, bet der die fritheren Axio-
me in der fritheren Weise giiltig bleiben sollen, d. h. ein Punkt,
der vor der Erweiterung zwischen zwei Punkten liegt, soll dies
auch nach der Erweiterung tun, kongruente Strecken sollen
kongruent bleiben usw.

2. D. Hilbert hat die moderne Axiomatik begriindet, die vor
allem in einem entscheidenden Punkt iiber Euklid hinausgeht:
ein Axiomensystem kann grundsitzlich nur logische Beziehungen
zwischen den gedachten Dingen, hier den Punkten, Geraden,
Ebenen, fordern, diese Dinge selbst beschreibt es nicht, was aus
der ersten Erklirung hervorgeht. Wenn man die gedachten Dinge
irgendwie umkehrbar eindeutig auf andere gedachte Dinge ab-
bildet, hat man damit eine neue Deutung des Axiomensystems.
Es ist gleichgiiltig, was man sich unter ,,Punkten®, , Geraden®,
,, Ebenen®’, | kongruent’’ usw. denkt, wenn es nur in einer Weise
geschicht, die mit den Axiomen formallogisch vertriglich ist.

Die Wirklichkeit fihrt, z. B. in der Geometrie, zunichst em-
pirisch auf mathematische Untersuchungen, dann wird das be-
treffende mathematische Gebiet abstrakt dargesteilt — Euklid —
und in der fertigen axiomatischen Form — D. Hilbert — wird auf
den empirischen Ursprung nicht mehr Bezug genommen. Aller-
dings wird bei der Beurteilung, was wichtig, was unwichtig ist,
die Deutung eines Axiomensystems oft wesentlich sein.

1 Zu Beginn dieses Axioms fehlt die Bezeichnung « fiir die Gerade.
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In einigen fritheren Arbeiten? bin ich auf einzelne Axiome des
Hilbertschen Systems niher eingegangen: so in ,,A. G. I auf
das Vollstindigkeitsaxiom, das durch ein anderes Axiom zu er-
setzen ist, etwa das Cantorsche Axiom, wenn man in Uberein-
stimmung mit der ersten Erklidrung D. Hilberts bleiben und nicht
auller den gedachten Dingen alle tiberhaupt denkbaren Dinge
betrachten will; im Archimedischen Axiom braucht man nach
»A. G I nur zu verlangen, daB eine einzige Strecke 4 B durch
Vervielfachung jeder ihrer von A ausgehenden Teilstrecken zu
iibertreffen ist; das Cantorsche Axiom kann man nach,,A. G.IIT*
als reines Anordnungsaxiom, und zwar fiir eine einzige Strecke
und die in ihr liegenden Streckenfolgen aussprechen; endlich
genligt es, das Euklidische Parallelenaxiom nur fiir eine einzige
Gerade und einen einzigen Punkt auBerhalb der Geraden auszu-
sprechen.?Im Axiomensystem D. Hilbertsist,auBerinder I. Axiom-
gruppe, bewullt kein Wert darauf gelegt, Axiome so zu fassen,
dal} sie nur eine Forderung fiir einen Einzelfall aussprechen; die
Beschriankung auf einen Einzelfall bedeutet aber eine grundsitz-
liche Vereinfachung,® die auch bei dem Arbeiten mit dem Axio-
mensystem dadurch eine Erleichterung bedeutet, dal man bei
der Untersuchung ungewdhnlicher Deutungen die Erfillung
eines solchen Axioms an einem bequemen Einzelfall nachpriifen
kann, ohne die ganze Deutung durchmustern zu miissen,

1, Uber das Archimedische Axiom*, Mathematische Zeitschrift 26 (1927)
S.757-761; ,,Zur Axiomatik der Geometrie I. (weiterhin kurz ,,A. G. I%)
Uber Hilberts Vollstindigkeitsaxiom‘‘, Mathem. Annalen 100 (1928) S. 321
-333; ,,A. G. II. Vereinfachungen des Archimedischen und des Cantorschen
Axioms‘, Atti del congresso internationale del matematici, Bologna 1928,
T.1V, S. 271-275; ,,A.G. II1. Uber das Archimedische und das Cantorsche
Axiom*, Sitz.Ber. d. Heidelberger Akademie der Wiss., Math.-naturwiss. KI.,
1930, 5. Abh,, 12 S.; ,,A.G. IV. Uber die Tragweite des Axioms von Pasch®,
diese Berichte 1934, S.145-161. Die Kenntnis dieser Arbeiten wird im folgen-
den nicht vorausgesetzt, ihre hier in Betracht kommenden Ergebnisse werden
angefiihrt.

2 Siehe des Verfassers ,,Nichteuklidische Geometrie* (weiterhin kurz
»N. G.“), Sammlung Gobschen Nr. 970, Berlin und Leipzig 1927, 152 S,,
Nrn. 37 und 38, sowie D. Hilberts ,,Grundlagen®, S. 38.

3 Hierauf bin ich niher eingegangen in ,,Ein Axiomensystem der komple-
xen, projektiven Geometrie* (weiterhin kurz ,,A. k. p. G.**), diese Berichte
1932, S. 149-191, insbesondere in den Nrn. 8, 22, 30, 37, 43.
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Im folgenden soll nun gezeigt werden, daB3 man cine Anzahl
Hilbertschér Axiome ohne nennenswerte Anderung der librigen
Axiome einsparen und damit das Axiomensystem D. Hilberts
wesentlich vereinfachen kann, wenn man die Reihenfolge der
Axiomgruppen idndert und nicht drei Systeme von Dingen ein-
fithrt. Das Hauptergebnis ist am Schlusse von § 6 ausgesprochen.

§ 1.

Bemerkungen zum Axiomensystem D. Hilberts.

3.! Die Forderung ist naturgemif, daB3 ein Axiom sich nicht in
mehrere Teilaxiome zerlegen liBt, da sonst die Aufspaltung des
Axiomensystems in Axiome keinen Sinn hitte. Ein Axiom soll
demnach nur eine Forderung enthalten.? Es ist merkwirdig, wie
verschiedenartig hierin D. Hilberts Axiome sind: wihrend z. B. [ 1
und I 2 die Aussage ,,zu zwei Punkten A4, B gibt es stets genau
eine Gerade ¢, die mit jedem der beiden Punkte 4, B zusam-
mengehort'’ sehr sorgfiltig zerlegen und dasselbe fiir den ersten
Satzvon I 4und fiir I 5 gilt, enthilt I 3 in seinen beiden Sétzen zwei
ganz verschiedene Axiome, die mit I 3a und I 3b bezeichnet wer-
den mogen, ebenso I 4 die beiden Axiome I 4a und I 4b.% Das

1 Uber den Hauptinhalt der vorliegenden Arbeit habe ich bei der Jahres-
versammlung der Deutschen Math. Vergg. in Wiirzburg 1933 kurz berichtet.
AuBere Ursachen verschiedener Art lassen mich erst jetzt dazu kommen, diese
Dinge ausfithrlich darzustellen,

2 Vgl. hierzu aber die folgende Anmerkung.

3 Man konnte noch I 3a in die beiden Axiome zerlegen ,,auf einer Geraden
gibt es stets wenigstens einen Punkt‘‘ und ,,auf einer Geraden gibt es stets
wenigstens einen zweiten Punkt®, doch sei von dieser weiteren Zerspaltung
hier abgesehen, da es in der Axiomatik iiblich ist, Existenzialforderungen
einer Zahl gleichberechtigter Elemente nicht in die Forderungen nach jedem
einzelnen Element zu zerlegen. Vgl. auch meine Axiome I 1 und I 51in ,,A. k.
p- G, § 3. Auch I 3b 148t sich noch zerspalten in ,,es gibt wenigstens drei
Punkte* und ,,sie liegen nicht auf einer Geraden‘‘. Doch folgt der erste Teil
aus I 8 — wenn man den Existenzialaussagen riickwirkende Kraft gibt, wovon
noch die Rede sein wird —, das aber seinerseits zu zerlegen wiire in ,,es gibt
wenigstens vier Punkte‘ und ,,sie liegen nicht in einer Ebene*. Von dieser
letzten Zerlegung moge hier deshalb abgesehen werden, weil bei uns dieses
Axiom an einer Stelle auftreten wird, an der die Existenz von mindestens vier
Punkten schon gesichert ist, so daf es dann nur noch eine Forderung enthilt.
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Axiom III 4! endlich 148t sich sogar in drei Axiome aufspalten:
I1T 4a bestiinde aus dem 1. Teile des Axioms, wenn man ,,und
nur einen'’ streicht, III 4b geht aus III g4a hervor, wenn man
,,nicht mehr als einen'‘ an die Stelle von ,,einen** setzt — damit hat
man die gleiche Zerlegung, welche die Paare I 1, I 2 sowie I 44,
I 5 statt je eines Axioms liefert — endlich spricht der letzte Satz
von 111 4 das Axiom III 4c¢ aus. '

Man erhilt so bei D. Hilbert in den beiden ersten Axiom-
gruppen 14 Axiome, ndmlich 10 in der I. Gruppe, 4 in der
II. Gruppe.

4. Ein Axiomensystem soll keine {iberzihligen Axiome enthal-
ten. Das heiBt zunichst, es soll keines der Axiome aus den tibrigen
beweisbar sein, weiterhin soll das Axiomensystem aber deutbar
sein. Eine zuldssige Deutung liegt dabei nur dann vor, wenn in
dieser jedes Axiom benétigt und erfillt wird, wenn also Dinge
der Deutung dem betreffenden Axiome geniigen. Werden die
Axiome so formuliert, daf} sie aus einem die Voraussetzungen
enthaltenden Vordersatz und aus einem die Forderung des
Axioms aussprechenden Nachsatze bestehen, dann mulB dem-
nach ecine zuldssige Deutung fiir jedes Axiom die Vorausset-
zungen des Vordersatzeserfiillen, da sonst das betreffende Axiom
entbehrlich wire. Wenn die Erftillbarkeit des Vordersatzes eines
Axioms nicht durch vorausgehende Axiome gewéhrleistet wire,
dann enthielte das betreffende Axiom zweierlei Forderungen,
niamlich die, dal3 sein Vordersatz erfiillbar sein soll, und die seines
Nachsatzes. Dies widerspriache zunichst dem Anfange von Nr. 3,
weiterhin wire aber dieses versteckte Einfiithren von Existenzial-
forderungen mit der Klarheit, die man von einem Axiomen-
system fordern muf}, unvertriglich.?

1 Grundlagen*, S. 13, ist der 3. und 4. Absatz zu vertauschen, da man
nicht von ,,iiberstumpfen‘* Winkeln sprechen kann, bevor das Winkelinnere
erklirt ist.

2 So wird z. B. niemand aus der (allen iibrigen Axiomen der Euklidischen
Geometrie mit Ausnahme des Parallelenaxioms geniigenden) absoluten Geo-
metrie die Euklidische Geometrie dadurch gewinnen, daB er statt des Paral-
lelenaxioms etwa ein Axiom einfiihrt ,,wenn in einem Dreieck die Winkelsum-
me gleich zwei Rechten ist, dann . . .*; die Erfiilibarkeit dieses Vordersatzes
konnte nicht aus den {ibrigen Axiomen bewiesen werden.
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Hier 128t D. Hilberts Axiomensystem Wiinsche offen: zunichst
fehlt vor 11 ein Axiom, das die Existenz mindestens zweier
Punkte fordert; vor I 7 fehlt ein Axiom, welches die Existenz
zweier Ebenen gewihrleistet; und selbst, wenn man durch Vor-
ziehen von I 8 hier fir Abhilfe sorgte, wiirde der Vordersatz von
I 6 leer laufen.! Man mufl demnach das Anordnungsaxiom II 2
heranziehen, um das Verkniipfungsaxiom I 6 sinnvoll ausspre-
chen zu kénnen. Endlich ist auch der Vordersatz von Il 1 erst
durch II 2 garantiert, so daB innerhalb der Anordnungsaxiome
IT 1 und II 2 zu vertauschen sind.

Die hier genannten Schwierigkeiten werden durch die weiterhin
angegebenen Abidnderungen am System D. Hilberts wegfallen.

5. Es seien nun D. Hilberts Axiome der Verkntipfung it Aus-
nahme des Axioms I 5 vorausgesetzt, dazu die Axiome II 2, IT 3,
IT 4. Drei Punkte 4, B, C, die nicht in einer Geraden liegen

Fig. 1

(I 3), bestimmen nach I 4 mindestens eine Ebene a. Angenom-
men, es wire durch dieselben drei Punkte noch eine Ebene 2 be-
stimmt. Dann wiirden nach 16 alle Punkte der Geraden A2,
BC, CA sowohl in « als auch in 8 liegen. Wire P ein weiterer
Punkt von « und Punkt einer dieser drei Geraden, dann ware er
auch Punkt von f. Lige er aber auf keiner dieser drei Geraden,

1 Das zeigt die Deutung der iibrigen Verkniipfungsaxiome durch die Ecken,
Kanten, Flichen eines Tetraeders als Punkten, Geraden, Ebenen mit den iib-
lichen Inzidenzbeziehungen.
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Fig. 1, dann wiirde ein Punkt 0, der zwischen B und C liegt
(,,Grundlagen'* S. 5/6, Satz 3 mit Beweis mittels der Axiome I 3,
IT 2, IT 3, IT 4) zu « und B gehoéren und nach I 1 eine Gerade DP
liefern, die nach II 4 entweder den Punkt 4 oder einen Punkt £
enthielte, der innerer Punkt einer der Strecken AZB oder AC
wire und gleichzeitig Punkt von B. Die Gerade AD oder ED
wire daher nach I 6 auch Gerade von §, demnach wire 2 auch
Punkt von 8. Dies ist der, okne Axiom I35 gefihrte Bewelis
fiir den

Satz 1. Haben zwei Ebenen drei nicht in einer Geraden liegende
Punkte gemeinsam, dann haben sie alle Punkte gemeinsam.

6. Durch diesen Satz I ist trotz seiner engen Verwandtschaft
mit dem Axiom I 5 nicht etwa dieses Axiom bewiesen, denn es
lassen sich Deutungen angeben, in denen zwar dieser Satz, aber
nicht das Axiom I g5 gilt:

Man deutet z. B. die Worte ,,Punkt*, ,,Gerade’, , Ebene’ in
der uiblichen Euklidischen Weise und fiigt noch irgendein Ding
als ,,Ebene’ f hinzu, der man die Punkte und Geraden einer
Euklidischen Ebene o zuordnet. Mit irgend drei nicht kollinearen
Punkten von « gchéren dann zwei Ebenen zusammen, niamlich
o und B, in Widerspruch mit I 5. Mit Ausnahme dieses Axioms
sind diec Axiome der Gruppen I-IV und das Archimedische
Axiom erfillt.!

Oder man nimmt ein Drehparaboloid {2} an, deutet wieder
die Worte ,,Punkt®, ,,Gerade*’, ,,Ebene‘" Euklidisch, nennt aber
auBlerdem noch die Euklidischen Punkte ,,Ebenen‘ und ordnet
einer solchen punktférmigen Ebene v als ,,Punkte’ in der Deu-
tung des Axiomensystems die Euklidischen Punkte zu, welche

! Diese Deutung kann man ohne weiteres in den Ebenen erweitern, ohne
neue Punkte oder Gerade hinzuzudenken. Der Schluf} von der Vollstindigkeit
der Punkte auf die der Ebenen und Geraden, wie er vom Verfasser in seiner
»N. G.“ S. 51, ferner in ,,A. G. I*, S. 322/323 und S. 325/326 durchgefithrt
wurde, sowie von D. Hilbert, ,,Grundlagen** S. 31/32, ist demnach wesentlich
durch T 5 und entsprechend durch I 2 bedingt. Die Bemerkung S. 32 der
»Grundlagen®, daB fir den Vollstindigkeitssatz die Aufrechterhaltung von
17 wesentlich ist, lifit sich demnach dahin erweitern, daB auch die Aufrecht-
erhaltung von I 5 und I 2 nétig ist.
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in der Euklidischen Polarebene von y beziglich {2} liegen.!
Dann zerfallen die Ebenen in zwei Klassen, die Euklidischen und
die punktférmigen. Zu irgend drei nicht-kollinearen Punkten in
einer Euklidischen Ebene, die nicht zur Achse von {2} parallel
ist, gibt es dann, in Widerspruch mit I 5, zwei Ebenen, die mit
jedem der drei Punkte zusammengehoéren, ndmlich deren Eukli-
dische Verbindungsebene und aulerdem den Pol dieser Verbin-
dungsebene als punktférmige Ebene.?

Die nun naheliegende Betrachtung des Satzes I und des
Axioms I 5 zeigt, daBl man I 5 in den Beweisen der Sitze der
Euklidischen Geometrie entbehren kann, wenn man unter zwei
,,verschiedenen' Ebenen zwei Ebenen versteht, deren eine im
Sinne der Axiome I 4a, I 4b, 1 6, 1 7, I 8 mit mindestens einem
Punkte zusammengehort, mit dem die andere nicht zusammen-
gehort, die demnach punkt-verschieden sind.® Daker ist das
Axiom I 5 entbehrlich, obwoll es nicht aus den tibrigen Axiomen
bewiesen werden kann.

7. Der tiefere Grund fiir diese merkwiirdige Tatsache ist fol-
gender:

Die Dinge der drei Systeme D. Hilberts, die Punkte, Geraden,
Ebenen, sind nicht gleichberechtigt. Jedes Axiom handelt von
Punkten in Verbindung mit Geraden oder Ebenen oder beiden,
dagegen kein einziges nur von Geraden und Ebenen.* Demnach

1 Man kénnte auch ein allgemeines Paraboloid nehmen. Bei einer Mittel-
punktsfliche 2. Ordnung wire dem Mittelpunkt als punktférmiger Ebene ent-
gegen 1 4b kein Punkt zugeordnet.

2 Auch diese Deutung erfiillt die beim vorigen Beispiele genannten Axiome.
Sie 148t sich ebenfalls in den Ebenen erweitern, ohne dall man neue Punkte
oder Gerade hinzudenkt, indem man noch weitere Drehparaboloide annimmt
und mit ithnen so verfihrt wie mit dem ersten.

3 In der ersten Deutung sind o und 8 nicht punktverschieden. Ist in der
zweiten Deutung eine Euklidische Ebene nicht parallel zur Drehachse und
ist v die punktférmige Ebene ihres Poles, dann sind diese beiden Ebenen nicht
punktverschieden.

4 Es gibt auch keinen Satz der Euklidischen Geometrie, der nur von Ge-
raden oder Ebenen oder beiden handelt, in allen Sitzen treten Punkte auf;
dabei ist zu beriicksichtigen, daf z. B. die Aussage, daB sich zwei Gerade
schneiden (nicht schneiden), nichts anderes bedeutet, als dafl es einen (keinen)
Punkt gibt, der mit beiden zusammengehort.
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nehmen die Punkte eine Sonderstellung gegeniiber den Geraden
und Ebenen ein. Die Aufgabe dieser beiden letzten Systeme von
Dingen ist die, Zuordnungen innerhalb des Systems der Punkte
festzulegen.! Die Euklidische Geometrie handelt nur von den
Punkten und den durch die Geraden und Ebenen bestimmten
Punktmengen, wdhrend die Hilbertschen Geraden und Ebenen
ohne selbstindige Bedeutung neben der Geometrie herlaufen. Dies
erkennt man z. B. einfach dadurch, dal man zunichst D. Hil-
berts Axiomensystem in der Euklidischen Weise deutet und dann
aus dieser Deutung {D} eine neue Deutung {D,} dadurch ab-
leitet, dall man von einem Punkt O aus die Geraden durch eine
Dehnung des Raumes hinausschiebt, die Ebenen durch eine an-
dere Dehnung, wihrend man die Punkte und ihre Zuordnungen
unverindert 1dBt. Dann kommt irgendeine O nicht enthaltende
Gerade g oder Ebene ¢ in eine neue Lage g; oder ¢;; die mit g,
oder ¢; nach den Axiomen zusammengehdrenden Punkte sind
jedoch die in g oder ¢ liegenden. Diese Deutung {®,} erfiillt simt-
liche Axiome D. Hilberts. Man kann nun jeden Satz der Eukli-
dischen Geometrie durch eine nur aus Punkten bestehende Fi-
gur erldutern, die sich durch den Ubergang von {D} zu {D,}
nicht dndert; wenn man allerdings auch noch Gerade und Ebe-
nen eintrigt, dann erhilt man eine andere Figur, z. B. gehen die
Seiten eines Dreiecks dann rdumlich nicht durch dessen Eck-
punkte, und die Ebene eines Dreiecks enthilt rdumlich weder
die drei Eckpunkte noch die drei Seiten.

8. So erklirt es sich auch, daB D. Hilberts Axiomensystem fiir
die Euklidische Geometrie gentigt, obwohl darin — was besonders
bei der Deutung {D,} klar wird ~ auf die fiir die rdumliche An-
schauung wesentlichen Tatsachen der /nzidenz der Punkte mit
den jhnen zugeordneten Geraden und Ebenen tiberhaupt nicht
Bezug genommen wird. Riumlich-anschaulich ist die Gerade

1 So daB z. B. die Verkniipfungsaxiome, die von Punkten und Geraden
handeln, die wesentliche Tatsache festlegen, daB es innerhalb des Systems
der Punkte Zusammenfassungen zu Punktmengen derart gibt, daB durch
irgend zwei Punkte eine solche Menge eindeutig bestimmt ist, diese Punkte
dazugehéren und die Menge durch irgend zwei ihrer Punkte eindeutig be-
stimmt ist.
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oder Ebene 77dger ihrer Punkte, in D. Hilberts Axiomensystem
nicht notwendig.

Damit wird man dazu geflihrt, die Einfihrung der drei Sy-
steme von Dingen D. Hilberts fallen zu lassen und nur von dem
System der Punkte sowie von Punktreihen und Punktfeldern zu
handeln, wie es in verschiedenen Axiomensystemen schon ge-
schehen ist.

Das 14Bt sich, worauf wir jetzt eingehen wollen, einfach durch-
fihren, ndem man von den Anordnungstatsachen als den an-
schaulichen Grundtatsachen awsgeht, und zwar fast ausschlieB-
lich mit Verwendung Hilbertscher Axiome. Die nihere Unter-
suchung wird zeigen, dall man, neben anderen Vorteilen, von
denen noch die Rede sein wird, nicht nur, was nach den Nrn. g
und 6 zu erwarten ist, das Axiom I 5 einspart, sondern nach der
Zahlung von Nr. 3 noch weitere 5 Verknlipfungsaxiome, so daB3
in dem abgeinderten Axiomensystem in den beiden ersten
Axiomgruppen statt 14 Axiomen nur deren 8 auftreten, ohne
dafl man an den Axiomen der Ubrigen Gruppen etwas zu indern
briuchte.

Ebenso beginnt O. Veblen a. a. O. mit den Anordnungsaxiomen.
Auf die enge Verwandtschaft von hier folgenden Axiomen mit
solchen von O. Veblen werden wir in Nr. 29 noch hinweisen.

§2.

Die neue Axiomgruppe der Anordnungsaxiome.

9. Die beiden Erklarungen D. Hilberts vor der Axiomgruppe I
und zu Beginn der Axiomgruppe II werden folgendermaBen ab-
geandert und zusammengefalt:

1. Erklarung. Die Euklidische Geometrie handelt von einenm
System von Dingen, die man ,,Punkte'' nennt und mit grofien,
latetnischen Buchstaben bezeichnet. Punkie kinnen in etner Be-
sichung stehen, die durch das Wort ,,zwischen'' bezeichnet wird.

1 So bei O. Veblen, ,,A system of axioms for geometry*, Trans. of the Ame-
rican Mathem. Soc., Vol. 5 (1904) p. 343-384 fiir die Euklidische und die
reelle, projektive Geometrie; fiir die komplexe projektive Geometrie in des
Verfassers ,,A. k. p. G.*“.
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A. Anordnungsaxiome.l

A 1. Es gibt drei Punkte R, S, T2 die miteinander in keiner
swischen-Beziehung stehen.,

Dieses Axiom entspricht dem Hilbertschen I 3b. Es gewiihr-
leistet die Existenz von mindestens drei Punkten.

A 2. Zu zwei Punkten A, B gibt es wenigstens einen dritten
Punkt C derart, dafp B swischen A und C liegt, in Zeichen ABC.3

A 2 unterscheidet sich, bis auf die Bezeichnung, von D. Hilberts
1T 2 durch den Fortfall von ,auf der Geraden 42", da bei uns
die Anordnungsaxiome dazu dienen werden, zu definieren, was
es heiflt, dal Punkte in einer Geraden, einer Ebene liegen. Es

folgen nun II 1 in etwas abgeinderter Fassung und fast wort-
lich II 3:

A 3. Aus ABC folgt CBA.

A 4. Unter drei Punkten gibt es nicht mehr als einen, der zwi-
schen den beiden anderen liegt.

Bezeichnet ,,n012 ABC*, dall zwar zwischen den Punkten A,
B, C eine zwischen-Beziehung besteht, aber nicht die Beziehung
ABC (sondern BCA oder CAB), dann folgt aus ABC, den
Axiomen A 3 und A 4 zufolge: non ACB, non BCA, non BAC,
non CAB. Zu Bund 4 gibt es nach A 2 einen Punkt D mit BAD,
der demnach von C verschieden sein muB. Es gibt daher 4 Punkte,
die sich zu zwei Tripeln mit zwischen-Beziehungen zusammen-
fassen lassen, wie sie der Vordersatz des nun folgenden Axioms
voraussetzt:

* Die Bezeichnung der neuen Axiomgruppen mit groBen, lateinischen
Buchstaben gestattet eine einfache Unterscheidung von den Axiomgruppen
D. Hilberts, die mit rémischen Ziffern bezeichnet sind.

? Die Buchstaben in den Axiomen auftretender Punkte, auf die wiederholt
zuriickgegriffen wird, werden durch Uberstreichen hervorgehoben. Das sind
nicht etwa Punktindividuen, die durch keine anderen ersetzt werden kénnen,
nur miite diese Ersetzung gleichzeitig in allen Axiomen erfolgen, die von
ihnen handeln. Vgl. dazu auch ,,A. k. p. G.*, 5. 189, Anm. 2.

Mit zwei, drei, ... Punkten sind, wie bei D. Hilbert, zwel, drei, . . . ver-
schiedene Punkte gemeint; siehe auch ,,A. k. p. G.%, S. 159, Anm. 3.

?® Diese bequeme Bezeichnung wird schon lange in Untersuchungen iiber
Anordnungseigenschaften verwendet.
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A 5. Liegt einer der Punkte A, B, C zwischen den beiden an-
deren und einer der Punkie A, B, D zwischen den beiden andeven,
dann liegt auch einer der Punkte B, C, D zwischen den beiden
anderen.

Dal} aus A 5 ein Axiom D. Hilberts folgt, wird sich am Ende
von Nr. 11 zeigen.

10. Nun werden vermoége der zwischen-Beziechungen Punkt-
reihen eingefiihrt durch die

2. Erkliarung. Sind A, B irgend zwei Punkle, dann bilden die
Punkte A und B sowie die Punkte, welche mit A und B in etner
zwischen-Beziehung stehen, die |, Punktreihe AB'. Punktreihen
werden auch mit kleinen, lateinischen Buchstaben bezeichnet.

Nach dieser Erklirung ist die Punktreihe 48 mit der Punkt-
reihe BA identisch. Uber Punktreihen lassen sich nun einige
Sitze beweisen.

Aus der Bemerkung nach A 4 folgt, dall die Punktreihe 45
mindestens zwei weitere Punkte C, D enthdlt mit A BCund BAD;
zu A und C gibt es nach A 2 einen Punkt X mit ACX, wobei
wegen A 4 der Punkt X von B verschieden ist. Wenn X auch von
D verschieden ist, dann ist X ein finfter Punkt der Punktreihe
AB, bezeichnen aber X und D denselben Punkt, d. h. gilt ACD,
dann gibt es nach A 2 zu € und 4 einen Punkt Z mit CAZE,
der wegen ABC und ACD nach A 4 von B und D verschieden
ist. Demnach gilt der

Satz 1. Jede Punktreihe enthilt mindestens flinf Punkte.

11. Es seien nun C, D, E Punkte der Punktreihe 42, d. h. es
bestehen zwischen-Beziehungen in den Punktetripeln (1) 4, 7,
C, ferner (2) 4, B, D und (3) 4, B, £; dann gibt es nach A ;5
auch eine zwischen-Beziehung in dem Tripel (4) B, €, D und
vermoge (1) und (2) auch in (5) 4, C, D. Zufolge (4) und (5)
sind 4 und B Punkte der Punktreihe €. Aus (1) und (3) folgt
vermoge A 5 eine zwischen-Beziehung in dem Tripel (6) 4, C,
und aus (5) und (6) eine solche in (7) €, D, £. Demnach ist
auch 7 Punkt der Punktreihe CD. Aus (1), (2), (5), (7) und A 4
folgt der
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Satz 2. Irgend drei Punkte einer Punktreihe stehen in einer
zwischen-Beziehung; genau einer von ihnen liegt zwischen den
beiden anderen.t

Sind A4, B zwei Punkte, dann kénnen nicht alle drei ‘Punkte
R, S, 7 mit ihnen in zwischen-Bezichung stehen, da sonst nach
Satz 2 eine zwischen-Beziehung zwischen R, S, 7 bestchen
miiBte, im Widerspruch mit A 1. D. h.

Satz 3. AuBerhalb jeder Punktreihe gibt es mindestens einen
Punkt.

Aus dem Satze 2 und der 2. Erklirung ergeben sich unmittelbar
die beiden Sitze, die nur verschiedene Ausdriicke fiir den gleichen
Sachverhalt sind:

Satz 4. Haben zwei Punktreihen zwei Punkte gemeinsam,
dann haben sie alle Punkte gemeinsam.

Satz 5. Eine Punktreihe ist durch irgend zwei ihrer Punkte
eindeutig bestimmt.

Dieser letzte Satz entspricht D. Hilberts Axiom I 2, das dem-
nach mittels A 5 bewiesen wird.

12. Wir wenden uns zum letzten Anordnungsaxiom D. Hil-
berts, IT 4.2 Zunichst werden, wie bei D. Hilbert, die Strecken
erklirt.

3. Erklirung. Das System zweier Punkie A, B nennt man,
ohne Riicksicht auf ihre Reihenfolge, ,,Strecke AB'. Die Punkte
swischen A und B heifien |, Punkte der Strecke AB", A und B
heiffen |, Endpunkte der Strecke AB'; alle iibrigen Punkte der
Punktreihe AB heiflen ,auflerhalb der Strecke AB' gelegen.

! Der mittels des Axioms II 4 gefithrte Beweis von A. Wald fir diesen
Satz, ,,Grundlagen‘ S. 6, wird hier entbehrlich.

2 Die aus den fritheren Auflagen iibernommene Fassung von II 4 in den
,,Grundlagen* mit ,,entweder . . . oder* ist mit dem anschlieBenden letzten
Satze vor § 4 unvertriglich, es miilte danach etwa heiBen: ,,. .. gewiB auch
durch einen Punkt mindestens einer der Strecken 4C, BC*. Vgl. dagegen
die ,,schwiichere‘* Fassung von ,,entweder, oder‘‘ bet G. Thomsen, ,,Grund-
lagen der Geometrie in gruppenalgebraischer Behandlung®, Leipzig und
Berlin 1933, 88 S., insbes. S. 24, die sprachlich nicht gliicklich ist.

Miinchen Ak. Sh, 1937, II 18
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Die Strecke 4B ist nach dieser Erklirung gleichbedeutend mit
der Strecke BA4.

Nach A 1 und A 2 gibt es, Fig. 2,1 einen Punkt X mit RSX
und einen Punkt ¥ mit R7 Y, also gibt es eine zwischen-Be-
zichung im Tripel ¥, R, 7', wobei im Tripel ¥, R, § keine
zwischen-Beziehung bestehen kann, da sonst vermoége A 5 eine

(4) (D) (B)

solche im Tripel R, 7', S folgen wiirde, in Widerspruch zu A 1.
Damit ist die Konstellation des nun folgenden letzten Anordnungs-
axioms gewonnen, das eine etwas verdnderte Form von II 4 ist,

Fig. 2:

A 6. Sind A, B, C drei Punkte, die miteinander in keiner
zwischen-Bezichung stehen, ist D ein Punkt der Strecke AB und
E etn auflerhalb der Strecke AC liegender Punkt der Punktreihe
AC, dann enthilt die Punktreihe DE mindestens einen Punkt der
Strecke BC.

Dal} die Punktreihe DA genau einen Punkt der Strecke BC
enthilt, ergibt sich ohne weiteres aus Satz 4.

1 In Fig. 2 gelten zunichst die nichteingeklammerten Buchstaben, die
eingeklammerten beziehen sich auf den Wortlaut des gleich folgenden
Axioms A 0.
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§ 3.
Folgerungen aus der Axiomgruppe A.

13. Man beweist nun, wie in den ,,Grundlagen S. 5/6 den

Satz 6. Zwischen irgend zwei Punkten einer Punktreihe liegt
mindestens ein Punkt.

Beweis: B, C seien die beiden Punkte, nach dem Satze 3 sei
D ein Punkt aullerhalb der Punktreihe BC. Dann gibt es nach
A 2 einen Punkt 4 mit BDA und einen Punkt £ mit ACE.
Nach A 6 existiert in der Punktreihe DE ein Punkt der Strecke
BC.

Es mégen nun die Beziehungen (1) ABC und (2) ACD be-
stehen, Fig. 3. Dann gibt es nach Satz 3 einen Punkt £ auller-

Fig. 3

halb der Punktreihe AC und nach A 2 einen Punkt F mit (3)
BEF, der nach Satz 4 nicht zur Punktreithe BC gehért. Nun folgt
vermoge A 6 aus den Punkten B, £, C und (1), (3) die Existenz
eines Punktes G mit (4) #GC, ebenso aus den Punkten 4, G, C
und (1), (4) die Beziehung (3) A £G, ferner aus den Punkten A,
Z, D und (2), (5) ein Punkt A mit (6) £AD, endlich aus den
Punkten B, £, D und (3), (6) die Beziehung BCD. Daher gilt der

Satz 7. Aus ABC und ACD folgt BCD.

18*
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Man beweist nun den
Satz 8. Aus 4ABC und ABD folgt non CBD.

Denn aus (1) ABC und (2) ABD folgt zunichst non CAD, da
sich aus CBA4 und CAD Satz 7 zufolge BAD ergeben wiirde, in
Widerspruch zu (2). Daher gilt entweder (3) ADC oder (4) ACD.
Aus (2) und (3) wiirde BDC nach Satz 7 folgen, aus (1) und (4)
aber BCD, demnach gilt non CBD.

14, Es gelte (1) ABC und (2) ACD, dann gilt nach Satz 7 auch
(3) BCD. Damit sind nun sowohl (4) DA als auch (5) DA B un-
vertriglich, denn aus (3) und (4) wiirde €D A nach Satz 7 folgen,
was nach A 4 unvereinbar mit (2) wire, und aus (2) 2CA4 und (3)
wiirde sich CAZ ergeben, entgegen (1). Das liefert, zusammen-
gehalten mit Satz 2, den

Satzg. Aus ABCund ACD folgt ABD.

Angenommen, es bestchen die Bezichungen (1) und (3), Fig. 3.
Dann wihlt man & auflerhalb der Punktreihe AC und # mit (6)
CGF. Es folgt nach A 6 aus den Punkten 4, C, G und (1), (6) ein
Punkt £ der Punktreihe 78 mit (7) A£G, weiter aus den Punkten
B, C, F und (1), (6) die Bezichung (8) AL/, ferner aus den
Punkten B, £, D und (3), (8) ein Punkt /7 der Punktreihe /C
mit (9) £HD, endlich aus den Punkten 4, £, D und (7), (9) die
Beziehung ACD. Aus ARC und BCLD folgt demnach ACD,
ebenso aus DCAB und CBA die Beziechung DBA. Das gibt zu-
sammengefalit den

Satz 10. Aus ABC und BCD folgt ABD und ACD.2

15. Es gelte (1) ABC und (2) BDC. Dann gilt nach Satz 2 eine
und nur eine der drei Bezichungen (3) ADZB, (4) BAD, (5) ABD.
Infolge (3) und (1) miifte, Satz 7 zufolge, DB gelten, (2) wider-
sprechend; aus (4) und (2) wiirde, Satz g zufolge, BAC folgen,
(1) widersprechend. Daher gilt (5). Das ist der

Satz 11. Gilt ABC, dann kann kein Punkt einer der beiden
Strecken A5, BC gleichzeitig Punkt der anderen sein.

1 Die Sitze 1—-10 und ihre Beweise sind bekannt, vgl. z. B. ,,Grundlagen‘’,
S. 7 und H. Liebmann, ,,Nichteuklidische Geometrie*, 3. Aufl.,, Berlin und
Leipzig 1923, S. 11/12.
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Man bezeichnet eine Strecke PQ als ,,7eilstrecke’ einer
Strecke AB, wenn entweder 2 und Q Punkte der Strecke A5
sind, oder einer Punkt und der andere Endpunkt der Strecke 4B
ist. Gilt A BC, dann ist demnach die Strecke 4B Teilstrecke der
Strecke AC. Es sei D ein Punkt der Strecke 4B, d. h. es gelte
ADB und ABC, dann folgt nach Satz g daraus ADC, der Punkt
der Teilstrecke 4B ist demnach auch Punkt der ganzen Strecke
AC. Gilt APQ und PQB, dann ist irgendein Punkt R der Strecke
PQ demnach auch Punkt der Strecke PAB, daher auch Punkt der
Strecke A B. Das ist der erste Teil von

Satz 12. Ist eine erste Strecke Teilstrecke einer zweiten, dann
ist jeder Punkt der ersten auch Punkt der zweiten, wihrend es
Punkte der zweiten gibt, die nicht zur ersten gehdren.

Der zweite Teil dieses Satzes ist klar, man braucht ja nur einen
Punkt der Strecken 4P oder QB zu nehmen.

Es gelte nun ABC und BCD, dann gilt nach Satz 10 auch
ACD. Liegt ein Punkt in der Strecke A2, dann liegt er nach
Satz 12 auch in der Strecke 4C und vermége des Satzes 11 nicht
in CD. D. h.

Satz 13. Sind in einer Punktreihe vier Punkte 4, B, C, D ge-
geben und gilt 4 BC sowie BCD, dann gibt es keinen Punkt, der
sowohl zur Strecke 4B als auch zur Strecke CD gehért.

16. Sind nun 4 und 2B irgend zwei Punkte einer Punktreihe,
dann gibt es nach Satz 6 einen Punkt € zwischen 4 und B, dann
einen Punkt 2 zwischen 4 und C sowie einen Punkt £ zwischen
Cund B, in jeder dieser vier Strecken 4D, DC, CE, EB wieder
je einen Punkt usf. Daher giit der weit tiber Satz 1 hinausgehende
erste Teil von

Satz 14. In einer Punktreihe gibt es zwischen irgend zwei
Punkten unendlich viele Punkte. AuBerhalb jeder Strecke einer
Punktreihe gibt es unendlich viele Punkte der Punktreihe.

Der zweite Teil dieses Satzes ist klar, denn ist 45 eine Strecke,
dann gibt es nach A 2 einen Punkt € mit 4 5C und in der Strecke
BC nach dem ersten Teile des Satzes unendlich viele Punkte.
Ebenso gibt es einen Punkt 2 mit 40 und in der Strecke AD
unendlich viele Punkte.
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Aus Satz 14 ergibt sich unmittelbar, daB es unendlich viele
Punktreihen gibt: die Punktreihen RS und S7 sind nach A1
voneinander verschieden, jede enthilt unendlich viele Punkte, und
irgendeiner dieser Punkte, der von S verschieden ist, der einen
Punktreihe bestimmt mit einem von § verschiedenen Punkte der
andern Punktreihe nach Satz 5 eine Punktreihe, und nach Satz 4
sind alle diese Punktreihen voneinander verschieden. Demnach
gilt der

Satz 15. Es gibt unendlich viele Punktreihen.

§ 4.

Zwei Erklirungen.

17. Es seien O, A, B, C, D funf Punkte einer Punktreihe und
es gelte AOB sowie AOC, vermodge des Satzes 8 gilt dann
non BOC; ebenso folgt aus BOA und BOD die Beziehung non
AOD. Damit ist die Moglichkeit gegeben, in einer Punktreihe
von einem Punkt aus zwei Seiten zu unterscheiden:

4. Erklarung. Sind O, 4, B drei Punkte einer Punktreihe,
dann liegen A und B ,,auf der gleichen Seite von O, wenn O
nicht swischen A und B liegt, , auf verschiedenen Seiten von O,
wenn AOB gilt. Die Punkte auf der gleichen Seite von O bilden
eine von O ausgehende ,,Halb-punktrethe'.

Nach dem soeben Gesagten gilt der

Satz 16. Eine Punktreihe wird durch jeden ihrer Punkte in
zweil Halb-punktreihen zerlegt.

Zu irgend zwei Punkten gibt es nach Satz 3 mindestens einen
Punkt, der mit ihnen nicht in einer Punktreihe liegt (nach Satz 13
sogar unendlich viele). Man kann daher die folgende Erklirung
aussprechen:

s. Exklarung. Drei Punkte A, B, C, die miteinander in keiner
zwischen-Beziehung stehen, bestimmen ein |, Dreieck', ,, \ ABC".
Die drei Punkte heiflen dessen ,,Ecken''. Die Punkte der Strecke
AB heiflen ,innere Punkte der Gegenseite von C*, diese Punkie
sowte A und B heiffen |, Punkte der Gegenseite von C*.
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Da auch die Punkte B, C, 4 in keiner zwischen-Bezichung
stehen usw., ist nach dem ersten Satze dieser Erklirung A ABC
gleichbedeutend mit A BCA, A CAB, A CBA, N BAC,
A ACB. Daher erhilt man aus dem letzten Satze der Erklirung
auch die Punkte der Gegenseite von A4 und der von B durch
zyklische Vertauschung der Buchstaben.

18. In A ABC liege D so, daBl 4D B gilt, und £ so, dal ECA
gilt. Im A\ ADE liegt dann B auBerhalb der Strecke 4D, wah-
rend C innerer Punkt der Strecke AZ ist, daher ist nach A 6 der
Punkt & Punkt der Strecke DZ, daher gilt £/D. Das ist der

Satz 17. Trifft eine Punktreihe die Seiten A8 und B( eines
Dreiecks ABC in den inneren Punkten D und # und die Punkt-
reihe 4C in einem Punkt £ mit £CA, dann gilt EFD,

Angenommen, die Seiten eines A ABC wiirden von einer
Punktreihe @ in den Punkten Z, F, D getroffen. Einer dieser
Punkte liegt zwischen den beiden anderen, z. B. £ zwischen &
und D, so dall (1) FED gilt. D, E, F mdgen der Reihe nach auf
den Seiten AB, BC, CA liegen, es wire demnach (2) ADB, (3)
BEC, (4) CFA. Die Punktreihe BE trife A AFD in den Punkten
B, E, C, und wegen (2) und (1) miite nach Axiom A 6 (Nr. 12)
die Beziehung FCA bestehen, im Gegensatze zu (4). Das ist der
Beweis fiir den

Satz 18. Nimmt man in jeder der Seiten eines Dreiecks einen
inneren Punkt, dann kénnen diese drei Punkte nicht der gleichen
Punktreihe angehéren.

§ 5.
Das Punktfeld.

19. Das Punktfeld wird nun eingefithrt durch die

6. Erklirung. Es sei ein N\ ABC gegeben. Die Punkie der-
Jenigen Punktreihen, welche irgendeinen Eckpunkt des Dreiecks
und einen Punkt der sugehirigen Gegenseite enthalten, bilden das
wPunktfeld ABC*. Punktfelder werden auch mit kletien, griechi-

schen Buchstaben bezeichnet.
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Es soll nun schrittweise folgendes gezeigt werden: sind U, I/,
W irgend drei Punkte des Punktfeldes 4BC, die nicht zur
gleichen Punktreihe gehoren, dann besteht das Punktfeld UVIV
aus denselben Punkten wie das Punktfeld 4 BC.

20. D sei ein von 4 und B verschiedener Punkt der Punkt-
reihe 4B. Dann sind die drei Fille moglich

1) DAB, 2) ADB, 3) ABD.

Die Punkte des Feldes 4 BC, die zugleich Punkte einer der
Punktreihen A2 oder BC sind, gehéren dann, wie unmittelbar
klar ist, auch zum Punktfelde DABC, ebenso die Punkte der
Punktreihe €A im Falle 1). Die Punktreihe €4 in den Fillen 2)
und 3) wird in Nr. 24 behandelt werden.

P sei ein von A verschiedener Punkt in einer Punktreihe durch
A und nicht Punkt einer der Punktreihen A8, BC, CA. Dann
haben die Punktreihe A2 und die Strecke BC cinen Punkt £
gemeinsam, und es konnen drei Unterfille eintreten, namlich

a) AEP, b) APE, ) PAE.

Oder P sei ein Punkt einer Punktreihe durch B, und F sei der
gemeinsame Punkt der Punktreihe B und der Strecke AC.
Dann erhilt man die Unterfille

d) BFP, e) BPF, f) PBI.

Endlich sei 2 Punkt einer Punktreithe durch € und es sei G
der Punktreihe CP und der Strecke 48 gemeinsam. Dann kén-
nen die Unterfalle auftreten

g) CGP, h) CPG, i) PCG.

Das liefert im ganzen die 27 Fille 1a), 1b), ..., 3i), die nun
zu betrachten sind.

21. Es sei DADPB vorausgesetzt. Wir untersuchen nun die hier
auftretenden 9 Unterfalle.

Der Fall 1a). Das A APD?' wird von der Punktreihe BE in
dem Punkte B der Punktreihe 40 und in dem Punkt £ der

1 Die zu den 27 Fillen gehdrenden Figuren sind nach dem Gesagten ohne
weiteres zu zeichnen und im folgenden weggelassen.
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Strecke 4P, demnach zufolge A 6 auch in einem Punkt X der
Strecke DP getroffen. Aus A APD folgt nach Satz 17 die Be-
ziehung BZEX. Nach der 4. Erklarung liegen demnach £ und X
auf derselben Seite von B, und wegen BL( liegt C auf der gleichen
Seite. Daher gilt entweder BXC oder BCX. Im ersten Fall ist
auch Punkt des Punktfeldes 2BC. Im Falle BCX folgt aus A
DX B und der Beziechung DX P nach A 6 ein Punkt ¥ der Punkt-
reihe 2C mit D YA, die Punktreihe V€ gehért aber zum Punkt-
felde DBC.

Der Fall 1b). Es gilt (1) BEC, (2) DAB, (3) APE. Aus A
ACE, (1) und (3) folgt nach A 6 ein Punkt X der Punktreihe B
mit (4) AXC und aus A DAC, (2) und (4) ein Punkt Y mit D VC.
Demnach liegt 2 auf BY, ist daher ein Punkt des Feldes DBC.

Der Fall 1¢). Aus A PCE folgt in der Punktreihe BA ein
Punkt X mit PXC, dabei gilt Satz 16 zufolge BAX. Aus BAX
und BAD folgt nach Satz 8§ non XAD, so daB nur die Fille A XD
und ADX ibrig bleiben. Gilt AXD, dann liegt 2 auf CX und
daher im Punktfelde DBC, gilt aber ADX, dann folgt aus
A XCB ein gemeinsamer Punkt Y der Punktreihe D und der
Strecke BC, so daf auch hier P zum Punktfelde DBC gehort.

Der Fall 1d). Aus A DAC und BF folgt X in der Strecke DC
und P in BX. Ebenso 1¢) und 1f).

Der Fall 1g). Der Punkt & liegt in 4B, daher auch in BD.
Ebenso 1h) und 11).

22. Wir kommen nun zur Annahme 2) ADB.

Der Fall 2a). Aus A ADP und der Punktreihe BE folgt ver-
mége A 6 und Satz 17 der gemeinsame Punkt X der Strecken
DP und BZ, so dall P zur Punktreihe DX gehort.

Der Fall 2b). Aus A ACE und Punktreihe B2 folgt der
Punkt X dieser Punktreihe mit AXC, aus A ACD ergibt sich der
Punkt ¥ der Punktreihe BX in der Strecke DC. Demnach liegt
P in der Punktreihe BY.

Der Fall 2¢). Aus A 4EB und der Punktreihe PD folgt der
Punkt X in der Punktreihe PD mit BXE. Vermoge BXE und
BEC ergibt sich, Satz g zufolge, BXC, und P gehdrt zur Punkt-
reihe DX.
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Der Fall 2d). Das A ACD wird von der Punktreihe BF in
einem Punkt X mit DXC getroften, P liegt auf BX. Ebenso 2¢)
und 2f).

Der Fall 2g). Es gilt (1) ADB, (2) AGP und (3) CGP. Die
Punkte G und D gehoren zur Strecke A B, also ist entweder (4)
D = G, oder es gilt nach Satz 11 cine der beiden Bezichungen (5)
AGD, (6) ADG. Wenn (4) vorliegt, ist P Punkt von CD. Liegt
(5) vor, dann wird A GCB von der Punktreihe 20D im Punkt X
der Strecke BC getroffen. Im Falle (6) liegt G in der Strecke D2B.
Daher gehort in diesen drei Fillen £ zum Punktfelde DBC.

Der Fall 2h). Es treten wieder die drei Unterfille wie in 2g)
auf, namlich (4), (5), (6). Gilt (4), so ist 2 Punkt von €D, im
Falle (5) wird A CGD von der Punktreihe B2 im Punkt X der
Seite CD getroffen, im Falle (6) ist CG auch fur A DBC giiltig.

Der Fall 2i). Auch hier hat man die gleichen drei Unterfille
(4), (5), (6). Fall (4) ist wieder ohne weiteres klar, im Falle (5)
hat A GCB mit der Punktreihe DP einen Punkt X der Strecke
BC gemeinsam, im Falle (6) liegt P in der Punktreihe CG, die
auch fir A DBC gilt.

23. Es ist noch die Annahme 3) ABD zu erledigen.

Der Fall 3a). Nun gilt ABD, BEC, AEP. Aus A\ AED folgt
der Punkt X der Punktreihe PB mit FXD, aus A CED der
Punkt ¥ der Punktreihe BX mit €YD, Punkt P liegt in der
Punktreithe BY.

Der Fall 3b). Es gilt APE. Aus A AEB folgt der Punkt X
der Punktreihe 2D mit BXZ, und nach Satz g gilt wegen BXE
und BEC auch BXC. Der Punkt P gehort zur Punktreihe DX

Der Fall 3¢). Wegen PAK folgt aus A AED der Punkt X der
Punktreihe PB mit £ZXD, aus A\ CED der Punkt Y der Punkt-
reihe BX mit DYC. Der Punkt P ist Punkt der Punktreihe BY.

Der Fall 3d). Aus BFP und A BPD ergibt sich der Punkt X
der Punktreihe 4F mit der Bezichung PXD, und nach Satz 17
gilt AFX. Wegen AFX und AFC ergibt sich aus Satz 8 die
Lage non XFC, daher kann nur (1) #XC oder (2) FCX gelten.
Im Fall (1) folgt aus A ACB, dal die Punktreihe X2 die Strecke
BC in einem Punkt ¥ trifft, und 2 liegt in der Punktreihe DY.
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Im Falle (2) ergibt sich aus A BFX ein Punkt ¥ der Punktreihe
PC, fur den BYX gilt, und aus A BXD ein Punkt Z der Punkt-
reihe Y mit der Bezichung BZD; in der Punktreihe CZ liegt P.

Der Fall 3¢). Zufolge BPF wird A\ AFB von der Punktreihe
PD in einem Punkt X mit der Beziehung AXF getroffen, aus
der wegen A FC vermoge des Satzes 9 die Beziehung 4 X folgt.
Aus A ABC und der Punktreihe DX ergibt sich ein Punkt ¥
dieser Punktreihe mit BYC. Auf DY liegt P.

Der Fall 3f). Es gilt PBF. Aus A FCP folgt ein Punkt X der
Punktreihe 48, fur den CXP gilt. Aus dem gleichen Dreiecke
folgt wegen AFC nach Satz 17 auch ABX, so daB3 wegen ABD
entweder (1) BXD oder (2) BDX richtig ist. Im ersten Falle liegt
P auf CX. Im zweiten Falle wird A CBX von der Punktrethe
PD in einem Punkt ¥ der Seite BC getroffen.

Der Fall 3g). Wegen AGB und ABD gilt, Satz 7 zufolge,
GBD. Das A CGD wird daher von der Punktreihe 2B in einem
Punkt X getroffen, flir den CXD gilt. P liegt in der Punktreihe
BX.

Der Fall 3h). Wie im vorigen Falle gilt GBD. Das A GBC
wird von der Punktreihe DP in einem Punkt X getroffen, fiir den
BXC gilt. P gehort zur Punktreihe DX

Der Fall 31). Es gilt wieder GBD. Aus A GCD folgt ein Punkt
X der Punktreihe PB, fir den CXD gilt. P ist Punkt der Punkt-
reihe BX.

24. Es sind nach dem 2. Absatze von Nr. 20 noch die Punkte
der Punktreihe C4 in den Fillen 2) und 3) zu betrachten.

Im Falle 2) sind drei Mglichkeiten o) ACP, 8) APC, v) PAC
zu unterscheiden.

Fall o). Das A 4BC hat mit der Punktreihe DP einen Punkt
X gemeinsam, fir den BXC gilt. P liegt auf D.X.

Fall B). Das A ADC hat mit der Punktreihe BP einen Punkt
X gemeinsam, fiir den CXD gilt. P liegt auf BX.

Fall v) wie Fall «).

Wir kommen zum Falle 3) und unterscheiden wieder die drei
Moglichkeiten a)-v).
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Fall o). Wortlich wie oben Fall B).
Fall £). Wortlich wie oben Fall o).
Fall v). Wortlich wie oben Fall B).

25. Aus den Nrn. 20-24 folgt, daBl ein Punktfeld 4 BC iden-
tisch ist mit dem Punktfelde BCD, wobei D irgendein von 4 und
B verschiedener Punkt der Punktreihe 42 ist. Hat man nun
irgendein A A4,8,C; des Punktfeldes ABC, dann liegt 4, in
einer Punktreihe, die eine Ecke des A ABC, z. B. A und einen
Punkt A der Gegenseite von A enthilt. A ABA oder A ACA
—wenn A4, zur Punktreihe A8 oder AC gehért, nur eines dieser
beiden Dreiecke - liefert nun wieder das Punktfeld 4 BC. Das
Punktfeld 4 BA ist aber nach dem soeben abgeleiteten Ergebnisse
dasselbe wie das Punktfeld 454,. Durch zweimalige Wieder-
holung dieses Verfahrens erhidlt man als Punktfeld 4,5,C; das
Punktfeld 4BC. D.h.

Satz 19. In der 6. Erklirung kann man an die Stelle des A
ABC irgendein Dreieck des Punktfeldes, dessen Eckpunkte und
deren Gegenseiten setzen.

26. Daraus ergibt sich unmittelbar der

Satz20. Haben zwei Punktfelder drei nicht zur gleichen Punkt-
reihe gehérende Punkte gemeinsam, dann haben sie alle Punkte
gemeinsam.

Eine Fassung der gleichen Tatsache in etwas anderer Form
ist der

Satz 21. Ein Punktfeld ist durch irgend drei seiner Punkte,
die nicht zur gleichen Punktreihe gehéren, eindeutig bestimmt.

Wenn zwei Punkte einer Punktreihe in einem Punktfelde
liegen, dann kann man zwei Ecken eines das Punktfeld bestim-
menden Dreiecks in diese Punktreihe legen, und es ergibt sich der

Satz 22. Hat cine Punktreihe mit einem Punktfelde zwei

Punkte gemeinsam, dann liegen alle Punkte der Punktreihe in
dem Punktfelde.

Es sei $ ein Punktfeld,  eine Punktreihe in ihm, X einer ihrer
Punkte, 4 ein Punkt von § aullerhalb a, Fig. 4. Die Punktreihe
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AX gehort nach Satz 22 zu B, es gibt nach A 2 (Nr.g) in ihr
einen Punkt B mit 4X B, und dieser kann nach Satz 4 (Nr. 11)
nicht zu a gehoren. Ebenso liefert ein weiterer Punkt ¥ von «
einen Punkt C von 8 auBerhalb  und es gilt 4 YC. Die Strecke

C

Y

D
Fig. 4

CB kann nach Satz 18 keinen Punkt von « enthalten. Gilt CXD,
dann kann ebenso die Strecke AD keinen Punkt von « enthalten.
Ist W ein weiterer Punkt von @ und gilt CWE, dann enthalten
auch die Strecken 4% und DZ nach demselben Schlusse keinen
Punkt von «. Das ist der Beweis fiir den

Satz 23. Ist @ eine Punktreihe eines Punktfeldes 3, dann ver-
teilen sich die nicht auf ¢ liegenden Punkte von £ auf zwei Halb-
felder derart, daB zwei Punkte dann zum gleichen Halb-feld ge-
héren, wenn zwischen ihnen kein Punkt von a liegt, zu ver-
schiedenen Halb-feldern, wenn zwischen ihnen ein Punkt von «
liegt.

7. Erklarung. Eine Punktreihe zerlegt ein Punktfeld, dem
sie angehort, in swei | Halb-felder'. Die Punktreihe gehdrt zu
keinem der beiden Halb-felder.

27. Es sei ein A ABC in einem Punktfelde 8 gegeben und eine
Punktreihe @, welche einen Punkt 2 der Strecke 4B enthalt und
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nicht durch € l8uft. Nach Satz 23 teilt 2 das Punktfeld  in zwei
Hilften, wobei wegen A P8 die Punkte 4 und B auf verschiede-
nen Seiten von « liegen. Wenn nun € auf der gleichen Seite wie
A (wie B) liegt, enthilt die Seite BC (AC) des Dreiecks nach
Satz 23 cinen Punkt von a. Damit ist D. Hilberts Axiom I1 4
bewiesen.

Ein A ABC moge in der Seite BC einen Punkt P, in der Seite
AC einen Punkt @ enthalten. Dann haben die Strecken AP und
BQ einen Punkt gemeinsam, wie man ohne weiteres erkennt,
wenn man Axiom A 6 (Nr. 12) auf A ACP und die Punktreihe
BQ anwendet, ebenso auf A BCQ und AP, unter Beriicksichti-
gung von Satz 17.

§ 6.

Die Dimensionsaxiome. Folgerungen.

28. Aus den Hilbertschen Axiomen der Axiomgruppe I werden
nun noch die beiden Axiome I 8 und I 7 verwendet, sie bilden
die ndchste Axiomgruppe. Kraft des ersten dieser beiden Axiome
hat der Raum mindestens, kraft des zweiten genau drei Di-
mensionen.

B. Dimensionsaxiome.

B. 1. Es gibt einen Punkt U, der nicht zum Punktfeld RST
gehori.

B. 2. Haben zwet Punktfelder einen Punkt gemeinsam, dann
haben sie nock etnen Punkt gemeinsam.

Aus B 2 folgt nach Satz 20, dal3 die beiden Punktfelder dann
eine ganze Punktreihe gemeinsam haben.

Es seien a ein Punktfeld, X und Y zwei seiner Punkte, 4 ein
Punkt auBerhalb o, ferner D und £ Punkte mit AXDund 4 VE.
Das Punktfeld ADZ trifft « in der Punktreihe X'V, die nach
Satz 18 wegen des A ADE keinen Punkt der Strecke D Z enthalten
kann, d. h. die Strecke DZ enthilt keinen Punkt von «. Nimmt
man einen Punkt B mit D £ B, dann kann aus demselben Grunde
die Strecke A5 keinen Punkt von o enthalten, und wenn man
einen weiteren Punkt € so annimmt, daf3 die Strecke AC keinen
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Punkt von « enthilt, gilt dasselbe wegen II 4 (Nr. 27) auch fir
BC. Das Punktfeld 4CD hat mit « wegen des Punktes X und
wegen B 2 eine Punktreihe gemeinsam, die wegen II 4 einen
Punkt der Strecke €D enthalten mufl. Das ist der Beweis fiir

Satz 24. Der Punktraum wird durch jedes Punktfeld in zwei
Halb-rdume zerlegt. Die Verbindungsstrecke zweier aulBBerhalb
des Punktfeldes liegender Punkte hat keinen oder einen Punkt mit
dem Punktfelde gemeinsam, je nachdem die beiden Punkte im
gleichen Halb-raum oder in verschiedenen Halb-rdumen liegen.

29, Die hier eingefiihrten Axiome unterscheiden sich von
solchen bei O. Veblen a. a. O.! teilweise nur durch die Formu-
lierung oder durch die Reihenfolge: seine Axiome I und VII
entsprechen unserem A 1, Axiom V ist unser A 2, Axiom II
unser A 3, Axiom III unser A 4, Axiom VI unser A 5, Axiom
VIII unser A 6, Axiom IX unser B 1, Axiom X entspricht un-
serem B 2, Axiom XII ist das Euklidische Parallelenaxiom.
O. Veblen fihrt nun so fort, daB er, lediglich seine 12 Axiome
voraussetzend, den Euklidischen Raum in den reellen, projek-
tiven Raum einbettet und dann durch Spezialisierung unter Aus-
zeichnung uneigentlicher Elemente daraus in bekannter Weise
die Tatsachen der Euklidischen Kongruenz gewinnt und damit
D. Hilberts Axiome der Gruppe III als Sitze.

Daraus folgt natiirlich nicht, daf3 D. Hilberts Axiome der Gruppe
IIT aus den genannten 12 Axiomen beweisbar sind: so wird z. B.
in § 11 der ,,Grundlagen’* gezeigt, da Axiom III 5 nicht aus
allen {brigen Axiomen folgt, daher erst recht nicht aus den
Axiomen der Gruppen I, II, IV, V. Bei O. Veblen wird ein
Axiomensystem in den projektiven Raum eingebettet, doch mu3
die Erweiterung nicht gerade in dieser Weise erfolgen. Wenn

1 Bei O. Veblen, a. a. O. S. 345, sind bei der Numerierung der Definitionen
Def. 3 und Def. 4 iibersprungen, in Def. 6 tritt das Wort ,,collinear‘‘ ohne vor-
hergehende Erklirung auf. Die Definition der Ebene entspricht der unseres
Punktfeldes insofern, als auch ein Dreieck beniitzt wird, jedoch wird dort
jeder Punkt einer Dreiecksseite mit jedem Punkt einer anderen Dreiecksseite
durch eine Punktreihe verbunden, so daB jeder Punkt des Punktfeldes un-
endlich oft auftritt, wihrend bei uns die Punkte auBerhalb des Dreiecks nur
je einmal auftreten, die Punkte im Innern des Dreiecks je dreimal. Die bei uns
in § 3 gebrachten Beweise stimmen vielfach mit solchen bei O. Veblen iiberein.
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man z. B. die Axiome der absoluten Geometrie in der bekannten
Weise innerhaib einer Einheitskugel deutet, dann kann man aus
dieser Deutung auf das Nichteuklidische Parallelenaxiom
schlieBen, obwohl es nicht aus den ubrigen Axiomen beweisbar
ist, wihrend man aus einer Einbettung in den Euklidischen
Raum entsprechend auf das Euklidische Parallelenaxiom
schlieBen wiirde.

Daher ist nur gezeigt, dal O. Veblens Axiome mit der Eukli-
dischen Geometrie vertrdglich sind, nicht etwa, daf sie fur diese
gentigend sind.

Anders liegt die Sache, wenn das Axiomensystem nicht, wie
das O. Veblens, polymorph, sondern monomorph ist. Hier kann
man auch aus einer speziellen Deutung Schliisse ziehen.!

30. Bisher wurden bei uns 8 Axiome eingefiihrt, wihrend nach
der Zihlung von Nr. 3 D. Hilberts beide erste Axiomgruppen 14
Axiome enthalten. Ordnet man, wie in der projektiven Geometrie,
der Punktreihe eine ,,Gerade'* als Triger zu, dem Punktfeld eine
,, Ebene’, dann kann man das hier gebrachte Axiomensystem
mit dem D. Hilberts vergleichen. Es sind jetzt alle Hilbertschen
Axiome der Axiomgruppen I und IT durch die hier eingefithrten
Erklarungen und Axiome beweisbar:

Axiom I 1 folgt aus der 2. Erklarung (Nr. 10) und aus Satz 2
(Nr.11); Axiom I 2 ergibt sich aus A 5 (Nr.9) und Satz 5 (Nr.11);
Axiom I 3a folgt aus Satz 1 (Nr. 10); Axiom I 3b folgt aus A 1
{Nr. 9); die Axiome I 4a und I 4b ergeben sich aus der 6. Er-
klarung (Nr. 18), wihrend Axiom I 5 mit Satz 18 (Nr. 23) und
Axiom I 6 mit Satz 20 (Nr. 235) libereinstimmt. Die Axiome I 7
und I 8 sind mit den Axiomen B 2 und B 1 gleichwertig. Nach-
dem in der 2. Erkldrung (Nr. 10) die Punktreihe ecingefiithrt ist,
sind die Axiome II 1, II 2, IT 3 der Reihe nach {ibereinstimmend
mit A 3 (Nr.9), A 2 (Nr.9g), A 4 (Nr.9), wihrend II 4 ganz eng
mit A 6 zusammenhingt (Nr. 27).

Damit sind, nach der Zihlung von Nr. 3, von Hilberts Axiomen
der ersten Axiomgruppe 6 Axiome eingespart, namlick I 1, I 3a,
Lqa, [ 46,15, 16, wihrend die tibrigen 8 Axiome dieser und der

1 Vgl ,,A. G. 1%, Nr. 12.
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sweiten Axiomgruppe mit geringen Abinderungen unserve Axiome
der beiden ersten Gruppen liefern, namlich 136, 172,111, I7 3,
I2, 114,18, 17 der Reihe nach die Axiome 4 1, A2, A3, A4,
A5 A6, B1, B2.

§ 7.

Die Kongruenzaxiome.

31. Bei den weiteren Axiomen D. Hilberts werden keine Ein-
sparungen gemacht, von der Beschrinkung auf Einzelfille ab-
gesehen, von der schon in Nr. 2 die Rede war.

Als nichste Axiomgruppe wird jetzt D. Hilberts Axiomgruppe
11 eingefiihrt, wobei D. Hilberts Axiom III 4 zerspalten wird.
Die Fassung der Axiome wird etwas abgeidndert.!

8. Erkldarung. Strecken kinnen in einer Beziehung stehen,
die durch das Wort | ,fongruent' bezeichnet wird.

C. Kongruenzaxiome.

C 1. Ist eine Strecke AB gegeben, ferner ein Punkt A', dann
kann man in jeder Punkireihe, zu der A' gehort, mindestens
swei Punkte B', B', devart angeben* dafp B'A'B', gilt und daf
die Strecke AB den Strecken A'B' und A' B', kongruent ist, in
Zeichen AB= A'B', AB=A'E',.

Dal statt des in diesem Axiom geforderten ,,mindestens‘’ das
Wort ,,genau‘’ gilt, folgt im Anschlufl an Axiom C 6, Nr. 33.

Da 4B und BA nach der 3. Erklirung (Nr.12) dieselbe
Strecke bezeichnen, gelten zufolge Axiom C 1 auch die Beziehun-
gen BA = A'B') AB = B'4’, BA = B'4’ und die sich daraus
ergebenden, wenn man B’ durch B', ersetzt.

C2. Aus A'B' = AB und A"B" = AB folgt A'B" = A" B".

Aus 4B = A'B', AB = A'B’ folgt hiernach 48 = A5, d. h.
jede Strecke ist sich selbst kongruent. Wegen 45 = 428 und

1 Vgl. dazu auch ,,A. G. IV*, S.154.

2 Ob A’ in der Punktreihe 475 liegt oder nicht, ob die Punktreihe 4’5’
dieselbe ist wie die Punktreihe 4 72 oder nicht, ist dabei gleichgiiltig.
Miinchen Ak, Sh, 1937, IT 19
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A'B' = AB ist nach C 2 auch AB = A’B’, d. h. die Strecken-
kongruenz ist symmetrisch, und hieraus folgt die Transitivitit,
denn ist (1) AB = A'B’' und (2) A'B' = A" B", so folgt aus (2)
wegen der Symmetrie (3) A"'B"” = A'B’ und aus (1) und (3)
vermodge C 2 die Kongruenz AB = A" B".! Daher kann man
sagen: zwei Strecken sind ,,untereinander kongruent®,

C 3. Ist B Punkt einer Strecke AC und B' Punkt einer Strecke
A'C, ist diberdies AB = A'B' sowie BC = B'C’, dann ist
AC=A'C.

C 1, Cz2, C 3 sind gleichbedeutend mit D. Hilberts Axiomen
ITI 1, 111 2, IIT 3. Die Formulierung von C 1 setzt nicht, wie die
von III 1, die Teilung einer Punktreihe durch einen ihrer Punkte
voraus, die wesentlich von A 6 abhidngt.

32. Die nichsten beiden Axiome handeln von der Kongruenz
der Winkel; sie sind bei D. Hilbert im Axiom III 4 vereinigt.

0. Erklarung. Das System zweier von einem Punkt O aus-
gehenden Halb-punkireihen h, k, die nicht zu derselben Punkt-
reihe gehdren, nennt man, olne Riicksicht auf ihre Reihenfolge,
o Winkel' und bezeichnet es widt ,, < (R, £)' oder ,, < (%, 7).
e und k heiflen die,,Schenkel ' des Winkels, O heifft dessen ,,Schei-
tel*. Ist A ein Punkt von h und B ein Punkt von k* dann be-
seichnet man den Winkel auch mit ,,<x AOB" oder ,,<x BOA".

Sind ) und k die Punktreihen, deren Halb-punktreihen h und %
sind, dann bildet die Gesamitheit der Punkte des Punkifeldes
AOB, welche zugleich demselben wvon h begrensten Halb-felde
wie die Punkte von k und demselben von k begrenzten Halb-felde
wie die Punkte von h angehdren, das , Innere'' des Winkels. Die
tibrigen von O werschiedenen und wnicht zuw h oder k gehorenden

Punkte des Punktfeldes bilden das ,,Auflere'’ des Winkels.

Aus dieser Erklirung folgt, dall es nur /%o/le Winkel gibt,
keine gestreckten oder erhabenen. Zwischen zwei Punkten des
Winkelinnern kann kein Punkt eines Winkelschenkels liegen.

1 Symmetrie und Transitivitit sind entsprechend bewiesen wie in D. Hil-
berts ,,Grundlagen’, S. 12.
? 4 und B sind nach der 4. Erklirung (Nr. 17) von O verschieden.
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to. Erklarung. Winkel kinnen in einer Bezichung stehen, die
durch das Wort | kongruent’ bezeichnet wird.

C 4. Es sei < (h, k) gegeben sowie in einem Punktfeld cines der
beiden Halb-felder o', in die eine gegebene Punktreihe o' des Fel-
des dieses zerlegt; h' sei eine Halb-punktreihe von a'. Dann gibt
es genau eine Halb-punktreihe k' so, dafp < (h, k) dem < (7, %)
kongruent ist und zugleich ein Punkt von k' zu o' gehort, in

Zeichen < (h k) = < (W, )2
C5 5 (h#) = % (h 1)

Man beweist nun leicht unter Verwendung der vor der 10. Er-
klirung erwihnten Tatsache, daB3 jeder Punkt des Winkelinnern
von < (A, #') zu o' gehért.

33. Das letzte Kongruenzaxiom entspricht dem Axiom III g
D. Hilberts:

C6. Es scien |\ ABC und |\ A'B'C" mit den Kongruenzen
AB=A'B', AC=A'C'", L BAC= < B'A'C’ gegeben, dann
st auch X ABC = < A’B'C.

Hieraus folgt nach ,,Grundlagen®, S. 15, daB statt des im
Axiome C 1 geforderten ,mindestens’ das Wort ,,genau‘ gilt.
Uber weitere Folgerungen, zu denen auch gehért, daB3 man aus
L (h, &) = (I, &) auf < (', #') = < (h, %) schlieBen
kann, siehe ,,Grundlagen®, § 6.

11. Erklarung. Zwei Punkireihen desselben Punkifeldes, wel-
che keinen Punkt gemeinsam haben, heiffen zueinander ,, parallel*.

Dal} es parallele Punktreihen gibt, folgt aus dem Satze, den
man aus den bisherigen Axiomen in bekannter Weise ableitet:?

! Die Fassung des letzten Satzes ist etwas enger als in den ,,Grundlagen®,
S. 14.

* Hier ist III 4 in die zwel Axiome C 4 und C 5 zerlegt. Im AnschluB} an
Nr.3miiBte man eigentlich C 4 in zwei Axiome zerlegen, die im iibrigen gleich
lauten, nur miite es statt ,,genau eine‘* bei dem ersten der Axiome ,,minde-
stens eine“ und bei dem zweiten ,,héchstens eine’ heiBen. Diese Zerlegung
wurde hier unterlassen, weil in dem hier eingefithrten Axiomensystem sonst
nirgends eine solche auftritt und weil sie sprachlich recht umfangreich wire.

3 7.B.in ,,N.G.“ Nr. 24.

19*
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Satz 25. In einem Punktfelde gibt es zu jeder Punktreihe durch
jeden ihr nicht angehérenden Punkt mindestens eine parallele
Punktreihe.?

§ 8.

Die Axiome des Messens.

34. Nach Nr. 2 genligt es, hier das Archimedische Axiom? nur
fiir cine einzige Strecke und ihre Teilstrecken auszusprechen.

D. Axiome des Messens.

D 1. Es gibt eine Strecke AB einer Punktreihe a von folgender
Art:3 Ay set ein beliebiger Punki in der Strecke; in a gibt es
dann n—1 Punkte A,, Ay, ..., A,, so daf die Strecken A4,
AA,, ..., A, A, einander kongruent sind und B zwischen
A, und A, licgt.

n-1

Nach ,,A.G. 111", Nrn. 5 und 6, kann man nun zeigen, dal}
sich jeder Winkel zu jedem seiner Teilwinkel Archimedisch ver-
halt und jede Strecke zu ihren Teilstrecken. Die letzte Tatsache
ist die von D. Hilbert in V 1 geforderte.

35. Withrend das Archimedische Axiom fir jede Strecke nach
Annahme einer Einheitsstrecke eine Zahl als Streckenldnge ge-
wihrleistet, sorgt in bekannter Weise das nun folgende Can-
torsche Axiom dafiir, dal3 auch alle reellen Zahlen als Strecken-
lingen auftreten. Auch dieses Axiom kann man nach Nr. 2 nur
fiir eine einzige Strecke aussprechen und kann dafiir eine Form
wihlen, die nur Anordnungstatsachen voraussetzt, nimlich

I Dab es nur eine gibt, folgt aus den bisherigen Axiomen bekanntlich noch
nicht.

2 Wir behalten diese vielfach eingefiihrte, auch von D. Hilbert gebrauchte
Bezeichnung bei, trotzdem ,,Axiom des Eudoxus‘’ richtiger wire; vgl. z. B.
¥. Enriques, ,,Prinzipien der Geometrie*, Enz. d. math. Wiss. IIT 1. 1 (1907)
S. 34, Anm. 64. Doch findet man auch die Bezeichnung ,,Axiom des Eudo-
xus®, z. B. in dem Enzyklopidieartikel von M. Zacharias ,,Elementargeo-
metrie und elementare nicht-euklidische Geometrie in synthetischer Behand-
lung‘, IIT 1. 2 (1913) S. 1170.

3 Man konnte z. B. als Strecke 45 die Strecke £S von A 1 nehmen, ebenso
im folgenden Axiom D 2 als Strecke 4,75,.
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D 2. Es gibt cine Strecke A,B, folgender Art: A, B,, v = 2,
3, ... set etne Folge von Strecken devart, daff die Endpunkte der
v-ten Strecke in der v—1-ten liegen und daf es keine Strecke gibt,
deren Endpunkte in allen Strecken A, B, liegen;* dann gibt es
cinen Punkt, dev in allen Strecken A, B, liegt.

Der Beweis dafiir, dal3 die Form des Cantorschen Axioms als
reines Anordnungsaxiom mit der {iblichen metrischen dquivalent
ist, findet sich in ,,A.G. III*, S. 11.%2 Dal} es geniigt, auch hier
nur fur esne Strecke, 4,5,, das Axiom zu fordern, ergibt sich
ohne weiteres: man braucht nur, um es fiir eine beliebige Strecke
PQ anwenden zu kénnen, an A, und zwar nicht in der Punkt-
reihe 4,54, eine Strecke 4,C = PQ abzutragen und von einem
Punkte der Punktreihe B,C aus, der von By und C verschieden
ist, die Streckenfolge in A4,C in eine solche in A4 B, zu projizieren.

Dal} die Aussage des Cantorschen Axioms nicht nur fiir Strek-
kenfolgen, sondern auch fiir Folgen von ineinanderliegenden
Winkeln mit gemeinsamem Scheitel gilt, erkennt man ohne wei-
teres, wenn man die Winkelfolge mit einer Punktreihe schneidet.

Die bisher eingefithrten Axiome der Gruppen A-D bilden ein
Axiomensystem der absoluten Geometrie. Aus ithnen ergeben sich
D. Hilberts Axiom der linearen Vollstindigkeit und der Voll-
stindigkeitssatz als Sitze der absoluten Geometrie.?

§9.

Das Euklidische Parallelenaxiom.

36. Den Schlufl unseres Axiomensystems der Euklidischen
Geometrie bildet

E. Das Euklidische Parallelenaxiom.

Es gibt ein Punkifeld «, in diesem eine Punktreihe a und etnen
ihr nicht angehorenden Punkt A derart, daff in o hichstens eine
Punktreihe, welche A enthilt, zu a parallel ist.

! Die Folge ist demnach unendlich.

2 In der vorletzten Zeile ist dort besser statt ,,Archimedischen Geometrie*
zu setzen ,,Geometrie, welche die Axiome der Gruppen I-III und das Archi-
medische Axiom erfiillt*.

3 Vgl ,,A. G. 1%, Nr. 8 und Nr. 16.
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Aus Satz 23, Nr. 33, folgt, dal3 es genau cine Parallele gibt.
DaB die Aussage des Parallelenaxioms fiir jede Punktreihe und
jeden Punkt auBlerhalb der Punktreihe gilt, 148t sich jetzt be-
weisen,! und zwar ohne Verwendung des Cantorschen Axioms

D 2.

Die Axiome der absoluten Geometrie kann man, da aus ihnen
die Existenz von Parallelen folgt, bekanntlich nur entweder im
Euklidischen Parallelenaxiom fortsetzen und erhilt damit die
Euklidische Geometrie, oder im Nichteuklidischen Parallelen-
axiom, in dem im Wortlaut von E | héchstens eine durch ,,min-
destens zwei ersetzt ist. Damit hat man cin Axiomensystem der
hyperbolischen Geometrie.

Wegen der Untersuchung der Unabhangigkeit der hier ein-
gefithrten Axiome voneinander vergleiche man fiir die Axiome
der Gruppe A die in Nr. 8, Anm. 1 genannte Abhandlung von
O. Veblen, fur die Axiome der iibrigen Gruppen D. Hilberts
,,Grundlagen®, zweites Kapitel.

§ 10.
Schiu3bemerkungen.

37. Man erhiltaus dem vorliegenden Axiomensystem einsolches
der Euklidischen Geometrie im Rawme von 4 Dimenstonen, wenn
man B 2 wegliBt, entsprechend der 6. Erklirung mittels eines
Tetraeders, seiner Kanten und Flichen 2 einen ,,dreidimensionalen
Punktraum‘ &3 erklirt, anschlieBend ein Axiom ecinfihrt ,,Es
gibt einen Punkt J7, der nicht zum dreidimensionalen Punktraum
RSTU gehort' und das Axiom anschlieBt, daf3 ein ebenes Feld
und ein K3, die einen Punkt gemeinsam haben, noch einen Punkt
gemeinsam haben. Die ibrigen Axiome bleiben ungeindert.

38. Entsprechend kann man noch zu hoheren Euklidischen
Raumen gelangen. Die Euklidische Geometrie im Rawme wvon

N, G Nr. 37. v
2 Kanten und Flichen sind Seiten und Flichen von Dreiecken, also nicht

unendlich ausgedehnt. Das Entsprechende gilt spiter auch fiir die héheren
Polytope.
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abzihlbar unendlich vielen Dimensionen erhdlt man durch jfol-
gendes Axiomensysten :

Die Axiome der Gruppen A, C, D, E bleiben wieder ungein-
dert. Man nennt die Punktreihe ,,eindimensional’‘, das Punkt-
feld ,,zweidimensional*‘. Einen ,,dreidimensionalen‘ Punktraum
R? erhilt man dadurch, dall man zwischen 4 Punkten, die nicht
zum gleichen zweidimensionalen Raum gehéren, die 6 moglichen
Strecken und 4 Dreiecke betrachtet, damit hat man die Ecken,
Seiten und Fliachen eines Tetraeders; die Punkte der Punkt-
reihen, welche eine Ecke und einen Punkt der Gegenfliche des
Tetraeders enthalten, bilden ecinen &3 IEinen ,,vierdimensio-
nalen‘ Punktraum R&* erhilt man, indem man 5 Punkte, die
nicht zum gleichen R? gehéren, durch 10 Strecken, 10 Dreiecke,
5 Tetraeder verbindet, als die Gesamtheit der Punkte der Punkt-
reihen, die irgendeinen der 5 Punkte und einen Punkt der Be-
grenzung oder im Innern des Gegentetraeders enthalten usw.
Und nun fiihrt man als einziges Axiom der Gruppe B ein: ,,/s¢
R" irgendein Punktrawm, dann gibt es mindestens einen Punkt,
der ihm nicht angehirt.‘1

Fihrt man mit D. Hilbert im gewdhnlichen Raume Punkte,
Gerade, Ebenen als drei Systeme von Dingen ein, dann fordert
das Aufsteigen um cine Dimension die Einfithrung eines neuen
Systems von Dingen, so dall man hier unendlich viele Systeme
von Dingen ecinfiihren miiite.

Ersetzt man das Euklidische Parallelenaxiom durch das Nicht-
euklidische,® wihrend man alle ibrigen Axiome unverdndert [a0t,
dann erhilt man hier ebenso wie fur die Euklidische Geometrie
auch ein Axiomensysten der lyperbolischen Geometrie im Rawimne
von abzsihlbar unendlich vielen Dimensionen.

39. Das in den vorhergehenden Paragraphen behandelte
Axiomensystem schlie(t insofern enger an Euklid an als das
D. Hilberts, als die Anordnungsaxiome, die bei Euklid als An-
schauungstatsachen stillschweigend angenommen werden, also bei

! Fiir die komplexe und die reelle projektive Geometrieist die Sache dhnlich
behandelt in ,,A. k. p. G., Nr. 46.

* Man kann es ebenso eng fassen wie Axiom E, vgl. ,,N.G.”*, Nr. 53.
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seinen Postulaten und Axiomen vorausgesetzt werden, an erster
Stelle, vor den ubrigen Axiomen, stehen. Es ist sicher, daB3 die
Inzidenz der Punkte einer Geraden mit der Geraden fir Euklid
selbstverstiandlich, d. h. die Gerade als Triger ihrer Punkte ge-
dacht ist, wiahrend D. Hilberts Axiomensystem nach Nr. 8 darauf
keine Riicksicht nimmt; insofern schlieBt man mit den Punkt-
reihen enger an Euklid an, wenn auch ohne weiteres zuzugeben
ist, daB3 die Gerade oder Ebene Euklids eine seclbstindige Be-
deutung hat, nicht nur die Gesamtheit ihrer Punkte ist. Das Ent-
scheidende aber ist hier .die Moglichkeit, Axiome einzusparen.
Daf} die groBe Leistung D. Hilberts dadurch nicht verkleinert
werden soll, ist selbstverstandlich.

Miinchen, im November 1937.



