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Zar Theorie der automorphen Functionen.
Von F. Lindemann«

{SIngtktuftn 8. Ftbruar.)

Die Theorie der doppelt periodischen Functionen lasst sich
bekanntlich sehr einfach dadurch begriinden, dass man versucht,
nach der Theorie der Partialbruch-Reilien eine Function zu
bilden, die in jedem Periodenparallelogramme nur einen Pol
erster Ordnung hat. Die entstehende Function ist dann mit
einem Integrale zweiter Gattung im Wesentlichen identisch

*n Jacobi’s Bezeichnung”; und von ihm steigt man

durch Integration oder Differentiation unmittelbar zu den J3-
oder o-Functionen bez. zur |>-Function auf.

Bei den automorphen Functionen hat zwar Poincare
einen analogen Ansatz gemacht, erhalt aber nicht die analoge
Integralfunction zweiter Gattung, sondern seine ,fonctions theta-
fuchsiennes”, die sich bei linearer Transformation des Argu-
ments um einen Factor &ndern. Fir die einfachsten Reihen,
welche auch hier zu jenen Integralfunctionen fiihren wirden,
fehlt der Convergenzbeweis. Diese Schwierigkeit habe ich ver-
sucht, im Folgenden zu Uberwinden. Dadurch gelange ich
dann direct zu den Integralen zweiter Gattung, an die man
die Theorie der algebraischen Functionen (z. B. des Riemann-
Roch’schen Satzes) sofort anknUpfen kénnte; und durch In-
tegration werden die Integrale dritter sowie diejenigen erster
Gattung eingefUhrt.
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Fur einen besonderen Fall (wo die das Kreisbogen-Polygon
begrenzenden Kreise sich nicht schneiden, und die zugehérige
Curve 7sten Geschlechts p -(- 1 reelle Zige besitzt) hat Schottky
schon analoge Untersuchungen angestellt, nachdem er den
ndthigen Convergenzbeweis auf anderem Wege erbrachte; bei
ihm bilden indessen nicht die Integrale zweiter Gattung den
Ausgangspunkt, sondern er bildet direct unendliche Producte
der Art, wie sie unten am Schlisse von § 3 auftreten werden.

Im Folgenden schliesse ich mich in der Darstellung und
Bezeichnungsweise durchaus an die grossen Arbeiten Poincare's
an.) Die Entwicklungen sind zunachst dem Falle angepasst,
wo ein Polygon mit ,Hauptkreis“ gegeben ist, lassen sich aber
(wie ja auch die Poincare’schen Untersuchungen) unmittelbar
auf die Ubrigen Falle Ubertragen.

8 1 Die Convergenz einer gewissen Reihe.

Die Substitutionen der gegebenen Gruppe bezeichnen wir
durch fi{z\ so dass

() «'> - i

gesetzt wird und i einen von 0 bis oo laufenden Index bezeichnet,
durch den die Substitutionen numerirt werden; dabei sei
fo (*) == 2n Nach Herrn Poincar6 kann man leicht Functionen
bilden, die sich bei Substitutionen der Gruppe nur um einen
Factor &ndern, und zwar auf folgende Weise. Sei H(z) eine
rationale Function von z, so bilde man die Reihe

) OW -STF(AW)[/IW ]-.

Dieselbe ist, wenn m > 1, fur alle Werthe von z absolut
convergent, allein ausgenommen die Pole der Function H (z)
und die Pole der Functionen /*(#), welche mit denjenigen
Punkten identisch sind, die bei den Transformationen (1) dem

J Acta mathematica, Bd. 1 und 3.
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unendlich fernen Punkte zugeordnet werden; denn (da die

Determinante a,<z4— immer gleich der Einheit angenommen
wird) ist
3>

Die durch (2) definirte Function gentgt der Bedingung
W eft@= e @-[iw]—= Ow.(c*+ dx

Bildet man den Quotienten zweier solcher Poincare’schen
O-Functionen, bei denen m denselben Werth hat, so erhélt
man eine automorphe Function, d. h. eine solche, die bei den
Transformationen der Gruppe voéllig ungeéndert bleibt.

FUir uns kommt es darauf an, Reihen der Form (2) zu
untersuchen, wenn die Zahl m den von Poincaréd ausgeschlos-
senen Werth 1 besitzt. Zu dem Zwecke betrachten wir zu-
néachst die Reihe

(5) Sfiw — uUSsS- Agy
und beweisen ihre absolute Convergenz.

Durch logarithmische DifFerenzirung der Gleichung (4)
erhalten wir

- fi(e)-m [6(fd fi ~W W ‘\

Q)

~m Jo (*) 9 (z) 3

Die Untersuchung der Reihe (5) kdnnen wir daher auf die
Untersuchung der beiden einzelnen Reihen

u — v A, /iy +»
m & (e) '
)
K= £ --Sflr.
m ©(*)"

zurickfuhren und haben dann den Vortheil, dass wir sowohl
fur die Zahl tn, als fur die Function &(/) noch besonders
gunstige Wahl treffen durfen.
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Wir beginnen mit Untersuchung der Reihe V. Die
Gleichung (6) ist eine ldentitat; in ihr kann daher auch die
Zahl m und die Function 0 von dem Index i selbst abhangen.
Wir definiren nun 0(z) durch die Gleichung (2), indem wir
H(js) durch die Gleichung

(8) H{z)= (*-/, (0 (m- FL(E)) ... (* -f,(0)

bestimmen, wo f einen willklirlichen Punkt bezeichnet, und wo
die Zahl j so gewdahlt sein mdge, dass fur alle Zahlen ft die
der Bedingung k > j genligen, die Ungleichheit

9) abs ft (O O

erfullt sei. Dabei kénnen wir uns der Einfachheit wegen die
Substitutionen (1) so geordnet denken, dass dem groésseren ab-
soluten Betrage von f\ (z) ein kleinerer Index entspricht, ausser-
dem aber immer fO= 2z gesetzt wird. Die Ungleichheit (H
ist fir endliche hinreichend grosse Werthe von k immer zu
erfullen, denn nach Poincaré6 ist die Reihe

(10) ZfHO*

stets convergent, also sicher lim abs fi (f) = 0. Wir erhalten
aus (2)

(11) & (%) —k\go H(fk M) [fi #)]--> a «

+ S i (ft ())IA ()+>,
also fir e = f:

& (o=iimH(f, 0)[fi(i)]"-fuo+£& (/, (0)in (f)]-*".
*=j+i >+1

»=.

e (0 = + s H(f, (0) [fi (CO]m
F=>+»
Bedeutet nun m eine Zahl, welche mit dem Index i eben-
falls unendlich gross wird, etwa tn — i, und sei dem ent-
sprechend
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(12) 0,(0=H(0O+ £ Hfk®) [ft(E)] f

so wird e,(£) fur keinen noch so grossen Werth von i un-
endlich gross und nach den Poincarischen Satzen nur an
einer endlichen Anzahl von Stellen in jedem Bereiche gleich
Null. Die Anzahl der'Nullstellen wéchst allerdings mit der
Zahl m = i in's Unendliche, bleibt aber stets eine discrete, so
dass wir durch passende Wahl von f stets das Verschwinden gmn
0 (C) vermeiden kénnen; fur i = oo wird Uberdies ©,(£) = '-"E).

Der absolute Betrag der Function bleibt daher stets

unterhalb einer endlichen Grenze M:
(13) ab» £ m < U

Ferner sind die Reihen (da i> 2)

»=i+l

convergent und bleiben stets endlich. Bezeichnen wir die
oberen Grenzen ihrer absoluten Betrdge mit P, und so wird

iei(o0,
= Siid, (o

< £ Mi |P, abs (fjH (0)<-"+ j Q(abs (ffo (C)),+1] abstf(0.

Da nun die Reihe £ abs (f}+\ (E),+1 in Folge der Forde-

rung (9) sicher convergirt, so folgt, dass auch die Reihe V

fur z= £convergent, und zwar absolut convergent ist;
f*.
ausgenommen sind dabei die Punkte f = — fur welche die

Functionen fl (£) unendlich gross werden.

Was jetzt die Reihe U betrifft, so gilt fur die in den
Nennern auftretende Function wieder die Ungleichung (18).
Auch der zZahler &I(fi(0) bleibt nach (11) stets endlich; dies
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gilt noch fur unendlich grosse Werthe von i, denn /(f) be-
zeichnet stets einen im Innern des Hauptkreises gelegenen Punkt,
bleibt also endlich fir unendlich grosse Werthe von i; in der
Ungleichung (9) kann daher die Zahl j so gross gewahlt
werden, dass diese Bedingung nicht nur fir einen Punkt
sondern auch fur alle Punkte f erfullt ist, die aus dem ersten
durch die Substitutionen /i(f) hervorgehen, so dass:

abs nm ))< 1 fiirk>]j.

Setzen wir fest, dass die Zahl j in dieser erweiterten Weise
bestimmt werde, so werden dadurch unsere Betrachtungen Uber
die Reihe V nicht gestdrt. Das allgemeine Glied der Reihe U
aber wird von der Form

R[fi+l (KO)]--In @2+ \s [mH AQ)]- /- (F+2

wo mit B und S endlich bleibende Ausdriicke bezeichnet sind.
Die Reihe ist also sicher convergent, und zwar (wegen der
Factoren in starkerem Grade wie die Reihe U. Nach
(5) und (6) haben wir also das Resultat gewonnen, dass die
Reihe

(14)
fur alle Werthe von £, in denen f, (E) nicht unendlich gross
wird, absolut convergirt.

Die Zahl, welche gewdahlt werden muss, um den Rest der
Reihe U V kleiner als eine gegebene Zahl zu machen, hangt
von der Zahl j ab, die néthig ist, um die Ungleichung (9) zu
befriedigen; und diese Zahl wieder ist von dem betrachteten
Punkte £ abhangig. Vergleicht man die Zahlen j fir mehrere
Stellen C mit einander, so braucht man nur den gréssten be-
notigten Werth von j zu wahlen, um fir alle diese Stellen
das gewollte zu erreichen. Ist dann die Zahl j entsprechend
definirt, so ist die Reihe offenbar gleichméssig in einem ge-
gebenen endlichen Gebiete, in dem kein Pol der Functionen
f'i liegt, convergent, denn sie convergirt im Wesentlichen wie
eine Potenzreihe
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£ [fi+i (D],

und die absoluten Betrage der Functionen fj+\ sind durch
passende Wahl von j Kkleiner als Eins gemacht worden; die
Potenzen (f}+1* lassen sich also durch passende Wahl von i
kleiner als eine beliebig vorgegebene Zahl machen, und zwar
fur alle Werthe f eines solchen Gebietes durch denselben
Werth von i.

Die Reihe £/7 kann hiernach gliedweise integrirt werden;
und somit folgt, dass die Reihe
Ei M M -/2(".)]

ebenfalls absolut convergirt, denn die gliedweise Integration
einer absolut convergenten Reihe fuhrt stets wieder zu einer
absolut convergenten Reihe. Es ist

WG = Ro—9 (¢ S0y d AT eyt

oder wenn wir annehmen, dass der Punkt z= 0 im Innern
unseres Fundamentalbereiches liege, fur z0= 0:

-2 —,

()—HK = ‘ ‘ r
@z - dy

Der absolute Werth von p nahert sich mit wachsendem i

der Grenze Eins, kann daher auf die Convergenz der Reihe
nicht von Einfluss sein. Folglich muss auch die Reihe

(.5)

d
absolut convergiren fir jede von den Punkten--—- g

verschiedene Stelle z.

Fur diese Reihe ©0(z) gelten dieselben Ueberlegungen,
wie sie Poincare fir seine Reihen 0(z) anstellt. Es ist nemlich
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e,(fi(»)- S « « M)- £ ,
also:

(16) 0o(/iM)= ~  OoW-

8 2. Integrale zweiter Gattung.

Wir untersuchen jetzt die von zwei Punkten z und £ ab-
ha&ngende Reihe

17

Da der reciproke Werth von z — fk(£) stets endlich und
von Null verschieden bleibt, falls nur z von £ und den Punkten
/i(E) verschieden ist, so zieht die absolute Convergenz der
Reihe (15) auch unmittelbar diejenige der Reihe (17) nach sich.

Die Eigenschaften dieser Reihe, insofern sie von £ ab-
liingt, sind nach Analogie der Poincaraschen Reihe und der
Gleichung (16), durch die folgende Gleichung dargestellt:

(18) W 0

Der Punkt £ liege im Innern des Hauptkreises; dann wird
Q (z,£) nur an der Stelle z= £ und den homologen Stellen
z — fk (E) unendlich gross (erster Ordnung). Als Function von
£ wird Q auch unendlich (zweiter Ordnung) an den Nullstellen
der Gleichungen £+ d, = 0.

Hauptsachlich kommt es uns darauf an, das Verhalten der
Function Q fur den Fall festzustellen, dass z durch fi (z) er-
setzt wird. Offenbar ist

1 _ (c, z -1- Ui) (k£ 4" die) 1

*(*) —tk(E) («-th— d ak + £(Bi dk— d bkK)z — Cx

wodurch R f* definirt sei, und wo:
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ferner:

dz +_di 1 ad4d4— 674

s—f, —¢ *—£ , —c,ACC)

¢ £ -f- d,
Qtk =
also
Lol c, 1 o<di — hiCt
r-T t~ c, [~-~ald]b
1 dfr'frm

ai-CsMOAL-frifkiC))  dfk(0
schliesslich

* ok __ K]
= v, 1 dfr'(f>(0) , .,  *fi(C)
t (A (0) dC “+ t a- CA(£)

oder, da die Gesammtheit der Werthe /i“ 1(/* (£)) identisch ist
mit der Gesammtheit der Werthe /i(C):

(19)

o+ B~ ,c).

Das Verhalten der Function B ist also vollkommen analog
dem Verhalten eines Integrals einer algebraischen Function;

die Grosse B~ ,£” ist ein Periodicitats-Modul des

Integrals. Die Function 8 bezeichnen wir als Integral
zweiter Gattung, weil sie mit dem Abel’'schen Integrale
zweiter Gattung die erwdhnte Eigenschaft gemein hat, und
nach den Poincare’sehen Resultaten auch stets mit einem
solchen Integrale identificirt werden kann.

Der Differentialquotient der Function B (® £) nach z ist
nicht eine automorphe Function, sondern hat die Eigenschaft
der Poincar” 'sehen ©-Functionen sich um einen Factor zu
andern; in der That folgt aus (19):

20) . R Q . dfi(z) = (g R\ ON dR (fi2), O
dz dz \ dz )f{
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Wir haben hier also eine neue Methode zur Bildung der-
artiger Functionen.

Die Periodicitdtsmoduln von Q (zyQ sind Functionen von
£, und zwar ist

21>
also nach (18):
(22) Q (|, fr(o) - fr(0 = B (~, c).
Die Function dagegen wiirde, falls nicht etwa 0Q(C)

identisch verschwindet, nur automorphe Functionen zu Periodi-
citditsmoduln haben, dem entsprechend, dass die Periodicitats-
moduln der Integrale zweiter Gattung algebraische Functionen
des singularen Punktes sind. Die Functionen (21) sind stets

endlich, weil die Punkte stets ausserhalb des Hauptkreises

liegen, der Punkt £ oder f{ (£) also nie mit ihnen zusammen-
fallcn kann.

§ 3. Integrale dritter Gattung.

Durch Integration der Function Q nach der Variabein *
zwischen den Grenzen nj und f entsteht eine neue Function,
die wir S*v nennen, und welche in zwei Punkten (z = £ und
z = rj) eines jeden Gebietes je logarithmisch unendlich wird.
Wir haben

(23) $,(*) =1 fl(*,OQ<C=£ logfE rfk(*)m

Die gliedweise Integration der Reihe

£/m: (0= £ A A\
i (Cif+ <o) . et dij*

ist in der That erlaubt; denn die Grossen — bleiben endlich



F. Lindemann: Zur Theorie der automorphen Functionen. 433

fur i = oo0; die Convergenz der Reihe hangt also nur von den
Grossen er 2 ab, ist folglich von dem Werthe der Variabein f
nicht wesentlich abhéngig. Das allgemeine Glied der rechten
Seite von (23) wird gleich Null bei unendlich wachsendem
Index, denn es ist

[~ B ctkdk— bk f ( \__a*dk— bk

1k~ } ~~ck (CkS+ dkW h W ~€k Ockr} + dk)Ck'

Beide Gréssen nahern sich also fir k= oo dem von £ und
# unabhéangigen endlichen Grenzwerthe von —. Ebenso kann

die Reihe

1
r ft(o T («f+ bd&t+ dd * T~ ¢ + ~ + dij

gliedweise integrirt werden; denn ihre Convergenz wird eben-
falls durch die Glieder e r 2 bedingt, wahrend sich die Quotienten
a
a
nédhern und ebenso

bi GidA @idi biG  (@®odi 1

a ci c! c} c!
endlich bleibt.

Die Eigenschaften der Function S$v ergeben sich durch

folgende Betrachtung. Es ist identisch

d
und % endlichen (wenn auch unbestimmten) Grenzwerthen
0

[(a,ch—Cjak 1 + («<dk—¢, &)]z+ (& ck—dtakg-f(Mt—dA)
(c,z d)(c*£ dk

= - fraoMA)]c[]- MDIM + <*)-,

also unmittelbar:
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Da die Gesammtheit der Functionen fr 1(/* (£)) identisch
ist mit der Gesammtheit der Functionen (f), so fuhrt die
Anwendung dieser Relation auf die rechte Seite von (23) zu
dem Resultate

(25) Se, (/,(*)) = stnW + , (E-).

Die Grossen S$n welche hier als Periodicitats-

moduln des Integrals dritter Gattung auftreten, sind
Functionen von f und welche fur alle Werthe dieser Grossen

endlich bleiben, denn die Punkte © liegen stets ausserhalb des

Hauptkreises. Die Anzahl der Periodicitatsmoduln er-
gibt sich zunéachst gleich n, wenn 2» die Zahl der Seiten
des Fundamentalpolygons angibt, wird aber durch die Be-
trachtungen der folgenden Paragraphen wesentlich
reducirt. Setzen wir

(26) S(t)= JT+~Ag,

so genugt die Function H(z\ welche nur in dem einen
Punkte f gleich Null und nur in dem einen Punkte
gleich Unendlich wird, der Functionalgleichung:

(27) H<ft(M))-=H {z)-e

Die durch (26) definirte Function héngt aufs Engste mit
den von Klein eingefihrten Primformen zusammen. Die
letzteren (welche durch einen Grenzprocess aus Integralen
dritter Gattung abgeleitet sind) werden nur an einer Stelle der
Riemann’schen Flache, also auch nur an einer Stelle des ge-
gebenen Polygons gleich Null und an keiner Stelle unendlich
gross, wahrend unser Product an je einer Stelle unendlich klein
bez. unendlich gross erster Ordnung wird. Ware es erlaubt,
Zahler und Nenner des Productes H (z) von einander zu trennen,
ohne die Convergenz zu stdren, so wuirde jeder fur sich die
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wesentlichen Eigenschaften einer ,Primform“ haben. Kleinl
weist selbst auf diesen Zusammenhang hin unter Bezugnahme
auf einen entsprechenden von Schottky*) aufgestellten Product-
Ausdruck, der sich bei dessen schon erwahnten Untersuchungen
Uber den besonderen Fall ergab, wo das gegebene Polygon
durch mehrere sich nicht schneidende Kreise begrenzt wird,
und wo in Folge dessen die gegebene Transformations-Gruppe
zu den von Poincare3d als Klein’sche Gruppen bezeichneten
linearen Transformations-Gruppen gehort.

Die von v. Mangoldt4d und H. Stahl§ gegebenen
Productdarstellungen automorpher Functionen sind wesentlich
complicirterer Natur, da dort den einzelnen Factoren der un-
endlichen Producte Exponentialfactoren beigefligt werden mussen,
um die Convergenz zu erzielen.

§ 4. Die Vertauschung von Parameter und Argument.

Es war der Definition nach

St Q- se()= xdSs, =S log a-£(1));

ferner ist identisch

*) Zar Theorie der Abel’'schen Functionen, Mathematische Annalen
Bd. 36 (1889), p. 12 ff.

2) Ueber eine specielle Function, welche bei einer bestimmten
linearen Transformation ihres Arguments unverandert bleibt; Crelle's
Journal Bd. 101, p. 2227 ff. (1886). Auch die am Schlusse dieser Abhand-
lung aufgestellte Differentialgleichung, welche den Zusammenhang mit
den ~-Functionen vermittelt, wird sich analog fir die im Texte behan-
delten Féalle ableiten lassen.

*) Mémoire sur les groupes kleinéens, Acta mathematica Bd. 3, p. 49 ff.

4) Ueber eine Darstellung elliptischer Modulfunctionen durch un-
endliche Producte, Gottinger Nachrichten 1885, p. 313 und 1886, p. 1
(hier mit Ausdehnung auf allgemeine Functionen).

6) Ueber die Darstellung der eindeutigen Functionen, die sich durch
lineare Substitutionen reproduciren, durch unendliche Producte, Math.
Annalen Bd. 33, p. 291 ff. (1888).

1899. Sitrangsb. d. matli.-phys. Cl. 29
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B- A({)- Otiz~"A=i?2tizx W,

R-Uin) = %4q(*-h - {B))-

Hieraus folgt:
28)  /dS, = Y, 1og{r ATRO P RL9N

und da die Gesammtheit der Transformationen /*-1 identisch
ist mit der Gesammtheit der Transformationen /*, so ergibt
sich weiter

(29) fdS(, = £dSat.

Dem Integrale S~ kommt also diejenige Eigenschaft zu,
welche bei den Normalintegralen dritter Gattung in der Theorie
der Abel’sehen Functionen als Satz der Vertauschung von
Parameter und Argument bekannt ist. Dieser Satz wird
dort am einfachsten durch Untersuchung des Integrals

J Ssvd SaR

abgeleitet, indem man die Integration Uber den Rand der be-
treffenden Riemann’schen Flache ausdehnt, nachdem letztere
durch Querschnitte in eine einfach zusammenhangende ver-
wandelt ist, und nachdem man die singuldren Punkte £ I/ a R
durch Schleifen mit diesem Rande verbunden hat. An Stelle
der Integration Uber die Ufer der Querschnitte tritt hier die
Integration Uber den Rand des Kreisbogenpolygons, auf welches
die Riemann’sche Flache nach der Poincarischen Methode
abgebildet ist. Seien Aiy Bi die Ecken einer Seite dieses Poly-
gons und C,, Di diejenigen der zugeordneten Seite, so ergibt sich

S [? dS«~>- dsan™ + 2ni dsafl- f dSs,]|=0:
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Die erste Summe der linken Seite ist gleich

und die Vergleichung mit der Relation (29) lehrt, dass der
Ausdruck der rechten Seite gleich Null ist. Die Integrale

J d SaR sind Periodicitatsmoduln des Integrals SaB, lassen sich

also durch die Grdssen saR linear (mit ganzzahligen Co-

efficienten) ausdricken. Setzen wir zur Abkurzung

(30) . N\
= n< i dS«R’
so bestehen demnach Relationen der Form
(31) =
k=l k=I

wo die Coefficienten y,* ganze Zahlen bedeuten. Die Gleich-
ung (29) fahrt jetzt zu der Relation:

(32) SI P ,£ky <kP; = 0,

welche fir alle Werthe von a und B erfallt sein muss.

Nehmen wir nun an, dass die Grossen P< von einander
unabhangig seien, d. h. dass zwischen ihnen keine lineare Be-
ziehung mit constanten Coefficienten erflllt sei, so missten die
n Gleichungen

(33) =0

*

erfullt sein, und zwar fiur alle Werthe von a und /?, also auch
fur a= f, B = t], d. h. es miussten auch zwischen den Pi die
29*
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gleichen n Beziehungen bestehen, was der gemachten Annahme
widersprechen wirde.

Wenn r von einander unabhangige Relationen der Form
(34) £k<5,*P*:O fur i= 1,2,....r

als erfullt vorausgesetzt werden, so kann man r der n Grossen
Pi mittelst derselben aus der Gleichung (32) herausschaffen,
und es folgen fir die Pi dann n — r Relationen von der Form
(33). Letztere missen auch fur a= £, B = 1 Geltung haben,
also auch fur die Grossen Pk ebenso erfillt sein, wie fir de
Pi. Die Gleichungen (34) mussen also mit den Gleichungen
(33) identisch sein, und es muss n = 2r, also n eine gerade
Zahl sein. Zwischen den n Periodicitdtsmoduln

eines Integrals dritter Gattung bestehen daher min-
t
destens ” lineare Relationen mit ganzzahligen Co-

efficienten. In besonderen Fallen kann die Anzahl der
Relationen eine grossere sein, wie im folgenden Paragraphen
erdrtert werden soll, wobei sich auch der Fall einer ungeraden
Zahl n erledigen wird.

Der Satz uber die Vertauschung von Parameter
und Argument lasst sich auch leicht fur Integrale zweiter
Gattung aussprechen, und zwar ganz so, wie es in der Theorie
der Aberschen Integrale geschieht.])

Es war
a L] n

Also folgt nach (29):

alio{ d'fdS al
g o « £ 5
dR ~ 3BRAE ~ drRd$

) Vgl. Clebsch und Gordan, Abel'sche Functionen, p. 123.
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und hieraus die betreffende Gleichung fur Integrale
zweiter Gattung:

Durch Differentiation erhalt man fir die Periodicitatsmoduln
der Integrale zweiter Gattung analoge Relationen, wie fir die-
jenigen der Integrale dritter Gattung.

§ 5. Einige Beispiele.

Hier mdgen zunachst einige Beispiele betrachtet werden.l)
Es sei ein Achteck mit den Ecken A,B, (7,25, E,F,G,H ge-
geben; und diese Ecken mdgen bei positivem Umgange in der
angegebenen Reihenfolge angetroffen werden. Einander ent-
sprechende Seiten seien

AB und FE durch die Transformation fx(z),

BC * GF . , £(#),

C D ” H G ” i) . /(#)’

DE , AH " , f f4(2).
Dann st

Sin(F) = Ss,(fl(A) =Ai,(/t(C)
-S,U ) + Pl= Se, (i0O+P#
(ff) - s« (f,(5)) =, < (f)
-5,(B) + Pt= Si,(JO)+ P, f
(ji)= s{, (-~ (€M) = stn
= ,(C) + P3= 5f,(F)+ P4
Wir setzen nun
fl, (B)- st, (J.), fl,= 8t, (C)- (33),
fl, = (fl) - , (<7), fl4a= Se,(E) - fIf,(D).

*) Dieselben beiden Beispiele wahlt Poincara a. a 0. zur Er-
|&uterang des Begriffes der Cjklen.
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Die Gleichungen (31) nehmen hier die Gestalt an

nx— & P2{-P8 P4,
foh /9= Ha'r P3P Nax
ni= -P 1+ P+ *-P 4
N4g= P ,-Pf+ Ps+ -

und dieselben Relationen gelten fur die Grdssen P 1 und 77,
Diese Beziehungen sind identisch mit denjenigen,
welche im Raume zwischen den Punkten P und Ebenen
77 bei der Verwandtschaft des linearen Complexes be-
stehen. Die Bedingung (32) wird

(36) p,n;+ p,m + psm + p,ni= o.
Besteht zwischen den P, die Relation

(37) «1P. + a2P1+ alPl+ a4P4-0 i

so ergibt sich durch Elimination von Px(wobei ax nicht gleich

Null sein darf):

(38) P2(a17i-a27;)-fP3(@lVzi-a8iz;)+ P4ald7;-a97i)=0.
Ist ausserdem

(39) ftP .+ ftP. + ftP. + ftP » o,

so folgt:

(40) P,(a,ft- a,ft)+ P,(a ft- asft)+ P4(a,ft- as4ft)=0Q

und durch Elimination von P2 aus (38) erhalten wir eine im

P2und Ps lineare und homogene Gleichung, deren Coefficienten

verschwinden mussen; die letzteren sind linear im 777, 772 7/,
und fihren zu den Relationen:

41) ~ as"0 («1Bi a3A)W * A
(alR2—aiRi)(ain i-a in\)— (alBi---a jl)(airr2--atl\)"0.

Dieselben Gleichungen mussen erfullt sein, wenn man a 3
bez. durch f, 7/ d. h. 77/ durch 77, ersetzt, und missen damn

mit den Gleichungen (37) und (39) gleichbedeutend werden.
Aus (35) folgt:
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a, ITt—aini= aj P, -f agP,— (a, -j- a,) (Ps— PJ,
ai"s— aini= — ai-?!+ (ai+ as)P»— «3P»— (ai— «») -P*
ain ~ atn x-= «1 P1— (a, + ai)Pa+ («<1— a*)P8+ a*P4.

Sei zur Abkirzung (a /?),* = a- /?*— ak/?,, so gehen folglich
die Gleichungen (40) Uber in
—a, P, [(@aR)n+ (@l/?),]+ a, P, (@/SM+ a, Ps(al?),,
-f- P4[(ali)jg (a, "F a2 @/u > ai) aj (o/ul = 0.

Formen wir dies Resultat mit Hulfe von (39) und den
analogen Gleichungen

*1 (a /Oia 4“ ~3 (a™s2 4" *M(a A L232®»
*« (@QAI3“H™2 (@AB"H N (@QAB= ®

um, so ergibt sich nach Weglassung des Factors P4 eine Be-
ziehung zwischen den a, und $:, nemlich

ai[@dis (@R)u (aR)ii @)n (aRsi\~ W), (aAd.

Analoge Gleichungen wird man durch Vertauschung der
Indices erhalten.

Von anderem Gesichtspunkte aus lasst sich dies
Beispiel in folgender Weise behandeln. Die beiden
Relationen, welche sich fur die 77; ergeben, sollen (falls man
77, far 77} schreibt) mittelst der Transformation (35) auf die
ursprunglichen Gleichungen (37) und (39) zurickgefuhrt werden.
Umgekehrt missen so aus diesen Gleichungen diejenigen fur
die 77, (oder 77,) gewonnen werden kénnen; es ergibt sich

6j 773 -j- a8773 f- RsTlz -f 7%= 0,

& 77 A" 4" 73 + 477= 0,
wo
= = "1 @
(42) aa= ai + * — a3+ ab

= 0L+ a2+ * ad»
»4 = OlL— 62+ at+ e»
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und wo dieselben Gleichungen zwischen den 6, und Bi bestehen.
Mit Hulfe von (36) eliminiren wir 77{ und 77£ und finden:

ai ai a$m 77
bx b% \ Ja+ 64/TI = o0,
Px P2 Ps/73+ PA4Th
und hieraus die beiden Gleichungen:
«1 at «3 | «1 «4
». », », = Ov 61 », = O
Pt p. P, \Pt P, P4

Diese letzteren mussen bez. identisch sein mit den Relationen:
@rn4' P@ 4“PCRu= &
~1 (@BR\i4" PB(@Ax4" @ (ara3 = 05

und daraus ergeben sich die folgenden Bedingungsgleichungen:

(43)

QOBRIN= @N*> 06 (@Ais~ (@ 1

(44) e (a/MNd= (a6)3l, g @M= (a6)uf
£ (QRuU= @®MI2» Q@ AB= 021~
Wegen des doppelten Werthes von (a &I2= — (a J)tl muss

p'= qg= 1 sein; berechnet man ferner die Grdssen (ab)ik durch
(aB)ik gemass (42), so reduciren sich die Bedingungen (44)
auf die Forderung:

(45) («A4= fAR)N= (« Ag” («A» = («/*)»-
Die Gleichungen (43) werden demnach:

Px+ P %+ P 9=0,
P1-P i+ P 4= 0.
Mit diesen Gleichungen mussen die urspriinglichen Relationen

(37) und (39) aquivalent sein; auch die oben (p. 441) vorlaufig
aufgestellte Bedingung ist durch sie identisch erfullt.

Die Elimination setzt voraus, dass nicht gleichzeitig Q
und a4 verschwinden; denn in dem Falle wirden die linken
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Seiten der beiden Gleichungen (43) einander proportional werden.
Das Resultat ware im Wesentlichen dasselbe, als wenn wir in
den vorliegenden Formeln axund a%verschwinden lassen. Aus
(45) folgt dann

Rx= 0, 2= 0, a8A A a4= 0;
die angenommenen Bedingungen waren also einfach
Ps= 0 und P4= 0.

Das erhaltene Resultat ist aber nicht anwendbar,
wenn sowohl ax und aA als auch Bz und A gleich Null
sind. In diesem Falle ergibt sich

(a8— a4 (77 — 77£) — ad77s  a8TZal= O,
Am _ AT+ (A- A)(TS- m)=0.

Die Anwendung von (36) fuhrt durch Elimination von 771

und 772 zu der Relation:

as— al ad~ a» — a4 77+ as77;
A — Ri O, —A) ("3 —77) = 0;
Pt p8 P87713+ PA477,

und hieraus, da die Coefficienten von 77£ und 77) einzeln ver-
schwinden miussen:

(P1+ Pi+ P9081-")(as-a 4+ MadPl+ yiadPi= Q
(-Pi“t' P~ PH(A A)@8 a4 Rla3-Pl4"A a3P*= ®:
Wir haben also folgende Médglichkeiten:

1) a8 =as &Pi+AP2=°> es P,+P4&0;
2) A=A> Pi1+P8& 0, , , afP8+tadl4=0;
3) AP.+AP .-0, (a3 a4 (Pj+ -P*)+ asPs adPi = 0.

Im letztem Falle misste auch
«@ @i A)P4 " "BAPj~O0

sein; es wurde folgen A = A ux™a3= ®, so "ass Nie urspring-
lichen Relationen lauteten

i+ P*= 0, P4=0.
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Im Falle 1) geht die Oleichung (36) uber in
P105277;-A/l2) + APBW -~ ) = O

also:

R%N\ - Bxm = (p9- pj03,+ft)-(ftp.-t- ftp,)= o,
ns-n { = —P$+ PHY+ 2(P,—P,)= 0.
Es ist also nothwendig + un(™® P3+P 4 ®

wo dann die urspringlichen Gleichungen (37) und (39)

in der Form

Pi_P 2= 0, Ps+ P4=0

erscheinen.

Ein anderes Beispiel gibt dasselbe Achteck, wenn die

Seiten auf einander nach folgendem Schema bezogen werden:

A B auf D C durch die Transformation fx,

BC , ED * " ” f.
EF * HG ” , . /sl
FG , AH " n
Haben die Grossen P, und 77, die frihere Bedeutung, s
wird hier
P,= SIn(D) - (~) = Sf, (CO- Se, (D),
P,= Se, (27) - (5) = Stn(D) - Sst, (O,
P8= 5,, (ff)- Stn(F) = , (1) - St, (£),
P*= (P)- Si, (™= $%$,(0Q- st,(ff).
An Stelle der Gleichungen (35) treten die folgenden
/z;= si,(20-5i, ()= -p |f
Co-%$,(£)= plt

und

[7s= Ai,(D)-Si,(0 = -P 4
~A=Af, (FF)-Si,(i)=  P.
Wir gehen wieder von den Relationen (37) und (39) as
oy 77i ax7/o— q471g-{- <s774= 0,
PoHT + B\Hi — RBA77i -j- Bt 77i= O,

die Anwendung von (36) fuhrt zu dem Resultate
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I — a3l1A— a4IT3
| 3% Rx Bsn, BxJrg = O0;
, p, i\ p.m + p,m
also bestellen die beiden Gleichungen
Pi(«As + pt(« + p*(«A.t= 0,
A (« @an4 - Ps(« - 0.
Die Vergleichung mit (43) ergibt:
(aAlf+ («A34=0
als einzige Bedingung. Dieselbe ist insbesondere erfullt fir
£y= 0, a2= 0, %= 0, B+x= O,
in welchem Falle die Relationen
8 P3+ a4PA= &P+ &Pi=0
asZ7hi — a4iTs = 0, RIN2—R2TI[ = 0
bestehen. Ist gleichzeitig a,= 0, a2= 0, a8= 0, /?,= 0,
[2=0, 4= 0, so haben wir Ps= 0 und P4= 0, d. h. Pt

und P2 sind die normalen Periodicititsmoduln des Normal-
integrals Stv.

8 6. Die Integrale erster Gattung.

In der Theorie der Abel'schen Integrale erscheinen als
Periodicitatsmoduln der Normalintegrale dritter Gattung an den
Querschnitten der Riemann’sehen Flache bekanntlich die
Normalintegrale erster Gattung; und die Grenzen der letzteren
sind die Unstetigkeitspunkte der Integrale dritter Gattung.

Fassen wir jetzt die Grossen als Functionen von

f und rj auf, und setzen dem entsprechend nach (24) und (25)
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oder abgekurzt

so zeigt sich, dass die rechte Seite fir keinetf Punkt f
im Innern des Hauptkreises unendlich gross wird, ihr
also in der That die Eigenschaft eines Integrals erster

Gattung zukommt; denn die Punkte welche durch die

Substitution fr 1(z) aus dem Punkte z = 00 hervorgehen, Hegen
sammtlich ausserhalb des Hauptkreises.

Die Anzahl der von einander linear unabhangigen
Integrale erster Gattung ist gleich der Anzahl der

von einander linear unabhangigen Functionen S*n

welche in 8 4 vorlaufig bestimmt wurde. Diese Bestimmung
bedarf aber noch einer wesentlichen Modifikation in dem Falle,
dass die Ecken des Fundamentalpolygons (im Sinne Poincare's)
in mehrere Cyclen zerfallen.

Der Punkt z = 00, welcher bei Bildung der Ausdriicke
Stv (ft (00)) wesentlich zu sein scheint, muss that-

sachlich durch einen beliebigen, ausserhalb des Hauptkreises
gelegenen Punkt ersetzt werden koénnen, denn durch eine
lineare Hulfstransformation kann er an die Stelle eines belie-
bigen Punktes dieser Art gebracht werden. Um einen solchen
willkiirlichen Punkt £ in die Rechnung einzufiihren, beachten
wir, dass nach (24) die Formel

=ss,m))-ss, (o
fur jeden Werth von z oder f gilt. Es ist also auch
MO - Mn) = Sv(f<(0) - (0

-y » t-flin\
A gV Ii(1)-1i(9) C-IL (fV
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eine von C unabhangige Gonstante, falls f ausserhalb des
Hauptkreises liegt.

Gehéren nun einem Cyclus v Ecken A, an, so koénnen
durch gewisse v— 1 Transformationen diese Ecken mit einer
von ihnen zur Deckung gebracht werden; dasselbe gilt fur die
zu diesen Ecken conjugirten Punkte A\ ausserhalb des Haupt-
kreises. Umgekehrt kann einer der letzteren Punkte, den wir jetzt
C nennen, durch gewisse Transformationen successive mit den
anderen Ecken zusammengebracht werden; die letzte Trans-
formation /}(£) aber fuhrt ihn an die alte Stelle zurick. Ist
nur ein Cyclus vorhanden, so setzt sich diese letzte Substitution
aus den friheren zusammen; sind aber mehrere Cyclen vor-
handen, so ist dies nicht der Fall, und doch ist fir diese
Transformation /} (£) = f, also auch der entsprechende Periodi-
citatsmodul

$.</}(£))-%,.(o0,

welcher eine lineare Function der ~ ist, gleich Null.
Bei einem Cyclus haben wir also w, bei zwei Cyclen n— 1
Grossen S$v = P{ zu beriicksichtigen; bei g Cyclen bleiben

» — q+ 1 Grossen P, zu untersuchen.

Auf diese n— q 1 Grossen sind die Ueberlegungen von
8§ 4 anzuwenden. Die Zahl p der von einander unab-
hadngigen Integrale erster Gattung ist daher im All-
gemeinen gleich

J » -»—+ él-:---Q-

Es ist dieses dieselbe Zahl, welche Poincara durch andere
Betrachtungen (lUber den ,Zusammenhang“ des Polygons) fir
das Geschlecht der zugehérigen Riemann’schen Flache ab-
geleitet hat. Ist n eine ungerade Zahl, so muss hiernach g
eine gerade Zahl sein.

Wir haben noch die Periodicitdts-Moduln der In-
tegrale erster Gattung zu untersuchen. Die Aenderung,
welche w- erleidet, wenn f durch fm(f) ersetzt wird, ist gleich
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afi'i (f ®x\—u —V 1im: C—A(S\

wo die rechte Seite unabhangig von f ist, indem z. B. £= X
genommen werden kann. W ir haben nachzuweisen, dass
die rechte Seite auch unabhéangig von f ist.

Der Beweis wird unmittelbar durch den Satz Uber die
Vertauschung von Parameter und Argument gegeben. In der
That ergibt sich unmittelbar aus den Formeln, welche in § 4
auf die Gleichung (28) fihrten, das Resultat:

Ui(fm(£)) «,({) (E.(E))_.£ V*-1(C)-/-(i)j
= v , m)) £—fk-"(o\
\% g (0 “i- fk~" (f,m

Die rechte Seite geht aber aus der rechten Seite von (46)
hervor, wenn man f, f, /., fm, fk bez. durch f, f, fm, fh/r1
ersetzt. Da nun die Gesammtheit der Transformationen fk
identisch ist mit der Gesammtheit der Transformationen
so folgt

(47) ut(fm(f)) - *.-(©

um(f£ (0) - tm (f)
um(fi( 00))  um(00).

Die rechte Seite ist bereits als unabhangig von f nach
gewiesen (indem z. B. £ = 00 genommen werden konnte); folg-
lich ist auch die linke Seite (die nach demselben Gesetze ge-
bildet ist) unabhéngig von f. Setzen wir

aim= Ui(fm{£)) — #,-(E) = um(fi (f)) — tir(f),

so folgt noch die Relation

(48) aim= ami.

Die Gleichung (46) lost die Aufgabe, alle Periodicitats-
moduln der Integrale erster Gattung als Functionen von 6 —6
Parametern darzustellen,) denn so gross ist nach Poincare

¥ Entsprechende Formeln gibt Schottky a. a. O. for den von irm
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die Anzahl der reellen Parameter, von welchen die gegebene
Transformationsgruppe abhangt, und ebenso gross ist bekannt-
lich die Anzahl der Moduln, von denen die zu einer Cyrve
gehoérigen Abellsehen Integrale abhangen.

Die bekannten bilinearen Relationen fur die Periodicitats-
inoduln zweier Integrale erster Gattung werden durch Betrach-
tung des Integrals J m du,n ebenso gewonnen, wie fur zwei
Integrale dritter Gattung mittelst des Integrals 8§ SaRdS$v in
§ 4 geschah, und wie es Poincar”™ an einem Beispiele ge-
zeigt hat.)

Die Anzahl der Relationen (48) ist gleich n(2n — 1),
da die Indices i, n alle von einander verschiedenen Werthe
von 1 bis 2 n annehmen kdnnen. Es sind nur p der 2n In-
tegrale Ui von einander unabh&ngig; indem man die Ubrigen
Integrale durch die p ersten ausdriickt, erhalt man aus (48) fur
i>p lineare Relationen, welche die Periodicitatsmoduln dieser
Ubrigen Integrale auf diejenigen der p ersten zurickfihren.
Fur das auf p. 442 behandelte Beispiel findet man leicht, dass
Pl und P2 Normalintegrale sind, und zwar

P, mit den Periodicitatsmoduln NixMMvals— a Ke—alval™~abké-alv
Pg n 9 » _ 2R 24 «2—~«1>
wozu noch je 2ni wegen des Logarithmus hinzutritt. Auch

im Falle 1) p. 443 f. werden P, und Ps leicht als Normal-
integrale erkannt, bez. mit den Periodicitdtsmoduln

ail~ aiz> «18= «14 un” «31 — «32» «33 == «34*
In analoger Weise bleiben Uberhaupt p% Periodicitdtsmoduln
(von Normalintegralen) tUbrig, zwischen denen noch \p(p— 1)
Relationen der Form (48) bestehen.

Die vorstehenden Betrachtungen mussen etwas modificirt
werden, wenn die Begrenzung des urspringlichen Kreisbogen-
Polygons streckenweise von dem Hauptkreise selbst gebildet

behandelten besonderen Fall; die dabei eingefuhrten Integralfunctionen
erster Gattung haben von selbst die Eigenschaften der Normalintegrale.
J Vgl. Acta mathematica Bd. 1, p. 259 ff.
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wird, d. h. wenn in der Begrenzung sogenannte Seiten zweiter
Art Vorkommen und wenn in Folge dessen das urspriingliche
Polygon RO zusammen mit seinem »Spiegelbilde (Bo) in Bezug
auf den Hauptkreis® ein einziges in sich zusammenhéngendes
Polygon bildet, das der weiteren Betrachtung zu Grunde zu
legen ist. Wenn das urspringliche Polygon BO 2 n Seiten
erster Art mit q Cyclen besitzt, so bildet BO mit Bi zusammen
ein Polygon mit 4 n Seiten erster Art und 2 q Cyclen. Die

Anzahl der zu betrachtenden Functionen = ware

also zunachst gleich 2n— 2q. In diesem Falle aber liegen

die Punkte ™ zwar auch alle ausserhalb des Hauptkreises, aber

einer liegt im Innern von Bi, und in ihm wird jede der
Grossen

p _ O fa*\ _ Inn- i ~ Cfk (O

unendlich gross, denn unter den singularen Punkten

dieser Function kommen alle Punkte — vor, wenn man von
Cr

einem ausgeht. Als Udberall endliche Integrale konnen

daher nur die Differenzen Pi — P/, in Betracht kommen,
d. h. 2n— 29— 1 Functionen; und die Anzahl der zwischen
ihnen bestehenden Relationen muss gleich der Halfte der um
eine Einheit vermehrten Zahl sein (wie oben); das Geschlecht,
d. i. die Anzahl der von einander unabhangigen Integrale
erster Gattung, wird demnach

p=n—q,
wie es Poincara seinerseits findet.

Hat man es mit sogenannten Klei naschen Gruppen zu thun,
so kdnnen weitere Vereinfachungen eintreten, indem man als
singuldre Punkte der Integrale erster Gattung die Grenzpunkte
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benutzt, um welche sich die Polygon-Seiten unendlich ver-
dichten, und die selbst in keinem Polygon liegen, wie es
Schottky in dem von ihm behandelten Palle thut.

8 7. Die Fuchs'schen Zetafunctionen.

Ist eine lineare Differentialgleichung Ordnung in der
Form
drv , xd' v A
(«») Sf+ S '"(*m»)5? -0

gegeben, wo die Coefficienten qt(x,y) rationale Functionen der
Argumente x und y bezeichnen, und zwischen letzteren selbst
eine algebraische Gleichung

(50) f(x,y) = 0

erfullt ist, so kann man nach den Arbeiten von Klein,
Poincard und Schottky diese Coefficienten g?«(#, y) als ein-
deutige automorphe Functionen einer Variabein z darstellen,

LW . -
welche gleich & zu setzen ist, wenn wx und w2 particulare

Integrale einer Differentialgleichung zweiter Ordnung von der
Form

(51) N = (X, y) W

sind, vorausgesetzt, dass die rationale Function ip(x, y) passend
gewdahlt wird, nemlich so, dass x und y eindeutige automorphe
Functionen von w werden.

Auch die Integrale der Gleichung (49) lassen sich dann
als Functionen von z auffassen; und unter gewissen Voraus-
setzungen uUber die singularen Stellen der Differentialgleichung
(49) sind ihre Integrale durch Potenzreihen nach Potenzen von
z darstellbar, welche alle im Einheitskreise convergiren, falls
man es so eingerichtet hat, dass der Einheitskreis als Haupt-
kreis fur die durch (51) einzufihrenden automorphen Functionen
aufbritt, wo dann nur Punkte z im Innern des Einheitskreises
in Betracht kommen.

1809. BitEimgsh. d. math.-phys. 01. 30
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Wenn nun z eine lineare Transformation der zu (51) ge-
horigen Gruppe erleidet, d. h. z durch fi{z) ersetzt wird, so
erleiden die Integrale von (49), die wir Zi nennen, ebenfalls
eine lineare isomorphe Substitution, indem

(52) (ft(*) = afxz, (2) + (*) + ...+ <>ZBR(*),
h= 1,2,.... A i= 1,2,...n.

Solche Functionen Z bezeichnet Poincar”] als ,fonctions
zafuchsiennes” und stellt sie durch Reihen dar, die in
folgender Weise definirt sind:

Hierin bedeutet fi {z) eine lineare Substitution (wie oben
in § 1ff.); A® sind die bei Auflésung der Gleichungen (52)

auftretenden Coéfficienten; und

HM), H M
sind /i rationale Functionen von 2\ der Index j kann die
Werthe 1,2,.... /i annehmen. Die ganze Zahl m muss so
gewahlt sein, dass die Reihe (53) convergirt. Die Convergenz
wird durch Vergleichung mit der Reihe beurtheilt.

Bezeichnet M den grossten absoluten Betrag aller in der
Substitutionsgruppe (52) vorkommenden Coéfficienten ajj, so
muss nach Poincaré

2m— 4> alog (Mp)
sein, wo a eine gewisse Constante bedeutet, ausserdem w >1,
damit die zum Vergleiche benutzte Reihe sicher convergirt.

Da wir nun in 8§ 1 die Convergenz der letzteren Reihe auch
fur m = 1 nachgewiesen haben, so kann die Bedingung (56)
durch die gunstigere

2 m — 2> alog (Mju)
ersetzt werden, wobei ausserdem m > 1 sein muss. Insbesondere

* Mémoire sur les fonctions zétafuchsiennes, Acta mathematica,
Bd. 6, 1884.
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kann auch m = 1 sein, wenn Mju<l1 ist. Diese Voraus-
setzung soll im Folgenden gemacht werden.

Die Function geniigt identisch der Bedingung

(54) f,frM) = (fr« ) - S aw W,
fr=I

Die Anwendung der linearen Transformation fr(z) auf die
Variable z als Argument der Function gj(z) bewirkt also, dass
sich letztere linear durch die anderen Functionen £*(#), ver-
sehen mit dem Factor fr(z)~m, ausdrickt. Es ist dies derselbe
Factor, welcher zu der in (2) gegebenen Poincarischen
0-Function bei der gleichen Transformation hinzutritt, so dass
die ~-Functionen

frr\ ~2 Fl«
v el e l..... ©

ein System von Functionen Zk bilden, wie es den Gleichungen
(52) geniigt; und sie gentgen einer Differentialgleichung von
der Form (49).

Im Folgenden soll nicht weiter auf den Zusammenhang
mit den Differentialgleichungen eingegangen werden; es soll
nur gezeigt werden, wie man eine besonders einfache Klasse
von Functionen benutzen kann zur Bildung eines Systems von
Fuchs’schen Zeta-Functionen.

Wir bilden die Reihe

dann ist nach der Umformung, welche zu Gleichung (19)
fuhrte:

9 ,(/rto)-S 2 AVg—fr-'(fj(h)) d£k +  *

wo Qjr eine von z unabhangige Constante bedeutet, nemlich
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Andererseits ist identisch

,(,)_ ﬁs f. f( £ A":*_'

i 5 IS “rr (W JtF
denn die rechte Seite dieser Formel unterscheidet sich von der
rechten Seite der Gleichung (56) nur dadurch, dass vor der
Summation auf die i4® Transformation die aufgeléste ru an-
gewandt wurde, was das Resultat nicht beeinflussen kann, da
in der Summe alle Transformationen der Gruppe Vorkommen.
Also folgt:

Vi« = S aff 9,(fr«) - £
2=1 2=1

oder durch Auflésung
% (fr W) = X) w W+ A=
1=1

wo die Determinante der rten Substitution (52) bedeutet
Hieraus folgt unmittelbar:

Die Differentialguotienten der ”~-Functionen,
welche durch (56) definirt werden, haben die wesent-
liche Eigenschaft der Poincara’'schen Functionen f;,
indem sie den Gleichungen (54) gentgen, nemlich:

Den Functionen t] kommen hiernach analoge Eigenschaften
zu, wie den Integralfunctionen zweiter Gattung, zu deren Auf-
stellung die Betrachtung der automorphen Functionen in § 2
Veranlassung gab. Durch Integration nach dem Parameter f
wirden Functionen entstehen, welche den A bel’schen Integralen
dritter Gattung analog sind, und deren Periodicitatsmoduln den
Integralen erster Gattung entsprechen.

Die Functionen rjj kdbnnen an Stelle der zur Bil-
dung der Fuchs’'schen Z-Functionen (55) benutzt wer-
den, wenn auch 0 passend gewahlt wird.



