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Abhandlungen zur Elastizitätstheorie.

II.
Die Eigenschwingungen eines elastischen Körpers 

mit ruhender Oberfläche.
Von A. Korn.

(Bingtiauftn 5. Mai.)

Nachdem wir in der ersten Abhandlung gezeigt haben, 
daß das elastische Gleichgewichtsproblem:

1)

2)

fttr

3)

du +  k — =  - X ,
dX

dv  + * ! * » » _  r,dy

d w - \ - k "  —  — Z, 
de

in dem elastischen Körper t

fa  — i ü  a. lü -L Ü £ \
V 3*
M =  0,
v =  0, an der Oberfläche co, 
w =  0,

bei gewissen Stetigkeitsvoraussetzungen über die gegebenen 
Funktionen

X, Y, Z  von x , y , e  

stets ein und nur ein System von Lösungen «, v, w zuläßt,
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wollen wir jetzt die Existenz einer abzahlbar unendlichen 
Menge von Funktionentripeln:

Um K  W n

beweisen, welche den Differentialgleichungen:

4)

J U x +  k d- ^  +  £ U K =  0,
ö X

A K  +  iÄ  +  4  K  =  0, 
<*y

A W K +  k ? p  +  £ w t =  0
c Z

genügen und an der Oberfläche verschwinden. Dabei sind die Xl:

5) % < X \ < 1 < · · ·

Konstanten, welche wir als die den elastischen Funktionen
tripeln UXVKW M zugehörigen Zahlen bezeichnen wollen.

Zur Bestimmung der Eigenschwingungen eines elastischen 
Körpers bei ruhender Oberfläche haben wir Funktionen U V W  
zu bestimmen, welche in t den Differentialgleichungen genügen:

ATT * d % ü

36 a* v
' A V k —  =  o* · -—jz, (&, o* Konstanten des Mediums), 

o y a t
30  a*TT

d W + k -3*= a ' ' l > F
und an der Grenze verschwinden. Jedem elastischen Funk
tionentripel Ux VH W x ist nun eine elastische Eigenschwingung 
bei ruhender Oberfläche zugeordnet:

U = U K c o s Q r +  < ^ 2 *,

7) * V  =  VK cos ^  ^  2 n, (3 beliebige Konstante),
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und die betreffende Schwingungsdauer bestimmt sich aus der 
dem elastischen Funktionentripel zugeordneten Zahl 1* durch 
die folgende Relation:

8) TK =  ^ .
2 710

Die Theorie der elastischen Funktionentripel läßt übrigens 
nicht bloß diese eine Anwendung zu. sondern die Verwendbar
keit derselben ist dieselbe, wie die der Theorie der Poincarä- 
schen harmonischen Funktionen.

Es läßt sich zeigen, wie wir sehen werden, daß sich jedes 
Funktionentripel u, v, w von gewissen Stetigkeitseigenschaften 
nach den elastischen Funktionen tripein entwickeln läßt:

u  =  2 >  CK ü x ,

9) - v — £ *  eK VK, (c, ct . . . Konstanten).
w =  W H,

Nach dem Beweise dieser Entwicklungen kann man das System 
von Differentialgleichungen:

d » + * -  =  (T -- ,
' dx a<*’

. , , 3 0  t d*v Av Ä— =  ol ——, 
dy dt1

A _L h d0A w 4- k — =  o* ——,T  dz dt* ’

10)

das System von Differentialgleichungen:

11)

de du

A  . 7 3 V

^  dz b dt

und auch das noch allgemeinere System von Differential
gleichungen :
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12)

A I J 9 9  »  I d UA u +  k —  =  ol - -4- u — .T  a* a i * T A a* ’ 
. , , aö . J 1» . a®

J " +  i 8i  9i5" l" ' ‘  8(·

^  a* ai* ^  ^  dt

in sehr allgemeiner Weise bei gegebenen Anfangs- und Grenz
bedingungen integrieren.

§ 1.
Ich stelle der Untersuchung den folgenden Hilfssatz voran: 
Hilfssatz. Es seien

ujVjWj (j =  0, 1, 2 . . . p)

p +  1 Funktionentripel, die mit ihren ersten A b le i
tungen in t eindeutig und stetig sind, an der Grenze 
verschwinden, und von denen sonst nichts voraus
gesetzt werde, als daß die UjVjWj derart linear unab
hängig sind, daß keine ßelationen  von der Form statt
finden können:

jßjitj =  0,

im ganzen Innenraum,

wo die ßj reelle Konstanten sind, die der G leichung: 

$  +  /* ? + · · ·  +  /?’  =  !
genügen. Man kann dann stets die jp -f- 1 reellen Kon
stanten:

so berechnen, daß 
13) «« +  a\ +  ·
und die Funktionentripel:

«o«. · · · « ,

+  «; =  1
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M =  dj Uj,

14) v =  j j j  aj vj,

W =  E i  aj Wj

die U ngleichung erfüllen:

j* («* +  t)1 +  w%) dt
15)

J* (0* +  u* +  ö* +  »*) dt ^  typi

w o  a eine endliche, led iglich  von der Gestalt der Fläche 
abhängende, von den Funktionen UjVjWj gänzlich unab
hän gige  Länge vorstellt, und wo:

16)

17)

« =  ?ü  +  ? f  +  Ü£, 
dX dy dz

U =

gesetzt ist.
Es ist in der Tat:

dw dv 
dy dz ’

__ du dw
* dz dx ’

__ dV du
— dx dy

18)

+ -  (B “ H)l+w IB -  (B ~ B)lldr'[dy dX JJ | dz \dX dy) JJ
=  — $[uA +  wAw\ d r ,

-  / [ ( S ) v  ( g ) V  (S )%  (ß )V  (13%  (5 -;)·

+(S)'+(5 )'*(S)>"
1906. Sifcsnngsb. d. math.-phys. Kl 24



und wir wissen nach dem Beweise eines Poincareschen Satzes,1) 
daß bei genügend großem p die Konstanten dj so bestimmt 
werden können, daß:

Wir haben in dem bekannten Beweise des Poincareschen
_p

Satzes das Gebiet r nur in eine Anzahl <  Teilgebiete Xj zu zer

legen, und die Konstanten dj so zu berechnen, daß für jedes 
Teilgebiet:
2 0 )  j u d r  = j v d z  = § w  d t  =  0 ,

Tj tj rj

dann ergibt jener Beweis auch unmittelbar die obigen Formeln.

§ 2.

Wir stellen uns jetzt das folgende Problem:
Gegeben sind drei (abteilungsweise) eindeutige und stetige 

Funktionen der Stelle des Innenraums f\ f2 /*s, von denen wir 
voraussetzen, daß in den Teilgebieten, in denen Stetigkeit vor
handen ist, für zwei Punkte 1 und 2 in genügend kleiner Ent
fernung r12:
oi\ u r / i  \s in ---  a o ^  A XA %A* endliche Kon-2 1) 1 M hler Bruch

Es sollen drei mit ihren ersten Ableitungen eindeutige und 
stetige Funktionen U V W  der Stelle des Innenraumes so ge
funden werden, daß:

*) H. Poincare, Rendiconti del Circ. Mat. di Palermo, 1894; A. Korn, 
Abb. zur Potentialtheorie 4 (Berlin, Ferd. Dümmlers Verlag 1902).
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22)

A U + k - dd® +  l*U ')  =  - f lt 

4 K  +  * -| | - +  * » r  

J W + *  \ y  +  l % w  =  - / *’

h und P  gegebene Zahlen (— 1 <  k <  oc), und daß an der 
Fläche w:

« 7 = 0 ,
23) V =  0,

W =  0.

Wir bilden successive, entsprechend den Untersuchungen 
meiner ersten Abhandlung zur Elastizitätstheorie,*) die mit ihren 
ersten Ableitungen in r eindeutigen und stetigen Funktionen:

UjVjWj (j =  0, 1, 2 . ..)
so, daß:

f . <
d A

Aw° "*■ k T z  =  ~

y +  3* =  — “  - 1’

 ̂ . i d0J 
J +  J y  =  _  Vj~ 1’

A _L l  9 0AlOj +  fc —  —  —  W j-1,
o  Z

24) in r.

*) Wir könnten auch ebenso leicht das allgemeinere Problem be
handeln, in dem statt U, <p2 U steht, . . .  und <p2 eine überall von null 
verschiedene, positive Funktion der Stelle des Innenraumes ist, die nur 
einer ähnlichen Bedingung 21) wie die fj genügt.

2) Diese Ber. B. 36, S. 37.
24*



während an co stets:

Uj =  0 ,
25) v j =  0 , j  =  0, 1,2  . . .

Wj —  0. ,

Können wir zeigen, daß:
lim (Aay Uj =  0

y=®

und daß die Reihen:

0

t i W v j ,
0

t l W v j0

mit ihren ersten Ableitungen eindeutige und stetige Funktionen 
der Stelle des Innenraumes vorstellen, dann werden diese Reihen 
die Lösungen der gestellten Aufgabe repräsentieren. Bevor wir 
zu diesen Konvergenzbetrachtungen übergehen, wollen wir einige 
Eigenschaften der aufeinander folgenden Funktionen Uj Vj tCj 
kennen lernen.

§ 3.
Wir wollen voraussetzen, es bestehen zwischen den p -f*1 

Funktionentripeln
uj Vj Wj (j =  0, 1, . . .  p)

die Relationen:

E i ßj Uj =  0 ,
0

26)
o

ßj Wj =  0,
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wo die ßj reelle, den Gleichungen:

27) ß  +  +  +

genügende Konstanten vorstellen, und wo p eine endliche 
Zahl ist. Wir wollen Zusehen, zu welchen Konsequenzen dies 
für die drei Funktionen fx f2 führen muß. Wir werden zu
nächst zeigen, daß man aus 26) stets drei Relationen von der 
Form

p-i
S /w  « , =  o ,o

28)
p-l
Jjjyj q  =  o,
0

p-l
Yj wj =  o

0

ableiten kann, wo die yj (J =  0, 1, . . .  p— 1) reelle, den Glei
chungen :

29) y* +  yf H----------H =  1

genügende Konstanten vorstellen, in folgenden drei Fällen:
1. Wenn die Gleichung:

30) ß0 &  +  ßl X>-' +  - - -  +  ßp =  0 

eine komplexe Wurzel:

» j - f ia r ,  ( « , 4=0)
besitzt:

2 . wenn diese Gleichung eine reelle, negative Wurzel 
besitzt;

3. wenn diese Gleichung eine positive Doppelwurzel hat. 
In der Tat berechnen wir die p +  2 Konstanten

7o7i · · · rp- 'Xa
so, daß:



a Yo =  ßo» 
a Yi — ßi +  a x Yoi 
a Y* =  A  +  a x Yn
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31)
ayp_i =  ßp—i +

0 =  ßp -\- a x  Y p -i,

yI +  y? +  · · · y U  =  l,

was auf Weisen möglich ist, entsprechend den p  Wurzeln 
der Gleichung 30), so folgt aus 26):

Youa +  Yi ui + ------H Yp-I up-  1 =  x (Yöui +  Yiut
+  · · * +  Yp-i up)>

Yovo +  Yivi H-------- H Yp-i vp-i =  x (Yo ®i +  Yt »t
+  · · · +  Yp-l »,),

Y0w0 +  Yi” , + ------1- Yp-\Wp-i =  z(Ya«>i +  Yxv>%
+  " · * +  Yp-i w p)

32 a)

oder:

32 b)

a (Youi +  Yiui + ------H Yp-iHp) +  * dx (Yo î +  Yt et

H---------h Y p -i 9p) =  — * (y0 «i +  Y t u *  H--------- h » - 1  “ j-).

^  (y0 wi +  Yi v$ H-------- +  Yp - i vr)  +  * j y  (yoöi +  et

+  — H yp-i öp) =  — a: (>·„ », -f- y, v, +  · · +  yp-i «v).

^ (yo^j +  yiw» H---------f- Yp-i wr) +  k j-g (y<A +  y« °*

H---------h yp-i «,) =  — * (y0w, +  y, w, H---------H yP-i «> ,).

Hat die Gleichung 30) eine komplexe Wurzel 
Xl +  ix t (xi 4  0),

und setzen wir: 

33)
You i +  yiM* H-------- h yp-i «p — x  +  is ;
Yovi +  Yi vi  4-------- 1- yp-l «p =  T + i H ,
Yow t +  Yi w% +  · · · +  yp-i *vP =  Z-\- iZ,

so folgt, wenn wir die Gleichung 32 b) bezw. mit



34)

Jf

X  — iS, Y — iH, Z — i Z  

multiplizieren, addieren und über den Innenraum integrieren:

3 (X — iS)  dJJC+iS) d ( X — i S ) d ( X + i S )
dX dX dy 3 y

, d ( X - i S ) d(X + i S )  d(Y - i H )  3( Y + i H )
3 z 3 e dx dx

d ( Y— i H ) B(Y + i H ) 3( Y - i H )  3( Y + iH)
dy 3y  3 z dz

3( Z — iZ )  3( Z + i Z )  3 (Z  — iZ)  3 ( Z + i Z )
dX dx dy dy

+  J~y ( r +  *a ) +  3 » (Z +  iZ )j

- - ( * , +  iag j* (X* +  r*  +  Z» +  if* +  ii»  +  Z») dT, t

somit, falls x% ={= 0, da die linke Seite reell ist:

J (X »  +  r » - f -Z > + 5 '* + f l '» + Z > ) » d T  =  0,
‘ X = Y = Z = S  =  H = Z = Q ,

oder:

35) i  yoMi +  y>M» +  — H yp-i mp =  y«vi +  yi v* 
i H h yp-i»p =  0; yo«;, +  y , -1 (- yP-iMV =  0

und hieraus durch die Operationen

„ + * » » ,  4 f  „  +  * » ·
3a: dy ' d z

die Gleichungen:
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36)
i Youo +  y. M. H-------- h yp-l«p-1 =  0 ; y0v0 +  y, vl
\ H------- h yp-i »>p-1 = 0 ;  y0«>0 +  y, w, H------- j- yp_, m>p_i == 0.



Hat die Gleichung 30) eine reelle, negative Wurzel

x =  — 4 ,
so folgt aus 34):

+(!§HW)+G§)>
=  x > $ ( X * + Y *  +  Z')dT,

I

und hieraus wieder: 35) und 36), da links eine Summe von 
lauter negativen Gliedern steht.

Hat schließlich die Gleichung 30 b) eine positive Doppel
wurzel

37) x =  Xy

so können wir die p Konstanten

<30 <5j . . . b

so bestimmen, daß sie zusammen mit x  die Gleichungen erfüllen:

362 Sitzung der math.-phys. Klasse vom 5. Mai 1906.

38)

=  Po» 
bdi =  71 +
b i =  / j  -f" bd XXy

b dp-2  =  yP—2 +  bdp-zx, 
0 =  Yp-i + b&p-%x,

<Jo +  i  i +  · · · +  <Jp-2 =  1,

b +  0

und wir können die Gleichungen 32 a) in der Form schreiben:

F — 2 x F l +  x%F % =  0, 
39) ■ 6r — 2 x G t x* G2 =  0, 

H — 2 x H x +  x*H% =  0



A. Korn: Eigenschwingungen eines elastischen Körpers. 363

40)

F  =  <i0« 0 +  flj«, +
F t —  <30w, +  +
F t =  d0ut +  < * ,«,+
(r =  <J01>0 +  »j +

G1, =  fl0 v» +
Gt =  <50 «* +  <5t 0,  +
# =  A wo + i i « ,i +

=  ^owi +  <», wi +
^  =  i 0« ’* +  <*!«’, +

Es folgt aus 39) und 40):

J F +  +  ^  +  2 x F - & F l =  0,
d X \ d X  dy dz  J  1

+  T r )  +  2 x G  —  x !Gt — 0,

• · 4 "  <Jp-2 « p - 2 ,

• * +  «V-ittp-l,
• ' 4* öp
---- H ip-2»p-2,
• · +  <*p- 2  v p - l ,

• · 4*
---- H p̂—1 *0p—2»
---- H ^p-2«V-l«
• · -f- Sp-tWp.

J G  +  k — ( * ? -  +  —
^  d y \ d x  ^  d y de J

0." I M +Sf ■+ j f )+ -
Diese Gleichungen multiplizieren wir bezw. mit 

( - * · , ) ,  ( - < ? , ) ,  (-JH i),
addieren und integrieren über den Innenraum, dann ergibt sich:

j* {F 2 + G *  +  W -  2 x (FF,  +  GG,  +  HHt)
+  x*(F\ +  G \ +  W[)}dx =  0,

und hieraus:
F  — x F l =  0,

41) ■ G — x G ,  —  0,
H — x H x =  0, 

das sind Gleichungen von der Form:

? o « o  +  7 i « i  + ---------1- Y p - i  UP- 1 =  0»

Y o %  4 -  y ,t> , H------------ V Yp 1 » P -1  =

Yow o +  Y iw i H---------- h Yp - i  « ’p-i =  ° -
Wir sind damit zu dem Resultate gelangt, daß man 

Gleichungen von der Form:
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ßouo +  ßi ui +  
ßo vo +  ßi vi +  
ßo wa +  ^ 1^1 +

stets auf Gleichungen:

lYouo +  y ,«, +  ·
42) |7,i>o + X , +  ·

reduzieren kann, in denen die

roYi-
reelle, der Relation:

43) 7% +  y\ +  ·'

• +  & «* =  0,
• +  ß, V,  =  0 .

• -f- ßr Kr —  0

-{- Ym M» =  0, 
"I“ Ym P« : 0, 
+  Ym U>m —  0

+  r i - i
genügende Konstanten vorstellen und so beschaffen sind, daß 
die Gleichung:
44) y#a?" +  y,a "̂“ 1 H-------- 1- ym =  0
m positive, einfache Wurzeln besitzt.

Bezeichnen wir mit x , x g . . .  xm diese m Wurzeln, so ist, 
da eine Doppelwurzel nicht existiert, die Determinante:

1 1 . . .  1
X t X 9 . . . Xm 

. XLx*x* * 0 ,

syJtt—1 fg*Jft—1 «JB-1*1 * · · m
und wir können somit mit Hilfe der Gleichungen: 

wo =  U\ -f- Ui · · · +  Um, . . . l)
Ml =  1 +  * · ‘ +  i/itt» · · ·

45) u2 =  xf 2 £A +  U2 +  · · · +  x - 2 Umi . . .

CTj +  tf-(m -l) ^  ^---------- Um, . . .

l) Je zwei analoge Gleichungen, in denen überall « durch v bezw. w 
und U durch V bezw. W  zu ersetzen ist.



die Funktionen
Ux U% . . . Um linear durch die uQux . . .  « m_ i ,
Vx V% . . .  Fm „ „ „ v0 vl . . .  vm_,,

T F j  W V  .  .  »  fi »  f *0 u f c - i

definieren. Aus 45) und 42) folgt nun, da xx x% . .  . xm die 
Gleichung 44) erfüllen, auch:

W* =  X{m Ul +  xt m Ul H------+  x~m CTm, . . .  ,*)
so daß wir die

Uj F. Wj (j =  1, 2 . . .  m)

anstatt durch die Gleichungen 45) auch durch die folgenden 
Gleichungen definieren können:
46) Uj =  x - t U t +  + ------ h x ~ j Um, . . . 1) (J =  1 , 2 . . . wt).

Nun folgt aus 46) und 24):

A. Korn: Eigenschwingungen eines elastischen Körpers. 365

47)
-  =  V  ( i r , + t  £ ■ )  +  ( - 1 0 ·. +  *  ? f )

ü .  +  . . .  (j =  1, 2 . . .  m),

und da wir die Gleichungen 45) auch so schreiben können:
48) Uj-i = x 7U-')U1+ x ^ - ' W t+ - x - < l - " U m,. . .  0  =  1,2...*») 

auch:

49)

0 =  * r <M> {/HT, +  * ^  +  *,17;} 

+  V ' - ,){ ^ .  +  * ^ “ + * » ü f} +  ··· 

+  â ü-·) j/1 ET. +  * ^ 7  +  £/»},···

Das sind dreimal m lineare und homogene Gleichungen 
für die m Größen:

l) Je zwei analoge Gleichungen, in denen überall u durch v bezw. w 
and U durch V bezw. W  zu ersetzen ist.
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2 ft
bezw. A V j +  Tc^  +  Xj Vj, 

J W j  +  k ^  +  xjWj,

j  =  1 , 2  . . .  tn,

es folgt somit, da die Determinante dieser Gleichungen ^ 0 
ist, einzeln:

50)

3 ft
AUf +  k - ^ ^ - X j U ; ,

2 ft
A V J +  k l %  =  - * J VJ’ i -  1, 2 . . .  m. o y

A W j +  k d- g  =  - X j W j ,

Die erste Gleichung 45) lehrt uns somit: Es ist bei unserer 
Voraussetzung:

uo =  Ux +  U2 +  · · · +  Um*
51) U> =  rt+ F. +  - . - +  vmi

w0 =  W l +  W ,  +  . - -  +  W M,

wo die Uj Vj Wj linear durch die uj vj wj ausdrückbare Funk
tionen des Innenraumes von w sind, welche in demselben den 
Differentialgleichungen genügen:

A v > +  k i!%  =  - x>vb  i  =  i* 2 . . .  w. o y

A W j + k ^ ^ - X j W j ,

Dabei sind die Xj positive Zahlen, welche der Gleichung: 

ßo &  +  ß i  + · · · + & =  0
genügen.
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Wir sprechen das Resultat folgendermaßen aus:
I. Bestehen zwischen den successive durch die 

G leichungen 24) und 25) definierten Funktionen UjVjWj 
Relationen von der Form:

ßo uo +  ßi ui +  
ßo vo +  ßi v\ +  

ßowo +  ß i wi +

+  ßpUp —  Qj
+  ßpvp =  

ß p W p  =  0 ,

wo p  eine endliche Zahl,  ß0 ßp reelle, der
Gleichung:

ß  +  +

genügende Konstanten vorstellen,  so kann man u0v0tv0 
in der Form darstellen:

Ut +  · · · +  UM1 (m < p )

% =  V\ +  +  · 4 · +  Fm,
" t - W t  +  Wt +  ' - '  +  W . ,

wo die UjVjWj  linear durch die UjVjWj resp. ausdrück- 
bare, mit ihren ersten Ableitungen eindeutige und 
stet ige  Funktionen der Stelle des Innenraumes von (o 
sind, die in demselben den Differentialgleichungen:

dOj_
dx

d W t  +  h - P  =  — xjWj3 dz 3 3

i  =  l, 2 m

und an der Oberfläche den Bedingungen:

j  =  1, 2 . . . m
Uj =  0,
r, =  0,

W j =  0 ,
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g e n ü g e n ;  dabei  sind die Xj positive W u r z e ln  der 
G le ic h u n g :

ß ü *  +  ß i # ~ l +  " ' + ß p  =  0.

Die Funktionen fx f%f% sind in der Form darstellbar:

fi == 3/j Ux x2 C/j · · · Xih TJist,
52) fs =  — xJ Vx —  x% Vt ------------xm Vm,

/ »  =  — xx W x —  x2W 9 ------------ xm W m.

Die letzte Behauptung folgt unmittelbar aus 51) und 50). 
Setzen wir bei der Voraussetzung des Satzes I

TJ =  axUl +  a2U9 +  · ’ · +  am Um,
53) < V  =  ax Vx +  ö jF j -J- · · ■ -f" Fiii,

. TT =  a, TT, +  at TTf H-------- H amW m,

so genügen diese Funktionen den Differentialgleichungen:

54)

wenn:

A U + k ^  +  P U  =  - f t , 

A V + k 7 y + k % V  =  - ' * >

A W + k Tz + i t W = - f »

55)

bei der Voraussetzung:
X% *  xj.

Die Lösungen 53) unseres Hauptproblems haben somit, 
als Funktionen von P  betrachtet, einfache Pole an den Stellen:

P  =  Xj ( j  =  1, 2 . . . m).

Fragen wir, kann es noch ein anderes Lösungssystem 
U' V' W'  der Aufgabe geben, so bemerken wir, daß in dem 
Falle der Existenz eines zweiten Lösungssystems U ' V W ' i



5 6 )

A ( U ' - U )  +  k =  -  P ( U ‘ - U ) ,  

A ( V  — W)  +  Je =  — **( V — V), 

A ( W — W ) - \ - k W )
o Z

A. Korn: Eigenschwingungen eines elastischen Körpers. 369

sein müßte; nur um solche Funktionen U*— U, V'— F, W '— W , 
die im Innenraume den Gleichungen 56) genügen und an der 
Oberfläche verschwinden, können sich U V W  und IT V' W'  
unterscheiden.

§ 4.
Wir betrachten jetzt den Fall, daß sich zwischen den 

successiven Funktionen UjVjWj keine Relationen von der Form:

ßouo +  ßi u\ ■+■ * · ’ +  ßpUp =  0, 
ßo vo +  ßi vt +  · · · +  ßp vp = 0,
ßow o +  ßi*>i H---------- l· ßpWp =  0

herleiten lassen, wop eine endliche Zahl ist und ß0ßi-.-ßp reelle, 
der Gleichung

ßl +  +  +  
genügende Konstanten vorstellen.

Wir bilden an Stelle der Reihen UjVjiVj die Reihen, welche 
entstehen, wenn man anstatt von den Funktionen fx f% f  5 von 
den Funktionen:

a0 fl +  ai 1l0 +  a2 U1 +  · · · +  dp Up-1, 
ao U +  a\ vo +  a% v\ +  * ‘ · *!“ QP vp-  11 
ao /s +  ai wo "t" ai W1 +  ■ · · +  ap wp-  1 

ausgeht, wo die
a0 Oj . . . dp

p +  1 reelle Konstanten sein sollen, die der Gleichung:

«5 +  « ? + · · ·  +  ^  =  1
genügen, und über die wir uns noch weitere Bestimmungen 
Vorbehalten.
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Wir bilden also successive die Funktionentripel Jtj #  Qj, 
welche in t den Differentialgleichungen genügen:

3<j I
^ = -  («0 A+ “ »tto+ ·' ·+ “p «P - 1),

57)

.^ 0
*y
9a.

Ag° + k d£ = - M + ai” o+-+°P»P-l)>

a i 9
i +  dx = 

A XJ+k ^ = - X i - ^

A 7 d Oj

I *  ~ ® "1’

,7 = 1, 2 . . .

und an der Fläche a> den Grenzbedingungen: 

jrj =  0 ,
58) h  =  0, j  =  0, 1, 2 . . .

£?i =

Wir wollen zeigen, daß wir bei genügend großem p  die 
Konstanten

a0 <Xj . . . dp

so wählen können, daß

abs. A2·* j i j < A ·  L·, 
59) < abs. I2* x j <  A  · JJ, 

abs. JLl* Qj  <  A  '

endliche Konstante, 
L  echter Bruch,

wenn >1* eine beliebige positive, festgegebene Zahl vorstellt, 
so daß die Reihen:

60)
*  =  »0 +  ** n\ +  1* nt +  
X =  Xo +  ■** Zi +  ** X% +  
e =  e0 - f  P  6i +  Qt +



A. Korn: Eigenschwingungen eines elastischen Körpers. 371

mit ihren ersten Ableitungen eindeutige und stetige Funktionen 
der Stelle des Innenraumes von cd vorstellen, die in demselben 
den Differentialgleichungen:

61)

9 o
A 71 * d x =  — ( « . / ;  +  «, «„ +  · · ·  +  «.< «P-O* 

9 o
* 9x ~  — â# *̂ a‘ V° °p

3 o
a  Q  +  *  =  —  (a0 f%  +  a \ w o  +  " ■ · +  a P  w P - \ )

und an der Fläche cd den Grenzbedingungen:

n =  0 ,
62) J z -  0 ,

. f f  —  0
genügen.

Wir betrachten zum Beweise dieser Behauptung den 
Quotienten:

/ «  +  £  +  £ ) *  

der nach 57) :*)

(m eine endliche Zahl),

*) Es ist nach 67):

jX*«-! + J& -I +  e » -i )dl

- ? [ S + » £ ) ,+ ( ^ + * £ ) ,+ K + * £ ) , |'
und:

; [ » + » > * + ( £ - £ r + ( £ - 1 - ) ’ + ( â ) >

+ ( dxm+ kJ ^ )  + { Ae- +k~3j) ]
somit:

1906. SitnuigBb. d. math.-phy·. KL 25
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J H  +  *5. +  eÜ  dx -ji

und

'Vp *
wenn wir a0 . . .  ap in geeigneter Weise wählen, nach dem 
Hilfssatz auf S. 354, da

*m — ao Wm-I 4- a, Mm +  . · . - f  ap ,
Xm =  a 0 Vm-1 +  a , Vm + --------- l· «P Vm +p-1,

=  a0 ^m-1 +  a, " · ■ +  Op Wm+p-J .
Das Resultat:

j K  + £  +  £)<**
«3) - f i 5 - n - l T T 7  < endl. Konst.

J > » - .  +  *1-1 +  <?*_,) dr »l/p« 
i

gilt somit für jedes bestimmte, endliche m, bei beliebigem 
und geeignet gewählten a0 a, . . .  ap.

Bedenken wir jetzt, daß:

! « _ ,  +  ZÜ.-1 +  A - i )  d l =  -  / [* · ->  +  k j f )  +  · · ·] dx'

== 2 4” X*n Xm—2 4" *)

X ^m -l +  Xm- 1 +  ·

*) Für m =  1 soll
* » - 2  für «o A +  “ i «o H--------- h Op « p - i ,
Xm-2 für “ 0 fi +  “ 1 r0 + ------ l· ap ®p_l. . \
Pm-2 för “ 0 ft +  “ 1 WO 4---------H “ p » p - l

stehen.

>
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so folgt:
[ J K .-1 +  * » - . +  <&-.) d r jI

<  X «  + xi +  ei,) dz X«_2 +  x i - i  +  e»_i) dr,  
i i

oder:

J K - ,  +  +  Ä - i )  dz J K  +  A -+  ä )  dt

64)
J K - a  +  +  ^ - 2) dr ^  J K _ ,  +  * L i  +  £ - , )  dr

— endl. Konst. 
<

#v y

Infolge dieses Schlusses von w auf m — 1 ist allgemein 
für jedes bestimmte, endliche m bei geeignet gewählten a0 ax4iv:

J K  +  4  +  el) dz___________________ tf____________________________________

J {(«0/i+ aiM0+ + aj'«p-i)*+(ao/i+alvo+"+apV0*+(ao/i+ai«’o+^+apwr.\Y\dz 

J K  +  *l +  e?)dT JK + *i+ e| )< ir J K , +  *« +  £«) dx

' J K + * o + e o ) dz ^  J K + * i-h e i)  dt ^  J K .- l  +  * m - l  • i i
endl. Konst.

* v y

Man kann dieses Resultat aber auch für unendlich 
wachsende m beweisen, nach der bekannten, von Poincard 
gefundenen Schlußweise: Man betrachte die für ein beliebiges 
endliches m unseren Voraussetzungen genügenden

fl(m) Q(m) a(m) l\
ü 1 ' ' p '

als Koordinaten von Punkten der Kugelfläche:

66) ao +  a® +  ···■+■ «p — 1

in einem p +  1 dimensionalen Raume, dann wird für die

l) Ich füge die Indices (m) zur genaueren Bezeichnung hinzu.
25*



0[(m) fl[(m) fl(m)0 1 · · · p

eines gewissen Gebietes dm der Kugelfläche die Bedingung 65) 
erfüllt sein. Wir können in gleicher Weise, bei geeignet ge
wählten

a(*»+l) a(m+l)
o 1 * * P

erreichen, daß:

J K  +  4  +  ^o) dx
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j* {(a«/i+altto+ +apMp.,)H (aoft+aivo+' +ap'>p-')x+ (a0f9+a1tca+ - H W i ) 1}«/’ 

j'(7I?+Z?+e?)dr +

^  S i K + x l ’^ofydx*' Sirf+X^+ßtydx^  ^  J (nm +  ̂ « +  e » )d r
i

endl. Konst.
W  ’

wo die endliche Konstante rechts von m und p ganz unab
hängig ist. Die Punkte

welche der Bedingung 67) genügen, werden einem Gebiete 
der Kugelfläche 66) angehören, welches ganz in dem Gebiete dm 
enthalten ist, da die Bedingungen 65) eine Folge von 67) sind; 
in dieser Weise fortgehend sieht man, daß das entsprechende 
Gebiet dm±2 ganz in dem' Gebiete ganz in dem
Gebiete dm+2 enthalten ist, und so fort; daraus folgt, daß ein 
Wertsystem:

aQ ax . . . ap

existiert, für welches die Ungleichungen 67) auch bei unend
lich wachsendem m erfüllt sind, und es ergibt sich:

68) J*(** +  $  +  e f ) d x < B -  Dpi,

wenn wir
endl. Konst.69) Lv =  _

V jj*



setzen und unter B  eine endliche Konstante verstehen, die von 
j  ganz unabhängig ist.

Wir folgern aus 68) auch

^  endl. Konst. 1#
T

(man vgl. die letzte Formel Anm. S. 371), wenn man unter 
Fj  eine der vier Funktionen

_  dn^ ' 3 %  fdOj  3 ft dXJ d7h
* dx dy de'  dy d * J de d x ’ dx dy

versteht; denken wir üns um einen Punkt {x y e) innerhalb (d 
eine Kugel vom Radius i2, der nur klein genug gewählt ist, 
daß die Kugel ganz in dem Gebiete t liegt, so ist:

wo die Integrale rechts über die Kugel bezw. Kugelfläche zu 
erstrecken sind, somit:

R
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4 71

T
4 71

also:

3 R31 Fj I <  endl. Zahl · V$F*dT-R'
R

+  J*endl. Zahl R^VR-  f  A F td x  dB,
0 j  J

<: (endl. Zahl · R* +  endl. Zahl · R*) L},

[ [ <  endl. Konst. ~ , 
r5

wenn r die kleinste Entfernung des Punktes (x y z) von <o ist. 
Ferner ist wegen der Formeln:

1 d Cn d* . 1 3 C üt  1 d r dr 
Uj 4 7i dx J  * r 4:7t dy J r 4ji d e j  ^ r ’ * ' *

t  r  t

in dem Punkte (x y e) :



Liabs. Max. (jtj Xj qj) <  abs. Max. Fj -f- endl. Konst. ,

somit, wenn wir mit Cj den absolut größten Wert von njZjQjOj 
in (x y z) bezeichnen:

T 3
Cj <> endl. Konst. .

r1
Andererseits ist nach den Untersuchungen meiner ersten 

Abhandlung zur Elastizitätstheorie:
abs. | Oj |? <  endl. Konst. Cj-1 r\%, (vgl. diese Ber. 36, S. 80,1906), 
somit

LiCj <  endl. Konst. Cj-1 xx +  endl. Konst. ,
r1

wobei man für r eine beliebig kleine Länge einsetzen kann, 
hieraus in bekannter Weise, daß Cj, somit auch
70) abs. Max. fa  % Qj Dx tzj Di & Dx gj) < A - L t ,

wo A  eine endliche, von j  unabhängige Konstante, Lp eine 
Zahl vorstellt, die durch Vergrößerung von p beliebig klein 
gemacht werden kann.

Ist nun A* eine beliebige, positive, fest gegebene Zahl, so 
können wir dadurch, daß wir

f  - L *JP <

machen (L irgend ein echter Bruch), erreichen, daß
71) abs. Max. [X2jnj,X2jXj, A2% , X2W x 7ij, X2)Dx %j, X2W x qJ] ^ A  Lj 
wird, und es wird dann tatsächlich in den Reihen:

n =  7iQ +  X27ix +  A4t t 2 -1- - - - - - ,
72) · x  =  Xo +  P x t  +  i 4 x ,  H----- ,

. Q ■= Qo +  ß, -f· A* +  · · ·
ein mit seinen ersten Ableitungen in t eindeutiges und stetiges 
Funktionentripel gegeben, das im Innenraume den Differential
gleichungen:
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73)

d n  +  % —  =  —  (a0/ i  +  ai Mo +  a%ui +  * ' ■ +  apuf-\)i

A X +  *  =  —  (aof% +  a i vo +  « i «j + -------l· apVp-i),

3 o
A 6 ^  * dz =  — â°̂ * +  a* wo +  a* “ ’H -------- aPWP-l)

und an der Oberfläche co den Grenzbedingungen:
7 1  =  0,

74)

genügt.

* - 0f
0 =  0

§ 5.
Wir definieren jetzt die p +  1 Funktionentripel

uu'ü". . .  17«, vrr'...v<p), ww' w" . . .  w« i)
durch die dreimal p -f- 1 linearen Gleichungen:

75)

« o ^  + a , tr +  a, ü" +  · · ·  + dp UM =  n, . . .*)
U — P U ’ == typ · · ·

U’ —  P U“ =  w „ .  . ·

JJtp-D _ P U » *  Wp—1!

nian kann dann zeigen, daß für den Fall des Nichtverschwindens 
der Determinante dieser Gleichungen:

76)

«0 a. at · · aP
1 —  P 0 . . 0

D = 0 1 --  P . . 0 ,

0 0 0 . . . 1 — P
l = ( - ^ « 0 +  ( - • p y ~ i ai +  · 10*1

l) Die Zeichen (j) sollen hier als Indizes stehen. 
a) Je zwei analoge Gleichungen, die dadurch entstehen, daß man 

für Ü bezw. V W t fiir n bezw. % g, für u bezw. v to schreibt.



378 Sitzung der math.-phys. Klasse vom 5. Mai 1906.

die Funktionen U V W mit ihren ersten Ableitungen eindeutige 
und stetige Funktionen der Stelle des Innenraumes von cd dar
stellen, die den Differentialgleichungen:

77)

A U + k ^  +  P U - - t lt 

A W + k ~  +  l * W = - f i

und den Grenzbedingungen:

78)
U =  0, 
F =  0,
w = o

genügen. Wir schreiben hierzu die an zweiter bis p  +  1 
Stelle stehenden Gleichungen 75) in der Form:

79) UU-n — VW  — Uf-i — 0, . . .  (j — 1,*) 2 ..  . p)
und folgern hieraus durch die Operationen

daß:

80)

A l l "  A> T , "  A i l 90
J +  h di'  A +  k d j ’ J +  * ä P

a u u - 1) + jfca e— i  _  p / ' j  Tjw+ ü
dX V dz J
+  ttj-22) =  0, 

i  yti—n + 1 _ J , / · A ^  jiöM N
3y \ 9v )

+  ty-2 =  o,

A W U - »  +  k — F ^ A W W + k  

+  Wj-2 =  0.

l) Im Falle j  =  1 steht UU~l) Wu~l) für UVW.
a) Im Falle j  =  l steht Uj__2 vj-2 wj-2 ü̂r fi ft /»·



81*)

Während nun die an erster Stelle stehenden Gleich
ungen 75) mit Rücksicht auf die Gleichungen 73) die Rela
tionen liefern:

+ * 4 f - + ^  + f*\

+  a t [ A U '  +  * - | | -  +  P U '  +  «#}

+  at \Aü"  +  * ^ 1  +  A»£T + « , } + . · ·

+  «,{<4 m  +  +  i*u» + =  o, . . .

folgen, wenn man die Gleichungen 79) mit k2 multipliziert und 
bezw. zu 80) addiert, die folgenden Gleichungen, die wir für 
j  =  1, 2 . . . p  ezplicite hinschreiben:

a ft
A U + k - £  +  X * ü  +  f t

-  ir+ tĉ + A »?r+«0) -  o, . . .
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81b)

Aü* + ^  +  X*ü‘ +  ui0

-  X ' ( a ü "  +  J c ^ -  +  X* TT' +  =  0, . . .

a 0 (p-i)
A t/tp—»»+  jfc i Z -------- 1- A» JJiv-1) - f

o%

— j l * ^ I 7 « + f t ^  +  l >l7W +  *^_1) i .  0, . . .

Die Gleichungen 81a) und 81b) bilden zusammen ein System 
von dreimal p +  1 linearen, homogenen Gleichungen in Bezug 
auf die dreimal p-\- 1 Größen:
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A u + k ^  +  i ' u + f t ,  A V  +  k ^  +  w + u »

A U" +  k +  Aa ü"  +  M,, . . .  A W*  +  Tt - f -  +  P UM +  Up_,;
d X  d X

A F + k I x +  i*r + f » 4 r + *  V f + ? r + * ·
A V “ +  k l ^ -  +  tl* ...'/d 7W +  * ^ ^  +  A*FW +  iy_,;

 ̂|Q  ̂£X
A W + k ^  +  P W  +  f „  AW' +  k d- £  +  l. 'W’ +  wa,

a /Q " 3 fö(p)
A W " +  k ^ -  +  P  W " +  w., ...A w m + T t - ^ -  + A* W™+ u>

a Z  d Z

Ist ihre Determinante D  (76) + 0, so müssen sie einzeln 
verschwinden; im Besonderen genügen also U V W  den Differen
tialgleichungen 77).

Nach den Definitionsgleichungen 75) sind U V W  in der 
Form darstellbar:

82)

wenn:

U =

V =

P
D

_£
D

w — - -D

83)

n «1 a * aP- i (lp

Mo —  A* 0  . . . 0 0
P  = » I 1 -—  A* . . . 0 0

Up-1 0 0  . . . 1 - p
1

% «1 Op-l «F

vo —  A* 0 . 0 0
Q = V1 1 - - A * . 0 0

Vp-1 0 0  . . . 0 —  A*
Q «1 rtp—l Op

” 0 — A* 0  . . . 0 0
R = M.’l 1 ■-  A* . . ., 0 0

Wp— 1 0 0  . . . 1 - A *
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Die Formeln 82) stellen in jedem Falle die Lösungen 
unseres Hauptproblems dar, falls nicht X% gerade eine Wurzel 
der Gleichung

D — 0
ist; dieser Ausnahmefall bedarf einer besonderen Diskussion.

§ 6.
Wir haben X% bisher als eine bestimmte, festgegebene 

positive Zahl betrachtet, wir wollen jetzt X% als eine beliebige, 
positive Zahl unterhalb dieser festeu Zahl auffassen. Die 
Funktionen jixq, somit auch P Q B  sind in allen diesen Fällen 
mit ihren ersten Ableitungen (nach x y z ) eindeutige und stetige 
Funktionen der Stelle des Innenraumes von co; dagegen wachsen 
die Lösungen U V W  unseres Hauptproblems ins Unendliche, 
wenn sich X% einer Wurzel der Gleichung

D =  0
unendlich nähert und nicht etwa gleichzeitig auch P  bezw. Q R  
zu Null konvergieren.

Die Wurzeln
(<a4)

der Gleichung:
D =  0

werden somit Pole der Funktionen U V W  in Bezug auf die 
Variable X2 sein, falls dieselben nicht Nullstellen für P  bezw. 
Q B  sind.

Unsere wesentliche Aufgabe wird daher jetzt sein, das 
Verhalten der Funktionen P Q B  an den Stellen

x* =  xlxl.. .xl
zu untersuchen. Es folgt aus 83):

A 71 «1 « i  · • · ®p—1 «p
A u 0 — P 0  . . . 0 0
A M, 1 — P  . .. . 0 0

A  M p— | 0 0  . . . 1 —  X*
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und:

^P+Ä;rO rtrM r )dx\dx 3y d e )
+X%P

~ ( a < f i+ai«o+ a oMi+  ·· + Qp“ p-i) «1 a v .a p - i < * r \  

- f i + l %»o -*·<>.. 0 O1
= - « 0 + ^ » « ,  1 - A » .  0 O j , . . .

0 0 .. 1-i*
oder:

84)

AP +  k +  * - - )  +  X* P  =  -  f t D,dx\dx  3y de J

i ' « + » £ ß ? + 4 ? + £ V i · * « - - ä ady \dx 
fdP +  —  +  —  ̂+  X* R — — f. D. 
d x ' d y  d e )  '*

3 Q
dy “r  de J 

. ß ,  t  3 , 3Q
A B + k d-e{-<

Bezeichnen wir die Werte von P Q B  für
(j  — l, 2 . . .  p)

mit PjQ Rj, so folgt:

APj +  k * ( \ Pi +  ^  +  -|3A =  -  X) Pj,
1 1 3a; \3a; 1 dy 1 de J 1 1

dy\d x ' dy ' de J 3 1

ARj-h  * / -  f —  +  —  +  — )  =  -  ^-Rj·* d z \ d x -  dy dzJ J J

D e fin it io n . W ir bezeichnen als elastische Funk
tionentripel des Innenraumes von co 3 mit ihren ersten 
Ableitungen eindeutige und stetige Funktionen der 
Stelle des Innenraumes UjVjWj, welche in demselben 
den D ifferentialgleichungen  genügen:

85)

86*)

AUj +  k ^ i  +  X tU j - Q ,  

AVi +  k ~d(J  +  a* r / - ° .

AWi +  k ~d7  +  ^ ^  =  °·
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den Orenzbedingungen:
U j  —  0 ,

86") F i - 0,
Wj =  0

und der Beziehung:

86«) X ( ^ + 7 ;  +  TFj)dx =  l ;
i

ij bezeichnen wir als die dem elastischen Funktionen
trip e l UjVjWj zugehörige Zahl.

Wir können nach dieser Definition das Resultat 85) auch 
so aussprechen:

Die Werte, welche P Q B  für

x* = xl 4 · . - 4
annehmen, sind entweder identisch Null oder elastische Funk
tionentripel des Innenraumes von cd, multipliziert mit von Null 
verschiedenen Konstanten.

Die Wurzeln Xj, denen elastische Funktionentripel ent
sprechen, können nicht Doppelwurzeln der Gleichung

D  =  0

sein. Für eine solche Doppelwurzel wäre:

^ = 0  d i * ’
somit nach 84).

p. —- _j p ___j  , 3 Q j  *  ̂R j \
} J 3 dx\ d x  +  dy +  d z ) ------

AdJ l + k± { ±  d-h  +  +  ± dRA__
dX* +  dx \dx dX* ^ d y  dX' +  dz dX2\ * dX2

Multipliziert man diese Gleichungen bezw. miteinander, 
addiert und integriert über den Innenraum, so folgt mit Rück
sicht auf die Relation:
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JIM "1 S  +  *9x{Ä W  + Ty% + » , S )J  + "  ]<' 1

i

daß:

J K "  p' + *  I  Cäf'+ i ?  +  * ^ ) ]+■ · ■] -  “ ·
i

oder:

/ [ ( !  +  *) ( £ '  +  # + $ ) *  +  ( * £  -

also:
Pj  =  =  Ä j  =  0 ,

o
womit die Behauptung erwiesen ist, daß einer Doppelwurzel Xj  
kein elastisches Funktionentripel UjVjWj  entspricht.

Es ist ferner leicht zu ersehen, daß die Wurzeln X* der 
Gleichung

D =  0,
denen identisch verschwindende P jQ jR j  entsprechen, nicht Pole 
für die Lösungen U V W  unseres Hauptproblems sein können, 
da in diesem Falle, wenn das betreffende X* eine m fache Wurzel 
der Gleichung

b II o

• ·P):
d'D _  d" -1 D 0 D  

’ (dXY(dXlf  ~ (di2y*~i ~
dm P dm Q dmR

( d x y (d kY _ (d i2)»
drD  ’ dmD ’ - drD

(da2)" (d;l2)“ (dFy*

* P — -  ~  ~  — n ____^ 2  f,l 32\2 * * * ( j J2\m-1 fJ n\m +  ™

ü  =

dmP  dm Q dm R 2 2 . , .. ,
Un (dl1)"' (dl2)’"' (dX2)" an derStelle 1 eindeutig und



stetig sind.1) Wir können das Resultat in folgender Weise zu- 
sammenfassen:

II. Bestehen zwischen den suceessive durch die 
G leichungen 24) und 25) definierten Funktionen

Uj Vj Wj (J =  0, 1, 2 . . . )

keine Relationen von der Form:

ßo U0 +  ßl U1 +  ' m · +  ßpUp =  0 , 
ßo vo +  ß ivi +  "  ' ßpvp 3=5 0 , 

ßo wo +  ßi wi +  * ‘ ‘ +  ßp u>p =  0 » 
w o j) eine endliche Zahl, ß^ßx... ßp reelle, der Gleichung: 

«  +  £ + • • •  +  £ - 1  
genügende Konstanten vorstellen , so kann man für 
ein beliebiges

=_= 1 y endl. Konst.
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m*

wenn m eine belieb ig  große, fest gegebene Zahl vor
ste llt, ein Lösungssystem unseres Hauptproblem s in 
der folgenden Form angeben:

X  (A2, x, y, z)

87)

u  T t - i W - f t
Y = ________Y (A2, X, y, e)_________

(A2-A ? )U 2- A | ) . . . a 2- 4 ) ’
w  =  Z(X2, x yy , e ) ______

(A2 —  A?) (A2 —  Aa) . . .  (A4 —  A^) ’

0 a) <  n <  m,

*) Dies ist ohne weiteres klar für m =  1; für m =  2 folgt aus 84) 

und =  0, da nun das betreffende Xj eine Doppelwurzel der Gleichung 

D =  0 ist: p

dP „ rr (d**)*
5Ä* =  o - ··· 80mlt: U=-W JT

und so fort, für m =  3, 4 . . .
2) Für den Fall n =  0 «oll die rechte Seite einfach för X  {X2, x, y , z\

Y  (**, x , y, *), Z (X*, x, y, z) stehen.



wo Ai A* . . . Aj, bestimmte, von einander verschiedene 

positive Zahlen sind, X T Z  für jeden W ert
von A2:

ein mir ihren ersten Ableitungen in t eindeutiges 
und stetiges Funktionentripel darstellen und abge
sehen von einem konstanten Faktor für

X* =  X* 0  =  1 . 2 . . . » )  
in ein elastisches Funktionentripel des Innenraumes 
von co mit zugehöriger Zahl A* übergehen.

Die kurze auf den Satz I folgende Betrachtung (S. 367) 
zeigt uns, daß der Fall:

ßouo +  ß\ u i +  * ‘ * +  ßpup “  0,
ßo  vo +  ß i  v i H------------ h  ßp vp =  0 ,
ßow o +  ßiw i~i---------- \rßp*>9 =  0

(p endlich) keinen Ausnahmefall des vorstehenden Satzes 
darstellt:

Zusatz 1 zu II. Der Satz II g ilt in g le ich erw eise , 
auch wenn zwischen den successiven Funktionen:

Uj Vj Wj (j  =  0, 1 , 2 . . . )
Relationen von der Form :

ßo uo +  ßi u i +  * * ·’ +  ßp Up =  0 , 
ß o vo +  ß i vi +  ’ * ’  +  ßp vp =  ° t

ßo™o  +  ßi”i H------- +  ßp*»? =  0
(p endlich) bestehen.

Zusatz 2 zu II. Für irgend ein von

li Ü . . - £
verschiedenes A2 kann sich eine andere Lösung TTV'W* 
unseres Hauptproblems von der Lösung 87) nur um 
Funktionen

U'— U, V'— V, W  — W
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unterscheiden, die selbst ein elastisches Funktionen
tripel für den Innenraum von w mit dem betreffenden 
X2 als zugehöriger Zahl bilden.

Dies folgt genau in derselben Weise, wie in dem Spezial
falle S. 369. Die Frage nach der Existenz der Lösungen unseres 
Hauptproblems wird durch den Satz II vollständig beantwortet, 
wir wollen uns nun besonders mit den Polen dieser Lösungen 
und den elastischen Funktionentripeln beschäftigen, welche 
diesen Polen entsprechen.

§ 7.
IIIÄ). Die einem elastischen Funktionentripel UjVjWj 

zugehörige Zahl X* ist eine reelle, positive, von null 
verschiedene Zahl.

Der Beweis von IH*) liegt in der Betrachtung S. 359—362..
IIIb). Jedes elastische Funktionentripel Uj Vj Wj 

entspricht der U ngleichung:

abs. Max. ( Uj Vj TF}) a · Xj,

wo a eine endliche, led ig lich  von der Gestalt der 
Fläche co abhängende Konstante vorstellt.

Zum Beweise dieses Satzes braucht man eine Verallgemeine
rung der Formeln 137) meiner ersten Abhandlung zur Elasti
zitätstheorie (diese Ber. 36, S. 80, 1906); man kann nämlich 
ohne Schwierigkeit auch aus den Formeln 103), 105) und 136) 
folgern,1) daß auch in dem Falle

dx ^  dy T  dg *

die Formeln 136) bestehen. Bedenkt man, daß wegen der 
Definitionsgleichungen:

*) In einer Abhandlung „Sur les équations de l'élasticité*, die dem
nächst in den Ann. de L’Ec. Norm, erscheinen wird, werde ich übrigens 
etwas ausführlicher auf diese Verallgemeinerung eingehen.

1901 8Jtxangflb. d. math.-phys. El 26
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v, + - - ij v,
J  0/ dx <  endl. Konst. Xj, ju* dx endl. Konst. A*,
T T

und* setzt man:
Cj — abs. Max. (UjVjWj), 

so folgt leicht wegen der Formeln:
1 3 dt  . 1 9 dt 1 3

ü. ____ L A  Ca.^I _L _L -L (V 4**
4:7t dx J  ̂ r 4 » 3 y J  * r 4ad#J

r T T

C j<  endl. Konst. -y= +  endl. Konst. r · Xj Cj, kleine
V t  Länge),

somit die Behauptung, wenn man r =  X  einer genügend 

kleinen, endlichen Konstanten setzt.
ILE®) Setzt man:

|/i =  Uj,
88») j ft =  Vj,

l f» =  W„
wo UjVjWj ein elastisches Funktionentripel des Innen
raumes von co, Xj die zugehörige Zahl vorstellt, so ist:

Ui
u =  « 0 4- A* M, +  X* ut +

88'*) | v —  -r A* v, +  X* v,  - f

W — w0 -)- A4 tt>, -J- A4 M>* +

Denn es ist in diesem Falle:
Ui

=  % -  X2'

X ) - X v
Wj

X? — X*'

(A* <  Xj).
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Diese Überlegung beweist zugleich den Zusatz: 
Zusatz zu UIC). Setzt man:

89*)
fi =  ai +  at Ut +  · · · 4* ap Up,

f% !=  ai Tt +  a* ’ * +  ap Vpi
fs =  ai Wi +  at Wt H----------H <bWP*

wo ax a2 . . . ap Konstanten, Us Vj Wj (j =  1, 2, . . . p) p ela
stische Funktionentripel des Innenraumes von co mit 
den zugehörigen Zahlen l* $  · · · vorstellen, so ist:

89b)

u =  u0 +  X% w, +  X* -f- 

v =  v0 +  X% vx +  A4 v% +  

w =  w0 +  X% wx +  X* +

=  f  ._3L^_2j3 ,2 ,2» ! Xj· — Xj·

— v ' ai r i,2»i Xj — X)

=  f .  ai WA.Zjj ,2 *1 Xy —  Xy

solange X2 kleiner als die kleinste der Zahlen X* Xl. ·. 
und p  eine endliche Zahl ist.

IIId). Es existiert für jede stetig gekrümmte, ge
schlossene Fläche co und für jeden W ert von Jc> — 1 
eine endliche, positive Zahl m von solcher Beschaffen
heit, daß, falls p eine beliebige endliche positive 
ganze Zahl m vorstellt, die Zahl der überhaupt 
m öglichen, linear unabhängigen elastischen Funk
tionentripel des Innenraumes von co mit zugehörigen 
Zahlen

1l ; U  =
endl. Konst.

* v ¥ ~ '
< p  sein muß.

Man kann nach unseren früheren Resultaten bei genügend
großem p die Konstanten ax a2 . . . ap so wählen, daß:

2 . 2 , 2 , , 2OO +  “T «2 +  · * * “T ap Ä  1
und die Reihen 89b) für ein beliebiges

26*
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Lip

konvergent sind. Wären nun alle

t < 1
so würden die Gleichungen:

v

9 ai Ui
I ---X

__ * <Zj Vj des vorangehenden
V i k] — A2’ Zusatzes zu DP)

i  ai vy j 
w I j3I Aj---X

diesem Resultate widersprechen, es muß somit wenigstens eines 
der A*

>k
sein, wenn UjVjWjp linear unabhängige elastische Funktionen
tripel des Innenraumes von co vorstellen.

Wir können diesem Satze sofort die folgenden Zusätze 
hinzufügen:

Z u satz 1 zu IIld). Die Anzahl der elastischen 
Funktionentripel, die von einander linear unabhängig 
sind und zugehörige Zahlen

kj <  m
besitzen, wo m eine endliche Zahl vorstellt, ist endlich.

Zusatz 2 zu IIId). Die Anzahl der m öglichen, 
linear unabhängigen elastischen Funktion entripel mit 
derselben zugehörigen, endlichen Zahl A2 ist endlich.

III6). Sind JJiViWi und UkVkWk irgend zwei ela
stische Funktionentripel mit den von einander ver
schiedenen zugehörigen Zahlen A? und A2, so ist:

90) Jl U, TJ> +  viv„ +  W, Wk)dr =  0, U? *

ajWj
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Wir multiplizieren zum Beweise die Relationen:

oy

AW< +  k*-P- =  - t i W ,o Z

bezw. mit UkVkWk, addieren und integrieren über den Innen
raum, dann folgt:

lU(U<Uk+ V i Vk +  Wi Wk)dT
I

=  -  J [  V .^ U . + k 3» · )  + V . { ä  Vi-r t ^ ‘ )  +  w , ( a  

-  AfJ\Uiü „ +  V,Vk+  W<Wk) dt;  
i

es folgt somit die Gleichung 90), sobald

Zusatz zu Ille.). Können wir drei Funktionen 
der Stelle des Innenraumes, die an der Oberfläche co 
verschwinden, in der Form darstellen:

91)
h = c x l7, +  C\ üt 4- 
U =  C, F, +  6’, V3 -t 
fa= C i W ,+  C'W '-h

wo UjVjWj ( j  =  1, 2 . . .) elastische Funktionentripel 
mit von einander verschiedenen Zahlen k\ . . . vor
stellen, so müssen die Konstanten Cj die Werte haben:

92) Ci =  S(ft Ui +  f t Vj +  ft Ws) dt, V =  1, 2 · . ·)·
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Wir haben zum Beweise nur die Formeln 91) bezw. mit 
UiViWi zu multiplizieren, zu addieren und über den Innen
raum zu integrieren, schließlich die Formeln

J* ( Ui Uk +  ViVk +  WiW„) dz =  0, ( i *  k)

$(u*< +  vl +  w ? )d T *= i
i

zu beachten.
Die Frage, unter welchen Bedingungen wir vorgelegte 

Funktionentripel fxf9fs nach elastischen Funktionentripeln ent
wickeln können, soll uns in dem folgenden Paragraphen be
schäftigen.

§ 8.
Die Untersuchung, welche uns zu dem Satze II. führte, 

hat uns gelehrt, daß jedem Pole A* der Lösungen unsers Haupt
problems:

m  t* VJ +  k ^  +  l % V = - f v

* W J+ k \ t y  +  l ' W - - f v

U = V = W — 0, an a>

(für 0 <  X1 <  ~ , wo p eine endliche, im übrigen beliebig L p
große positive Zahl vorstellt), ein elastisches Funktionentripel 
Uj Vj Wj  entspricht, und daß die Anzahl dieser Pole höchstens 
=  p ist.

Wir definieren nun die Funktionen RpSpTp durch die 
Gleichungen:

RP =  f \ -  C\ Ux -  Gt l \ ------------Op Up,,
s,  =  f t - c \  r x - c 2 v , ----------- CP VP1
Tp =  f > - C l W l -  C\W 9 - - - - - - - - - - - - CpWp,

93)
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wo:
94) C, =  ! ( / ;  ^  - f  ft Vj +  f, Wj) dx, 0  =  1 ,2 . . » ,  O t n < p ) ,  

entsprechend den n Polen von XJVW im Intervalle

während
95) 0 / ) « O f (j =  n f  1, n +  2, . . . p)

sein soll, und wir wollen jetzt von den Funktionen f x f% fn vor
aussetzen, daß sie an der Oberfläche co verschwinden und in r 
eindeutig und stetig sind mit ihren ersten Ableitungen, während 
ihre zweiten Ableitungen endlich und integrabel vorausgesetzt 
werden sollen.

Es gilt dann gleiches auch für die Funktionen RPSPTP.2) 
Wir werden von dem Ausdruck

J ^  +  sS +  ^ d r

zunächst nachweisen, daß er durch Vergrößerung von p  unter 
jeden beliebigen Kleinheitsgrad herabgedrückt werden kann.

]) Mit der Festsetzung, daß auch

CjUj =  CjVj=CjWj =  Q 0‘ a9 « + l »  * +  9 .--l»)·
2) Der Beweis, daß die zweiten Ableitungen von Uj Vj Wj stetig 

sind, folgt daraus, daß man in dem in der ersten Abhandlung zur 
Elastizitätstheorie behandelten allgemeinen Gleichgewichtsprobleme die 
Stetigkeit der zweiten Ableitungen von uv w stets beweisen kann, falls 
ft ft h  von der Art stetig sind:

&bs. \.fj i <  endl. Konst. rf2, · · ·» 0 <  X <  1.

Eine ausführliche Behandlung dieser Dinge wird in meiner dem
nächst in den Ann. de l’Ec. Norm, erscheinenden Arbeit: Sur les equa- 
tions de l’elasticit^ gegeben. Für den Beweis der Stetigkeit der zweiten 
Ableitungen von uvw  ist allerdings noch die Bedingung hinzuzufügen, 
daß die ersten Ableitungen der Richtungskosinusse der inneren Normalen 
cos (v x)j cos (v y)f cos (v z) auch von der Art stetig sind:

abs. | Dt cos (v x ) |2 <  endl. Konst. rj2, . . 0  <  X <  1.
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Wir betrachten zu diesem Zwecke die Lösungen uvtc  des 
folgenden Problems:

+  A*u =  —

Jt> +  ® =  — S„
96) \ 99

Jtc +  k —  +  l*w =  —dz r

u =  v =  w =  0, an cu,

welche wir analog der zu dem Satze ü . führenden Unter
suchung zu finden imstande sind, und wir wollen zunächst 
zeigen, daß die früheren Werte

1* =  A*

nicht Pole des Funktionentripels uvw sein können.
Multiplizieren wir die erste Gleichung 96) mit Dy, die 

zweite mit F}, die dritte mit Wj, addieren und integrieren 
über den Innenraum, so folgt mit Rücksicht auf

J “+* ’ * )+ r‘ (j·+* $  ■+ w‘ {A“
=  - $ X u ü i + v V j + w W ü d x

und

daß:

97)

SiRrUj+S,,  Vj + T pWj)d r =  0,

(** — Aj)X(u Uj - f  v Vj 4- w W}) d T =  0, 
i

(j =  1, 2 .. w).
Ist Xf das kleinste Ay, so ist, wenn wir UjVjWj (j  =  0 , 1, 2, ..)  

durch die Gleichungen definieren:
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98)

99)

4“0 + * S x=s —

+  -------

Aw0 +  k j * ~ - T r·,

Aus +  =  — «M » 

, dßj
Av> +  t j J “ “  ®i-i.

dßj

j =  1, 2 . .

in r,

’ 8 , - “ ** -'· ■

«, =  «i =  «V =  0, an w, ( j  =  0, 1, 2 . . . ) ,

«  =  «o +  P  ui +  ** « * + · ·  — U —  £ ,· T r^ T i»
i *y — a
N p  TT

v =  «o +  1* *, +  i 4 », +  ·· ·  =  F  — r  a; - a4
m> =  M>0 +  A»tt>, +  X* wt H------ = W —  £,· - ? ■ W'r

1 Ay — A
Nun ist nach Satz II:

u = YlUx
A ? - A * +  V,

100) F  = riVi
A i — As

+  r,

w = yi W  
Af — Aa

+  W",

wo yx eine Konstante, U$ V ' TT' Größen darstellen, die 
auch für lim (X\ — X2) =  0 endlich bleiben; es folgt somit 
aus 99):
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oder

101)
(U - * * ) * «  ( ? i - C O  üi +  «„  
(jj -  x*) v =  (y, -  Ci) Fi +  e„
(A ?-A t) « ' =  ( y . - c ,i)W . -M „

wo ei e2 «s durch Verkleinerung von (AJ — A2) unter jeden be
liebigen Kleinheitsgrad herabgedrückt werden können.

Es folgt hieraus mit Benützung von 97) — diese Glei
chung gilt, wie nahe wir auch X2 an A? heranrücken lassen —  
durch Übergang zur Grenze lim (Xi — A2) =  0 :

wo U' V* W* endlich bleiben, wie nahe wir auch A2 an A? 
heran rücken lassen.

Die Stelle A2 =  A? ist somit kein Pol für die Lösungen 
uvw,  dieselben können überhaupt keinen Pol XI haben. Die 
Reihe 99) konvergieren hiernach nicht blos für alle Werte 
von A2, die kleiner als AJ sind, sondern für alle A2, die kleiner 
sind, als das nächstgrößere A2; wir können nun in analoger 
Weise weiterschließen und finden, daß die Reihen 99) für alle A%

deren Wert <  ist, konvergiert; wir können aus dieser Kon- 
pvergenz schließen, es ist:

Yi ~  Gi =  0
und

102)



X(Mo +  ^  +  *°S)dt 

103) SW; + sl +  Tl)dx  <  L, ;
i

es bestehen nämlich nach einer früheren Betrachtung die Un
gleichungen:

J K + ^ n  +  «’o) d T J‘(u*+v»+«;*) dz dz
i - j i  = ^ ,
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S d ^ + ^ + T ^ d r  J K + «S + «> i)*  X(M?+^+«;J)di
i

J’K  +  *3 +  « ’o)d

i
wäre nun:

Ä “ ‘ ° ‘ “M t
r2

> 1 i ,

so würde hieraus folgen:
W j'(u* +  f j  +  w2) dz >  ( i2 Lpf i

4 1 
und das würde der Konvergenz der Reihen 99) für X% =  -T—l/p
widersprechen. Wir haben damit tatsächlich die Ungleichung 103) 
bewiesen.

Es ist nun andererseits:

J*(-ßp +  Sp +  Tp) dzI

=  j ’ [(l +  k) »0 +  */> uo +  Xp »0 +  Qp ®fl] dr>I
wo:

SR.  , SS. , 3 T. ST. SSP SR. ST.
104> > - /  +  T i + T r " ' — 3 7  » * · * ■ » / -  3 * '

_3 Sp 3 jRp
Qp =  i x  — "ay ’

somit:
105) Xi-R? +  +  T $  dz

< V S  h l  ~\'^)xpJr 7l~pJrX pJl  £?fÖ ̂ T JT(1 k) +  Uu4- D("i +  Wo] d x
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oder, da:

S [(1 +  &) #6+ Uo + üo+®o] dx =.+ J* [w0 Rp+t>0£p+w0 Tp] dt,

( i £ f S ^ ) d r ,
• i 

<Zr,J*(i^+filp+2^)<iT, nach 103),
I

so folgt aus 105):

106) JTRji-i- ^ + 2|)i?T^zPX [(i +  & )* ? + * * + z* +  e*]d *·• »
Es ist nun weiter nach 93):

107) i t i 1 +  *:)tP +  3'p +  ^  +  <£) d x

= J[(i ·+ *) **+ u» ·+ »*+ n>»- x\ dl -  il cS---------il d] dr > 0,i
wo:

108) ,» !f i+ !Ä +!& rJÄJJt eJfsJl<
dx dy d z ' dy 3z'  * dz d x ’ dx 3y

Diese stets positive Größe 107) nimmt nach der soeben 
abgeleiteten Ungleichung mit wachsendem p fortdauernd ab, 
so daß, wie groß auch p sein möge:

j* l(l -f- k) xp ftp -f- Xp +  (?p] d x
109)

<  f  [( ! +  *) T* +  n% +  £  +  p*] d X,
i

somit folgt nach 106):

110) J*(i£ +  fl? +  t f )  dx <  Lp J [(l +  *) ** +  +  za +  <?*] dx.
i i

Diese Formel beweist die Behauptung, daß das Integral:

j ( i S + s ; + j »I
durch Vergrößerung von p unter jeden beliebigen Kleinheits
grad herabgedrückt werden kann.

Wir wollen nun aber auch zeigen, daß die Funktionen



RpSpTp durch Vergrößerung von p unter jeden beliebigen 
Kleinheitsgrad herabgedrückt werden können.

Es ist:

111) /K 1 +  * ) r* +  ** +  ** +  $ dr

: J /  S(Rl+$+l$dtS[(ARp+ k ^ \  ( ^ g )  + ( jT '+ k f ^ d r ,

und da:

J l( j * + * * i2 )+ · · · ] *
112) g

^  •••jdT — x\ c f  — AgC*- ··· — Aii7n>0

eine mit wachsendem j? stets abnehmende Größe, also:

113) /[(J*** + + ' ' ]dT<S[{Af' +hU) + ···]*
ist, so folgt aus 111) und 106):

114) j* [(1 +  h) 4  +  4  +  xl +  eiö d T <  endl. Konst. LP. 
i

Wir bemerken weiter, daß nach 112) die Reihe:

A* dl +  2̂ C*2 +

konvergiert, und daß, wenn wir mit F  eine der vier Größen: 

A (C l Ul +  C,Ut + - - -  +  CnUn)

+  V1+C)Vi+ ~ + C .V H)+A(C\ W ^ C .W ^ .+ C ^  WH), 

* (C, W,+Ct Wt+ · · +  Cn Wn) -  ~  (<7, F, +  <7, r t+ . . +  C. F„), dy aZ 

l~ ^  +  C, D; + .. +  (7h tr,.) -  A  (C, TF.+C', TFg+ . · +C.TTJ, 

^ ((7 , Ff +  G't F1 +  .. +  (7«F .)- aay(Cr,ff, +  0 ,0 ,+  ·. +  (7.Z7.)
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bezeichnen:

J j  P i r <  endl. Konst i£;

da nun, wenn , wir mit F  eine der vier Größen xf  zip xP of be
zeichnen, (man vgL die analoge Untersuchung auf S. 375):

F  <i endL Konst j /  ^  +  endl. Konst. Vx lp +  endl. Konst..

wo r eine beliebig kleine Lange sein kann, so ergiebt sich, 
wenn wir:

r =  endL Konst. — lp
setzen:

^  * 1
115) abs. Max. (jp^pZpQp) <  endl. Konst.

w Lp
Es bestehen nun die Formeln:

11 /»x p _  1 _a f  dz 1 d r dx 1 a f  Är 
 ̂ ^  4 j i d x J Zp r 4tJidyJ**p r r

Sei (# y z) irgend ein Punkt in t, wir konstruieren wieder 
um denselben, ähnlich wie S. 375, eine Kugel mit dem Radius r. 
bezeichnen das Gebiet, das x und diese Kugel gemein haben, 
mit rs, dann ist:

117*)
, Bp I <  endl. Konst. abs. Max. (xpQpXp) J*

endl. Konst.j: Rücksicht auf 115),
*Vl p

wenn wir durch Hinzufügung des Index xt andeuten, daß in
116) die Integrale rechts nur über xx erstreckt werden sollen, 
ferner:

117 )
R't <  endl. Konst. 1/ j  ^  · J  (zj +  e} +  xl)dr,

"  T -  r ,  T - r t

<  endl. Konst. mit Rücksicht auf 114).
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Somit folgt:

11®) I -Bfl < * j / ^ r +  c»

wo c, und ct endliche Konstanten sind.
Setzen wir daher:

119) r =  |fLt 
so ergiebt sich:

120) [iZpl ^ c * V l p , . . .  
wo c eine endliche Konstante vorstellt.

Wir erhalten das Resultat:
IV. Jedes Tripel von Funktionen die an co

verschwinden, in t mit ihren ersten A bleitungen ein
deutig  und stetig sind, und für welche die Ausdrücke:

J/i + i s » ( S  + ^  +  S ) ’
endlich  und integrabel sind, kann in Reihen ent
w ick e lt  werden, die nach den elastischen Funktionen
tripeln  Uj Vj Wj fortschreiten :

fi — @1 Ui +  G% U% +  · · ·,
/ i “ C1 F1 +  0 1 Ft +  · · · ,  
/ • - o l F i +  o 1Tyi +  . . . f

Dabei sind die Konstanten dieser Entwicklungen:

Cj=S( f i Uj +  fi v} +  fswJ)dT.
i
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Berichtigungen zu der Abhandlung:
U ntersuchungen  zur a llgem ein en  T h eorie  der P o te n t ia le  

von F läch en  und Räumen. (Diese Ber. B. 31, S. 3.)
S. 6, Zeile 8 von unten lies:

.größer als echter Bruch x  r12* statt »kleiner als r12*
Anm. *) ist fortzulassen.

S. 9, Zeile 16 von oben lies:
„endl. Konst abs. Max. H · riS statt a2 abs. Max. H · rl2‘ .

Berichtigung zu der Abhandlung I. (Diese Ber. B. 31, S. 37.)
S. 53, in Formel 36) lies: statt rls.
S. 56, Zeile 12 und 13 von unten lies: „die* statt .deren erste Ablei

tungen*;
in Formel 45 lies: | 3j j* statt dSi

dh
Zeile 9 von unten ist: 9h eine beliebige tangentiale Richtung", 
zu streichen.


