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Der Jacobi’sche Kettenalgorithmus in einem kubischen

Zahlenkérper. 11

Von Oskar Perron in Miinchen

Vorgelegt am 2. Februar 1973

Les livres sont comme les enfants:
Congus avec volupté,

Menés a terme avec fatigue,
LEnfantés avec douleur.

Diese Sentenz hab’ ich vor vielen Jahren irgendwo einmal gele-
sen. Von wem sie stammt, hab’ ich vergessen oder nie gewul3t. Wer
kann es mir sagen? Aber die Wahrheit des Wortes hab’ ich bei
meinen Biichern und oft auch bei kleineren Druckerzeugnissen
deutlich verspiirt.
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§ 1. Einleitung

Wer diese Arbeit lesen und verstehen will, muB3 den ersten Teil
(siche Literatur) dauernd zur Hand haben. Er wird stets mit I
zitiert, die Numerierung der Formeln wird hier fortgesetzt. Auf
Seite 48 von I sagte ich, daB und wodurch mein Glaube an die
Periodizitit stark erschiittert wurde. Ich habe mich weiter be-
miht und versucht, aus Formeln, die das Matrixprodukt (19) auf
dem Faltblatt von I bei Seite 32 an die Hand gibt, neue Relatio-
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10 Oskar Perron

nen zwischen den GroBen U?, V*, @, ¥, ” zu finden. Ohne Er-
folg, und heute bin ich lberzeugt, dal3 es keine solche Relation
gibt, die nicht eine rationale Kombination der Formeln (69), (70),
(71) wire. Beweisen kann ich das allerdings nicht und, wenn ich
es konnte, wiirde die allgemeine Periodizitdt nur unwahrschein-
licher werden. Aber ich habe dann auch versucht, ohne eine Rela-
tion weiter zu kommen, und habe einiges erreicht.

§ 2. Einfithrung der Groflen K” (v = Zahl der Striche)

In I Seite 28 ist bewiesen, daB3 die Frage nach der Periodizitit
identisch ist mit der Frage, ob die Menge der unendlich vielen
ganzen Zahlen S*, P}, Q%, R} beschrinkt ist. Das lduft ungefihr
darauf hinaus, ob die U?, 1", @, ¥ beschrinkt sind. Mit dem
Ziel, darauf eine Antwort zu finden, flihre ich fiir die Koeffizien-
ten der Formeln (69), (70), (71) die Abkiirzungen ein:

3B8+24dw 38+A4Aw B =
(72) Brde - B Biide = b, B+ 1

Die Formeln (69) und (70) lauten dann
o) Pt — 2o
(70)  a(@V—BP X+ y(XP—U & —U¥P =o.

Zieht man jetzt Formel (70) von der mit @ multiplizierten Formel
(69) ab, so kommt nach Gliederumstellung:

(73) U P a VP = (7,

Setzt man jetzt

(74) v—atr + Lo = i,
so ist nach (69) auch
(75) —a— Lo — k.

Nach dieser Definition kénnen die K% ohne weiteres am Spiel der
Strichvermehrung teilnchmen.
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Aus (74) und (75) folgt
(K — (@ !2”)2 = (U — 0"V (V" — )
(76) = UV —a(UY + VD — 0P
= UV — ay(£2%)? nach (73).

Nach der Definition von U, V7 in |, (68) ist " V¥ = S* S*+1 £3+1)
so dal3 wir schlieBlich bekommen:

(G7) (K= S g b2 mit o = ay— (£)2

Fir 6> o ist die quadratische Form ax2? + fxy -+ yy? definit,
was nach I, Seite 48, 49 bedeutet, daB} die konjugierten Kérper
imaginir sind. Fir 0 << 0 sind sie reell, und 6 = o ist unmoglich,
weil dann die kubische Gleichung fiir @ eine Doppelwurzel hitte
und wir gar keinen kubischen Korper hitten.

Ich habe mich vergeblich bemiiht, die Beschrinktheit der K
nachzuweisen. Wenn das gelinge, so wire damit bereits die Peri-
odizitit bewiesen. Denn aus (77) wiirde wegen der Beschrinkt-
heit der €7 sofort die Beschrinktheit der S* und &, und dann
auch der " und V” folgen. Aus (74) und (75) wirde sich weiter
die Beschrinktheit der @ und ¥, also auch der Q] und Qj er-
geben. SchlieBlich wiirden die ersten beiden Formeln der Tabellen
(66) und (67) in I auch die Beschrinktheit der R}, R} und der Py,
P liefern. Damit wire die Menge der unendlich vielen ganzen
Zahlen 87, P!, Q!, R! beschrinkt, was nach [, Seite 28 Periodizi-
tit bedeutet.

Fir die K" gibt es aber die bemerkenswerte Rekursionsformel

(78) R e

i g — (b”“ S ,11) S+,
Beweis: Nach (74) mit 1 Strich mehr und (753) ist
K+l + : [(V_. U — P ﬁ Qret L

il (Vv P B _Q").
& 2
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Nun ist nach den Definitionen I (68)

[l = ?::1 , V= SH(EH2, @ = i, W = EHLQNH
ferner nach I (68) und (63)

i C Mot wC pl+2
Y1 — 1 . v
(79) Q1 = §;+1 - 5; EZ“ - §§+1 'Q

so daf} sich die Glieder mit dem Faktor g wegheben, und es folgt:

4 Ergrte ) —a (O3 lw + 208 w).

Ko B2 e s

G K B

Fir die letzte Klammer entnimmt man aus der vierten Formel

der Tabelle I (67) den Wert

Sv+l(,)2é-§i£é’_ o Su+1 w35v+1 é:v S"'” Ewlé-v —f— A w o
P (3w —A) 19”(3a)3-~Aa)) o 38 —24d0m
S (.151 +1 Ev
T P :

Somit kommt schlieBlich
£yl

K+l _]__ 5”1 1(»: St-}l( o + §§+1011'+2___526v_5'§_).

Der Faktor von S"#1 [4Bt sich vereinfachen. Trivialer Weise ist
namlich

1 v, v
g = E— o,
5')

und aubBerdem ist nach I (58)1 und (62)

1

v49 v |

Ql+ b v+1 1 ’ .Dv }:v vql i v oy
203

Der fragliche Faktor von S ist also gleich

HEI v+l

Ev+
gy g Sl g B gy U S

ey
= = bI+1 + §;+1 ( 5v+1 + év + Qv+1 5" - v+1)

= =g ATi (a0,
251

1 In I (58)ist ein in meinen verschickten Sonderdrucken bereits korrigierter
Druckfehler. Links muB statt o +2 stchen g¥+2,
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Damit ist die Formel (78) bewiesen.

Aus (78) folgt, daBl von zwei aufeinander folgenden K” und
K'+1 wenigstens eines das entgegengesetzte Vorzeichen von S*+1
haben muB. Das ist besonders bemerkenswert im Fall 6 > o,
also wenn dic konjugierten Korper imaginidr sind. Dann sind
nimlich die zu &+ konjugierten Zahlen konjugiert-komplex. Die
Norm von £3+% ist also wie 572 selbst positiv. Nach I (34) ist aber

Nm £+ = Sil .
Daher haben alle S* gleiches Vorzeichen, sind also, wenn man S
ohne Strich freiwillig und willktirlich positiv gewihlt hat, simtlich
positiv, und fir die K" ergibt sich in unserem Fall, da3 von zwei
aufeinander folgenden X* und K™+1 wenigstens eines negativ ist.

§ 3. Die Hyperboloide
Nach (77) ist S"S™1E+ — 6(02")?2 das Quadrat der reellen

Zahl K”, also nie negativ. Wir sctzen daher

(80) 7= g V STSHE (27,

wobei wir die Quadratwurzel positiv nechmen und mit €” (= +1)
das Vorzeichen von A meinen. Sollte einmal K% = o sein, so

setzen wir ¢ = -}-1. Im tibrigen vermag ich Giber das Vorzeichen
von K" leider aus keiner der beiden Definitionen (74), (75) etwas
Sicheres zu entnehmen.

Nach Formel (78) ist jetzt

1.1.1] 5»,15”0 x+0 6(!):1.*.1)2 + ij e V5v5v+1§v4.1 6(99)2
(81

— (5{“ s

Bringen wir die zweite Wurzel von links nach rechts und quadrie-
ren, so kommt, wenn wir noch die Abkiirzungen

(82 Sagr =1, safpng L=y, s &F 2
einfithren:

STHLYY — ()2 = S Y
e (&v-}-l _’__%_) P+l Qi“ eVs SHLEHL __ 5( Q)2
=3 _(Q_l )2 SYSrHl (9’1:2_ !,_)")2_

$v+1
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Die letzten Glieder links und rechts sind nach (79) einander
gleich und kénnen weggelassen werden. Alle anderen haben den
Faktor S$**! gemein. Lift man ihn weg, so kommt nach leichter
Gliederumstellung

(83)
XY —Z =2 (b;H + ) U™ ) S SHE (V)

ol 1) gyl

Bringen wir in (81) statt der zweiten die erste Quadratwurzel
von links nach rechts und quadrieren dann, so fithrt eine ganz
analoge Rechnung zu der Formel

(34)
V' X' =2 (&;H 4= ) g+l ) SRS s (),

1
o1t

Bringt man in (83) und (84) die Faktoren vor der Wurzel unter
die Wurzel, so schen die Formeln so aus:

(83a) X vz =2 VY — sy,
(84a) Z— Y — X =2 ) VX — S(M),
wobei

65 a7 = [+ ) @ = (17 5 fa) T

Offenbar ist M? beschrinkt. Denn es ist ¢"*! < 1, C eine In-
variante und &;*1 + ﬁ < BT 1 < 2851
Die Formeln (83a) und (84a) ergeben beide durch Quadrieren
(86) (X4 (V)4 (2 —:2X'Y"'—2X° 2" — 2V 2
= — 400y

und hierausfolgt noch eine zu (83 a)und (84 a) analoge dritte Formel

(87) Ve X' — 2 = 42 VX7 — 8(M),

wobei das Vorzeichen = leider ebenso unbekannt ist wie &”
und g1

Die Formeln (83a) bis (87) lassen sich geometrisch interpre-
tieren. In einem rechtwinkligen Koordinatensystem z, ¥, z stellt
die Gleichung
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(88) 224y P+ P—2xy—2xz-—2yz=—40(M")}
ein Hyperboloid dar mit dem Asymptotenkegel
(89) 22+ yP 4+ 22—2xy—2x2—2y2z = 0.

Man kann es in der dreifachen Gestalt schreiben:

(x—y—2) = 49z —48(M"Y,
(90) (y —x—2)? = qxz—40(M")?,
(z—y—x)p = 42y — 40"

Wenn man die x, ¥, 7 vertauscht, also inshbesondere, wenn man
das Hyperboloid um 120 Grad um die Gerade x = y = z dreht,
geht es in sich selbst {iber; also ist es ein Rotationshyperboloid
mit der genannten Geraden als Achse.

Fiir 6 > ofolgt aus (9o), dall xy, xz, ¥z positiv sind, also haben
x, ¥, z stets gleiches Vorzeichen. Das Hyperboloid ist zweischalig;
die eine Schale liegt ganz im Achtelraum x >0, y > 0, z > o,
die andere im Achtelraum x << 0, ¥ << 0, 2z << 0. Nach den Glei-
chungen (83a) bis (87) wird das Zahlentripel X7, V7, Z%, welil
fir 6 > o die S” und folglich auch die in (82) definierten X, Y7,
Z", positiv sind, durch einen Punkt der erstgenannten Schale
reprisentiert. Fiir 6 << o ist das Hyperboloid einschalig, das
Zahlentripel X7, V*, Z” wird aber immer noch durch einen Punkt
auf ihm reprisentiert.

§ 4. Scheitel des zweischaligen
und Kehlkreis des einschaligen Hyperboloids

Der Scheitel der uns interessierenden Hyperboloidschale liegt
auf der Achse x =y = z und ergibt sich nach (88) aus der
Gleichung — 322 = — 40(M")?, also ist

(91) x=y=z=-l/‘?lM”l.

Wegen der Beschrinktheit von A/” enthilt daher unsere von »
abhingige Hyperboloidschale auch Punkte innerhalb einer von v
unabhingigen Umgebung des Nullpunkts. Wenn das nicht so
wire (im selben Asymptotenkegel liegen ja auch Hyperboloide
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mit beliebig weit entferntem Scheitel), dann gibe es fiir Periodizi-
tdt keine Chance mehr.

Der Kehlkreis des fiir 6 << o einschaligen Hyperboloids liegt
in der durch den Nullpunkt gehenden Lotebene zur Rotations-
achse. Um ihn zu finden, machen wir dic offensichtlich ortho-
gonale Transformation

[ D SN T S
V3 - V3 - V3 &
(92) l% — —}f— =,

7E

Auf der Rotationsachse ist y = 0, § = 0. Also ist es die r-Achse.
Die Umkehrformeln von (92) und die Gleichung des Hyperboloids
in den neuen Koordinaten brauchen wir nicht, wenn uns nur der
in der y3-Ebene gelegene Kehlkreis interessiert. Auf diesem ist
y=—x—2z also

__Z___ 2z —

o 2x -z . — 3z
‘) - 1/2 ) 5 V-G )
y? - 42 :—(215;{—2)2 + 9: = 222 4 2x2 + 22%
Setzen wir § = — 9’ (<< 0), so ist

4 (M =(y—x—2)? —gqrz=(—2x—22)—4xz=
= 4x% + 4xz 4 42°.

Somit ergibt sich
(93) b + 3% = 20" (M)

als Gleichung des Kehlkreises in seiner Ebene. Sein Radius ist
V26'|/l/[”|. Wegen der Beschriinktheit von 47 bleibt er unter
einer flir alle » gleichen Schranke. Wenn das nicht so wiire (es
gibt ja um denselben Asymptotenkegel auch Hyperboloide mit
beliebig groBem Kehlkreisradius), dann gibe es auch im TFall,
daf3 die konjugierten Kérper reell sind, fir Periodizitdt keine
Chance mehr.
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§ 5. Was laft sich aus den Hyperboloiden folgern?

Die Frage nach der Periodizitit lduft nun auf die I'rrage hinaus,
ob die X7, Y*, Z" beschrinkt sind. Da dieses Zahlentripel durch
einen Punkt des Hyperboloids reprisentiert wird und da diescs
sich ins Unendliche erstreckt, kann man nicht auf Beschrinkt-
heit schlieBen. IFir 6 << o (reclle konjugierte Korper) habe ich
noch nichts gefunden, was iiber das in § 4 Gesagte hinausgeht.
Fiir ¢ > o (imaginire konjugierte Kérper) ist mir einiges gelun-
gen. Da sind ja die X”, ¥”, Z” positiv. Ich will ihre Namen vor-
{ibergehend so vertauschen, dal X¥ > V¥ > 2" ist. Nach (83a),
(84a) und (87) ist dann

XV 2= 42 VYV 2 — (M),

(04) V' 2 — X =2 V2 X — (A,
7 —X—V =—2 VXV — (M

Denn hier ist die Summe von zwel linken Sciten negativ, also ist
bei hochstens einer der dret Wurzeln das Pluszeichen moglich,
und das kann nur bei der gréften der drei linken Seiten sein, und
das ist bei der getroffenen Anordnung die erste.

Aus der zweiten Gleichung (94) folgt

V=2 + X —2 V27X (PR > X+ 22 VX7 =
—(Vx —=VZ)e

Also ist

(95) Vy>Vx—Vz

Aus der dritten Gleichung (94) folgt durch die gleiche Rechnung

noch cinmal dasselbe. Aus der ersten Gleichung (g4) folgt im
5\ /) 1]
Fall des Pluszeichens

X =YL Z 2 Vo<V + 2
2V VYV =y LV 2)e

und jetzt durch Wurzelzichen zum dritten Mal dasselbe. Man
hat aber weiter

2 Minchen Ak, Sb. 1973
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Also
Vy+Vzr=x4:20Vvrz—Vyz—srg

S(MYy? v 20Uy

= X"+ 2 - = e
T VY Ze + VY Zr—os(My T Vvizr

< v 20(4)? — v VEYITEY
<X+ T3 GPT X'+ 2 Vo2

Es ist daher o v
VY +VZ)p<x+2V 6y
und daraus folgt sofort
VvV Vz VX + Ve Voary,

weil bei Annahme des Gegenteils durch Quadrieren ein Wider-
spruch gegen die vorausgehende Ungleichung entstliinde. In Ver-
bindung mit (95) haben wir also das bescheidene Resultat

06) o<VviVz_—Vx =VaVeVimw]

Etwas mehr kommt, wenn in der ersten Formel (94) das Minus-
zeichen gilt. Dann kénnen wir so schlie8en:

7> 2V vz — sy,
(Zv)z 241/1:21’__46(]%1’)2,
(ZV— 4V Z" - 4(V")2 Z 4 (V)2 — 4 0(M)2.

Wenn nun etwa einmal ¥ < VgiMr’ sein sollte, so wire das
ein besonderer Glicksfall, weil dann erst recht 2% < l"rgljl{”i
wire und nach (93) auch X” < 2 'l//g;M”|, und wir wiren am
Ziel. Wenn aber V¥ > ]/rg|M”l ist, dann kann man in der letzten

Formel die Wurzel ziehen und erhilt

2V — 2" =2 V (V)2 — 0(M7)?, also

; . R L A 28(M)?
Z 21—V IP— 0P = = Vﬁ—)_mz—)

20(M)? - _20(M)
yroo= Yoy

[N
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also 20 < 2 V—g\M”l Diesmal ist also wenigstens die kleinste
Zahl des Tripels X*, ¥, Z” unter einer fur alle» gleichen Schranke.
Ich habe mich deshalb bemiitht zu beweisen, dall in der ersten
Formel (94) stets das Minuszeichen gilt, bis jetzt ohne Erfolg.

§ 6. Weitere Versuche

Die Hauptrekursion I Formel (40) 148t sich, wie dort bemerkt,
auch als reine Rekursionsformel fir Q7 — Riw (oder auch
Qy, — Rsw) schreiben. Mit einem Strich mehr sieht sic dann
SO aus

1____Rll’—1w .

v. v v §V+1 v ¥ i-
(07) &I — RiMo) + 4 (0 — Rio) + B = .

Das legt im Hinblick auf I Formel (37) und (38) die Frage nahe,
ob es nicht auch cine Rekursion der Gestalt

(08)  EFL(PIFL—BFLSH 4 R4 — Qrfle) +
v+1
g (PL— 657 RE A — Qo)+

LB R A Q)

BEn

gibt, wo rechts etwas von v Unabhingiges oder wenigstens etwas
Beschrinktes steht. Die Terme der ersten Klammer kann man
nach der Tabelle (67) von I linear homogen durch S$*+%, Q57 und
C ausdriicken, also durch I*, ¥*, £, die der zweiten Klammer
ebenso nach Tabelle (66) durch 5% 03, C, also durch U7, @*, &
Die dritte Klammer ist nach I (38) mit v —1 Strichen mehr gleich
E(P, + RiA — Riw?), was man nach Tabelle (66) durch U7,
@, ¥ ausdriicken kann. Somit ist die linke Seite der gesuchten
Rekursion (98) linear homogen durch U7, V”, @, ¥, Q" dar-
stellbar, wozu man noch ein Multiplum von V' — U —
o (V' — @)y — £, was ja nach I (69) gleich o ist, hinzufiigen
kann. Aber ich habe kein Multiplum gefunden, mit dem das
Resultat die gewiinschte Beschriinktheit erkennen lieBe.

Es gibt aber einen Zusammenhang mit den K”. Nach Tabelle I
(66) mit Abkiirzungen I (68) ist nimlich

2%
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P BS + RIA— Qo= U — 20" + & +

Aw " v v o v o L v
+ 3774 @ — )= =0 =o'+ s &

also nach (74)
P—BS+RA—Qo=Kk—S o415 o=

=K"—%.O —K"——(Qlcu Riw?).

Entsprechend auch mit 1 Strich mchr oder weniger. Unsere ge-
suchte Rekursion (98) wird daher so ausschen:

EXFL(PIT  prAL Sl L R4 01 ) -k

+1 Pll;&ill_j\nll__()il
v v v v i
Ef“(P — b0 S+ R A—Qjw) -+ aZa
Lv+1 K1

= FPa] vyl S1 B .
- .2 1K 5 4 &1 K Togp gyt
1 Evil (O Yy — RY- 1(,)_
Al evaa vl vil 1 51 D—— v e 1 1
: [Siﬂ— (O w— R w?)+4 EE —(Q1w— R} w?*) e J

: o , C : .
Die letzte Zeile ist nach (97) gleich — —;i, also eine Invariante,

Aber fir die vorausgchende Zeile habe ich noch nichts finden
kénnen, was ihre Beschrinktheit erkennen lieBe.

§ 7. Abschied

Alles, was ich bis jetzt iber den Jacobi-Algorithmus in einem
kubischen Zahlenkérper ermitteln konnte, beruht letzten Endes
auf den Formeln (9) und (10) von L. Diese haben cin Analogon in
der Theorie der regelmiBigen Kettenbriiche fiir quadratische
Irrationalzahlen

&= f—H/—D LDE 5, *—Q ganze Zahlen).

Das Analogon besteht, wenn die vollstindigen Quotienten mit

Py 1) . DV\2
Ev g il “ 1/1) (Pv’ Sv’ (1 >Sv D

- anze Zahlen)




Der Jacobi-Kettenalgorithmus in einem kubischen Zahlenkérper. IT 21

bezeichnet werden, aus den beiden Formeln
(P—0bS)P +D =S85,P—b6S+ P =o,
oder gleich mit » Strichen mehr

1) (=8 P+ D =SS,
an P =y P=o.

Von diesen zwei Formeln ausgchend hat Lagrange, indem
er auch die zu & und & konjugierten Zahlen einfithrte und die
Konvergenz des Kettenbruchs ausnutzte, gezeigt, dal3 unter den
unendlich vielen Paaren ganzer Zahlen 7°, 8% nur endlich viele
verschiedene sind, und damit war die Periodizitit bewiesen. Im
Jahr 1953 hat der Portugicse J. Vicente Gongalves, ohne die
konjugierten Zahlen und die Konvergenz des Kettenbruchs zu
benutzen, gezeigt, daB aus den Formeln (I) und (II) folgt
(Gongalves [3], [4]):

Iy | P < Max (| 2], V D),
(IV) S+ < Max (|57, 21/ D).

Nun folgt aus (II1) sofort, daB ¢s nur endlich viele verschiedene
P gibt, und dann aus (II), daB es auch nur endlich viele ver-
schiedene S” sind. Aus (IV) folgt dagegen sofort, dal3 es nur end-
lich viele S” gibt, und dann aus (I), daB3 es auch nur endlich viele
verschiedene 27 sind. Damit hatte man auf einen Schlag zwei
neue Periodizititsbeweise, jeder einfacher als alle vorher be-
kannten.

Gongalves hat beim Beweis seiner Ungleichungen (III) und
(IV) einige Fallunterscheidungen gemacht. Als ich die Unglei-
chungen kennenlernte, versuchte ich, es ohne Fallunterschei-
dungen zu machen und das ging Uberrraschend gut in wenigen
Zeilen (Perron [2]). Dann aber habe ich auch versucht, beim
kubischen Kérper aus den Formeln (9), (10) von I Analoga zu
den Ungleichungen von Gongalves zu gewinnen, die wohl aus
Rekursionen hervorgchen miiBten und ungefihr so ausschen
kénnten:
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| P < Max (|77, 2| /D),
| 78| < Max (| 57|, |$7+1], | 2, a| /),

wo a ecine (vielleicht sehr groBBe) Konstante und / die Invariante
ist, die auch in den oft gebrauchten Schrankensetzern C, £*, M”
steckt. Das ist mir trotz allem, was ich inzwischen zu den For-
meln (9), (10) hinzugelernt habe, nicht gelungen. Nun aber muf}
ich mein Problem jlingeren Kriften Uberlassen, die sich wohl
dafiir interessieren. Mich zwingt meine fortschreitende Erblin-
dung im Verein mit dem Immer-kleiner-Werden von allem sonst
vielleicht einmal hilfreichem Gedrucktem, jetzt meine Feder aus
der Hand zu legen.
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