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Einleitung

1. In einer fritheren Arbeit [8]! ist das Studium einer gewissen
Klasse von unendlichen kontinuierlichen Gruppen mittels einer
bereits vorher entwickelten Tensorrechnung fiir unendlichdimen-
sionale Mannigfaltigkeiten [7] begonnen worden. Es handelt sich
dabei um eine Verallgemeinerung der endlichen Lieschen Grup-
pen. Eine solche endliche kontinuierliche Gruppe kann beschrie-
ben werden als Zusammenfassung dreier Strukturen: a) einer
algebraischen (Gruppe oder Gruppenkeim), b)einer topologi-
schen (lokalkompakter Hausdorff-Raum endlicher Dimension),
¢) einer analytischen Struktur (z-dimensionale differenzierbare
Mannigfaltigkeit); dabei bestechen zwischen diesen drei Struktu-
ren gewisse Vertriglichkeitshedingungen. Nachdem durch die
in den letzten Jahren erfolgte Erledigung des V. Hilbertschen
Problems gezeigt ist, daf3 a) und b) zusammen bereits ¢) zur Folge
haben, ist die Frage besonders naheliegend, welche allgemeineren
(nicht notwendig lokalkompakten) topologischen Gruppen einer
analytischen Behandlung zuginglich sind. Wir werden ¢) erset-
zen durch die Forderung, daB eine lokal-Banachsche differenzier-
bare Mannigfaltigkeit vorliegen moge; tiber die topologische
Struktur b) wird dartiber hinaus nichts vorausgesetzt.

2. Solche lokal-Banachschen Gruppen hat erstmals G. Birk-
hoff [1] untersucht. Seine Methode besteht vor allem in einer An-
wendung der Kurventheorie fiir metrische Riume auf die ein-
parametrigen Untergruppen, als Kurven in der durch die Ba-
nachsche Metrik lokal metrisierten Gruppenmannigfaltigkeit be-
trachtet. Dadurch erlaubt seine Methode eine sparsame Verwen-
dung von Differenzierbarkeitsannahmen, wirkt sich aber in der
Durchfithrung im einzelnen recht schwerfillig aus. — Speziclle
Fille von lokal-Banachschen Gruppen sind besonders von
Michal [11] untersucht worden.

L Wir zitieren diese Arbeit [8] hier auch mit 1. - Obwohl Ergebuisse aus I
in der vorliegenden Arbeit verwendet werden, ist diese unabhiingig von 1. les-
bar. — Alle Ergebnisse beziehen sich auf Gruppenkeime, auch wenn das ge-
legentlich der Kiirze halber nicht ausdriicklich gesagt ist.
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3. Wir bedienen uns hier wie schon in [8] einer anderen Me-
thode. Da die Gruppenmannigfaltigkeit einer lokal-Banachschen
Gruppe eine (i. a. unendlichdimensionale) differenzierbare Man-
nigfaltigkeit im Sinne von [7] ist, erscheint es naheliegend, die
frither entwickelte Verallgemeinerung der Tensorrechnung (vgl.
[7]) fir solche Mannigfaltigkeiten sowie die von vielen Autoren
entwickelte Differentialrechnung in Banach-Rdumen® zur Be-
handlung dieser unendlichen kontinuierlichen Gruppen heran-
zuziehen. Diese Methode hat sich bereits in |8] als schlagkrifti-
ger erwiesen als die Birkhoffs; es gelang uns dort nimlich der
Nachweis, dal3 alle lokalkompakten Untergruppen ebenso wie
das Zentrum einer lokal-Banachschen differenzierbaren Gruppe
wieder derartige Gruppen sind. Der vermutlich richtige Satz,
daB3 Uberhaupt alle abgeschlossenen Untergruppen diese Eigen-
schaft haben, kann auch jetzt noch nicht bewiesen werden, doch
werden wir in § 11 zeigen, daf3 dies fiir alle topologisch einfachen
Untergruppen gilt. — Ein anderer Vorteil unserer Methode be-
steht darin, daB viele Beweise wegen der weitgehenden Analogie
der unendlichdimensionalen zur klassischen Tensorrechnung
mit geringfugigen Modifikationen aus der Theorie der endlichen
Lieschen Gruppen iibernommen werden kénnen, wie sie etwa
im Lehrbuch [13] dargestellt ist. (Man beachte dabei aber Nr. 6
dieser Einleitung!).

4. Den Hauptinhalt der vorliegenden Arbeit bildet eine Struk-
turtheorie der lokal-Banachschen differenzierbaren Gruppen. Es
wird gezeigt werden, dal — wie im klassischen Fall — eine solche
Gruppe lokal (d. h. als Gruppenkeim) vollig bestimmt ist durch
eine (hier nattirlich 1. a. unendlichdimensionale) ,,Lie-Algebra®,
und dall deren Subalgebren die differenzierbaren Untergruppen
entsprechen. Dabel tritt als wesentlicher neuer Zug gegentiber
der klassischen Theorie hervor, dal3 die Algebra zugleich ein
Banach-Raum ist, also eine Topologie trigt. Dieser Sachverhalt
ist im endlichen Fall unwesentlich, weil jeder endlichdimensio-
nale reelle Vektorraum — und damit jede endliche Algebra — eine
eindeutig bestimmte uniforme Hausdorff-Topologie trigt, was
fur unendlxchdlmensmnalo Raumo nicht mehr gilt.

1 Darstellung in L(‘hrbuchform [_10. Kap. VI]; weitere hier verwendete
Beitriage finden sich in den Arbeiten [3], [5], [6], [71, [8], [12].
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5. Wichtige Beispiele fiir die hier betrachteten Gruppen bilden
Gruppen beschriankter linearer Transformationen in Hilbertschen
und Banachschen Réumen, allgemeiner Gruppen aus Banach-
Algebren. - In einer nachfolgenden Arbeit soll das Verhiltnis
der hier behandelten unendlichen kontinuierlichen Gruppen zu
den besonders von Lie [g] und Cartan [2] untersuchten unend-
lichen Transformationsgruppen erdrtert werden.

6. Gegeniiber den klassischen (endlichen) Lie-Gruppen bringt
die vorliegende Theorie eine Verallgemeinerung sowohl der topo-
logischen Struktur (Verzicht auf die Lokalkompaktheit) als auch
der analytischen Struktur (Banachsche Koordinatenrdume).
Wihrend infolge des in Nr. 3 dieser Einleitung erwihnten Sach-
verhalts die Verallgemeinerung der analytischen Struktur keine
wesentlichen neuen Schwierigkeiten bedingt, bedeutet der Ver-
zicht auf die Lokalkompaktheit zuweilen — z. B. bei dem in Nr.3
erwihnten Problem iiber Untergruppen — eine wesentliche Er-
héhung des Schwierigkeitsgrades.

7. Ein gegenliber dem {iblichen Aufbau — auch im endlich-
dimensionalen Spezialfall — hervorzuhebender Gesichtspunkt ist
die basisfreie Auffassung. So verwenden wir z. B. an Stelle der
von der Basiswahl abhidngigen Strukturkonstanten der Gruppe
eine Strukturbilinearform im Koordinatenraum. (Die Dbasis-
freie Auffassung ist fiir den endlichdimensionalen Fall erstmals
von H. Freudenthal [4] beflirwortet worden.)

§ 1. Zur Tensorrechnung in lokal-Banachschen differenzierbaren

Mannigfaltigkeiten

Ein topologischer Raum zusammen mit einer Uberdeckung
durch Bilder von offenen Mengen aus einem Banachschen Raum
B heillt B-lokale differenzierbare Mannigfaltigkeit, wenn im
Durchschnitt je zweier Mengen der Uberdeckung die induzierte
Abbildung der Urbildmengen in B differenzierbar ist. Dabel
wird hier und im folgenden stets der Differenzierbarkeitsbegriff
von Fréchet [3] zugrundegelegt. (Vgl. auch [5], [6], [10].)
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Einer Tensorrechnung fiir solche Mannigfaltigkeiten muf3 eine
Begriindung des Linearformenkalkiils fiir den Banach-Raum 2
vorausgehen. Wir stellen zur Bequemlichkeit des Lesers die
wichtigsten Bezeichnungen und Begriffe kurz zusammen und
verweisen im tbrigen auf [7] und I, Anhang 1.

Die Elemente von 5 sollen mit einem oberen Index aus dem
kleinen lateinischen Alphabet versehen werden diirfen: »* & B.
Die Elemente des adjungierten Raumes B, (des Raumes der be-
schrinkten linearen Funktionale) tragen einen unteren Index:
v, € By. Identifikation von oberen und unteren Indices bedeute
stets die Ausfithrung der entsprechenden linearen Operation:
2y, = y,2* ist also eine Zahl.

Ein |, hdherer adjungierter Rawm‘ B (Elemente # :j:b";:',
besteht aus denjenigen beschrinkten Multilinearformen (»z Ar-
gumente aus B, » Argumente aus B), welche folgende zusitz-
liche Eigenschaft haben, die nur im Falle reflexiver Riume 7

von selbst erfiillt ist: Jeder Ausdruck

N\

By gy wtt

mit genau einem freien oberen Index 7, liegt in B. (Ein solcher
Ausdruck ist zunidchst ein stetiges lincares Funktional iiber B,
also ein Element von (B));; unsere Forderung besagt: Es gibt
ein # & B, welches mit allen Elementen aus By jeweils das gleiche
Skalarprodukt hat wie der betrachtete Ausdruck, und mit dem
dieser Ausdruck dann nach bekannter Vorschrift identifiziert
wird.)

Z. B. besteht Bj also aus den beschrinkten linearen Abbildun-
gen von B auf sich:

xi — f/lb yl’

und B} aus den beschrinkten Bilinearformen iiber B X B mit
Werten in B:

fixlyt © B

Die linearen Operationen der Fréchetschen Ableitungen lassen
sich in diese Terminologie einbeziehen: Eine Abbildung #7(+%):
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B — B heifit im Punkte x* differenzierbar und der beschriankte
lineare Operator
S Fi (%)
L EZ4

heiBt ihre Fréchetsche Ableitung an der Stelle x*, wenn

8 F ." (x)

Filxtda)— Fir) = "

dx’ 4+ o' (dx).

Der Zangentialrawm 7°(P) der lokal-Banachschen differen-
zierbaren Mannigfaltigkeit im Punkte /7 ist linear homdéomorph
zu B; seine Elemente werden durch die Koordinatendifferentiale

dargestellt. Zensoren sind die Elemente der héheren adjungierten
Riume zu 7°(P).

§ 2. Totale partielle Differentialgleichungen
in Banachschen Riumen

A.D. Michal und V. Elconin [12] haben den Satz {iber die
vollstindige Integrabilitit totaler partieller Differentialgleichun-
gen auf Banachrdume verallgemeinert; in unseren Bezeichnun-
gen lautet dieser Satz:

2.1. B = {¥'} und C = {n*} scien zwei nicht notwendig ver-
schiedene Banachsche Rdumel f'(v*; n*) eine zweimal stetig
differenzierbare Funktion in U X Q (U, Q offene Mengen in
B, C). Dann ist notwendig und hinreichend fiir die vollstindige

Integrabilitit® von
Syi(& VTN
AL CAGI

das Bestehen der folgenden Bezichung fiir die partiellen Ablei-
tungen von f.

1 Zur Indizierung von Elementen des Raumes C verwenden wir das kleine
griechische Alphabet; der Linearformenkalkiil (§ 1) iibertrigt sich in offen-
sichtlicher Weise auf Paare von Riaumen 7, C,

2 Die Differentialgleichung heift vollstindig integrabel, wenn fiir jedes
7% aus 2 und jedes y* aus U eine Losung y¥ () existiert mit ¥ (5) = '
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oft /5

6f’ 6fﬁ ¢y
: fd oEF T aer o]

il

Wenn diese Integrabilititsbedingung erfiillt ist, dann ist eine
Lisung v* (&) einmal mehr differenzierbar als f'.

Wir wollen diesen Satz hier auf Differentialgleichungen eines
speziellen Typs anwenden und fiir diesen Fall eine andere Form
der Integrabilititsbedingung verwenden:

R.2. Es sei vi(x) & By fiir x aus der offenen Untermenge U
von B zweimal stetig differenzievbar und besiize eine Inverse
uf & By fiir x © U. Dann ist notwendig und hinreichend fiir die
vollstindige Integrabilitit von

0i(1) L~ i)

die Existens einer konstanten Bilinearform cj’: . & By mit

0 Ui (x) 8o () .
3 J ”
o = B )

Siir alle x = U.

Beweis. Wegen der Existenz der Inversen, die dann genau so
oft differenzierbar ist wie v, kann die Differentialgleichung
geschrieben werden

6f}”x) ;
i = DY),

Die Integrabilititsbedingung dieser Differentialgleichung nach
2.1. 1aBt sich nach einfacher Umrechnung in die Form bringen

7
R

sf)  sdt @) 875 (f) 62"(f>

L () ).

16, (%) 2] (x) =

Da dies in jedem Punkt x fiir alle zuldssigen Anfangsbedingungen
J gelten muB, ergibt sich, daf3 die Integrabilititsbedingung dqui-
valent ist mit der Konstanz dieser Ausdriicke, woraus die Be-
hauptung folgt.
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§ 3. B-Lie-Algebren

Eine Banach-Algebra (B-Algebra; vgl. z. B. [5]) ist ein Ba-
nach-Raum 5, zwischen dessen Elementen eine weitere Opera-
tion (,,Multiplikation‘’) erklirt ist mittels einer stetigen Bilinear-
Form BX B — B:

o ) i
d]l'kx]y ) e Bs.

Eine solche B-Algebra heille B-Lie-Algebra, wenn die Bilinear-
form die folgenden beiden Eigenschaften hat:

Schiefsymmetrie . diy + dy; = o.
Jacobische Identitit: d, dy,, + d}, d, .+ d. d7, = o.

hom my ‘mr Y kT

Wir werden in § 4 zeigen, dall zu jeder assoziativen Banach-
Algebra mit einem Einselement ¢*(&}, ¢* = 6}, 6 Kroneckersches
Symbol fiir den Einheitsoperator) eine B-Lie-Algebra gehort, der
der gleiche Banachraum zugrundeliegt, und deren Bilinearform

% aus der Bilinearform i, der urspriinglichen Algebra her-
vorgeht durch

s L .

Al = - (di;—d.y).

Jeder Banach-Raum it sich in trivialer Weise zu einer B-Lie-
Algebra machen durch die Festsetzung &;, = o.

§ 4. Die B-Lie-Algebra
einer lokal-Banachschen differenzierbaren Gruppe

Es sei K ein dreimal stetig differenzierbarer lokal-Banach-
scher Gruppenkeim (I, §1), der Koordinatenvektor f*(a*; "
des Produktes xy hinge also dreimal stetig differenzierbar von
den Koordinatenvektoren der Faktoren ab. Der Koordinaten-

1 Es 1st oft iiblich, B-Algebren als assoziativ vorauszusetzen; diesem
Gebrauch wollen wir hier nicht folgen, weil die sogleich zu erklirenden B-Lie
Algebren i. a. nicht assoziativ sind. Soll eine B-Algebra als assoziativ voraus-
gesetzt sein, so wird dies stets ausdriicklich bemerkt werden.
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vektor der Gruppeneins ¢ sei o. Dann gilt nach 1. §1 (2) die
Taylor-Entwicklung in der Umgebung von »* = y* = o:

. . . 1 6%fio;0) . , , o A

s ) = [ DO A M R A 4 x v o (a )

fl(x’y/ o :)l_*—}z_* 2 l;.:l’jé\'yl’ A'].V I (h)’ I +.,V:/ 0 \X ®.1/'
Dic erste Niherung der Differenz f(x; y) — f'(y; ) verschwin-
det also (die Gruppe ist in erster Niherung abelsch), und fiir die
zweite Niherung ist die Bilinearform

p 1 {62fi(0; 0) 8% f%(0; 0)

GeT | 0uioyt T Texksy

verantwortlich. Diese Bilinearform bezeichnen wir als S#ruktur-
bilinearform des Gruppenkeims A Sie ist ein Tensor im Null-
punkt der Gruppenmannigfaltigkeit und offensichtlich schief-
symmetrisch.

Die Strukiurbilinearform kann noch auf eine andere Weise
definiert werden. Zunichst ist namlich in kanonischen Koordi-

naten (x~1)* = —%* und daraus folgt fiir den Koordinatenvek-
tor ¢ des Kommutators ¢ = xyx~1y~1

=+l

[+ llylD) o'(xey).

Wegen der Tensoreigenschaft von 5/’,:,5 gilt dies dann sogar injedem
Koordinatensystem.

Die Jacobische Relation fiir die Strukturbilinearform erweist
man wie im endlichen Fall aus der Assoziativitit des Gruppen-
produktes [13, Theorem 63, S. 236-237]. Damit ist bewiesen:

1. Der zu B linear homdbomorphe Tangentialraum T(0) im
Punkte der Gruppeneins wird durch die Strukturbilinearform
iy su etner B-Lie-Algebra.

Wir wollen diesen Satz sogleich anwenden auf assoziative
B-Algebren mit einem Einselement ¢/ und der Komposition
d;, (§ 3). Nach I, § 6 ist eine Umgebung von ¢ in einer solchen
Banach-Algebra ein analytischer B-lokaler Gruppenkeim mit

Layy=2 +y —dx7y*; 2*=e¢—xusw.
19 Minchen Ak, Sb. 1956
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Es ergibt sich daraus

LG
Sx7 dyk Tk

sogar fir alle x, ¥ und es gilt also der Satz:

1.2, Zu einer assosiativen Banaclh-Algebra mit einemn Eins-
element und it der Komposition dj‘ p gehort eine B-Lic-Algebra
mit dem gleichen Banach-Rawie und der Komposition
f]{k . %‘ (a'l/i/ - ;k\r
diese ist die B-Lie-Algebra der Gruppe der Banach-Algebra.

Die in diesem Satz enthaltene Jacobische Identitit fiir den
schiefsymmetrischen Anteil des Produktes einer assoziativen
Banach-Algebra mit Einselement. kann man nattirlich — aller-
dings umstandlicher — auch durch direkte Ausrechnung bestiiti-
gen.

§ 5. Zu den Untergruppen gehiren Subalgebren
der B-Lie-Algebra

IEs sei /7 ein abgeschlossener Untergruppenkeim des lokal-
Banachschen Gruppenkeims X In L 5.2 haben wir dieser Unter-
gruppe / einen abgeschlossenen linearen Unterraum Z (/) des
Tangentialraums 7 (o) zugeordnet vermaoge folgender Konstruk-
tion: A sci wieder in kanonischen Koordinaten vorgelegt; dann
besteht Z (/) aus den Tangentialvektoren aller in /7 gelegenen,
im Nullpunkt differenzierbaren Kurven.

51, Wenn H eine abgeschlossene Untergruppe von K ist, dann
ist L(IT) eine abgeschiossene Subalgebra der Lic-Algebra von K.

Beweis. Nach L. 5.2 ist L(//) abgeschlossen und linecar. Es
bleibt also nur zu zeigen, daB mit &, 2% auch ¢, & 5" Element
von L (H)ist. Wenn & und % diese Eigenschaft haben, dann exi-
stieren jedenfalls ganz in /7 gelegene, in o differenzierbare Kur-
ven x(#), y(¢) mit x(0) = vy(0) = ¢ und

dx7(0) dy'(0)

_ o it
di 5 dt "
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dann ist aber auch der Kommutator
g@) =xOyO 2Oy

eine in // gelegene differenzierbare Kurve mit ¢(0) = ¢, ebenso
»(®) = ¢(J/7). Der Tangentialvektor dieser Kurve ist aber nach
der zweiten Definition der Strukturbilinearform in § 4 gerade
c]’:k E"né, womit der Satz bewiesen ist.

Als ein Korollar ergibt sich daraus noch:

5.2, Wenn H eine differenzierbare, differenzierbar eingebettete
Untergruppe von K ist, dann ist L(H) eine B-Lie-Algebra im
Tangentialrawm der Untermannigfaltigheit H im Nullpunki.

Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus 5.1 und L 5.4.

§ 6. Die Hilfsfunktion vJ‘: (%)

Die folgenden Paragraphen sind dem Problem gewidmet, zu
einer B-Lie-Algebra einen Gruppenkeim zu bestimmen, dessen
B-Lie-Algebra isomorph zu dervorgelegten ist, und zu zeigen, daf3
dieser Gruppenkeim selbst bis auf Isomorphismen eindeutig be-
stimmt ist. Wir zerlegen diese Aufgabe — dhnlich wie es im end-
lichen Spezialfall Gblich ist {13] — in mehrere Teilprobleme. Zu-
nichstfithren wir in§6 in einer B-lokalen differenzierbaren Gruppe
Hilfsfunktionen 2i(x): B — Bj ein, die einer gewissen Diffe-
rentialgleichung geniigen. Dann zeigen wir in § 7, daB3 eine Funk-
tion mit einer derartigen Differentialgleichung, in der Umge-
bung des Nullpunkts cines Banach-Raums definiert, dort Anlafl
zur Einfithrung ciner Multiplikation gibt, durch die der Raum
zu einer B-lokalen differenzierbaren Gruppe wird. Und schlieB3-
lich konstruieren wir in § 8 im Banach-Raum der vorgegebenen
B-Lie-Algebra solche Hilfsfunktionen, die uns dann die zuge-
horige B-lokale Gruppe (in kanonischen Koordinaten) liefern.

Sei also A wieder ein lokal-Banachscher, dreimal differenzier-
barer Gruppenkeim, und bezeichne (v 4 &x) das Element mit
dem Koordinatenvektor &° + da'. Fiir »(x; dx) = (v +dx) 27!
gilt

ri(x; dx) = i(x) dx’ + o' (dx)
19*
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mit
Ofi(x; 2~ )

xl

vi(x) =

( Jér ist die partielle Ableitung nach dem ersten Argumentvektor !)
Offenbar ist 27.(¢) = 0.

1. Der Koordinatenvektor des Produktes, f'(x*; "), geniigt
Jiir jedes feste y der Dzﬁ’erfﬂz‘ialgf/ez'r/zwﬂg

w

(flei ) O = il

mit der Anfangsbedingung
i) =y

Beweis. Die Anfangsbedingung ist selbstverstindlich. Die
Differentialgleichung folgt so. Setzt man

df =flx+dx;v)—flx;v),

also
f+ dfy'= ((x+ dx)y)'= fx + dxi ),
so folgt
(fH+df) fl=(x+dx) y(xp)t = (x + dx) 27},
d. h.
r(fi df) = rix; dx
oder

o) dff + o (df) = vj(x) do’ + o (dx).

Fiir 4+ — 0 geht dies in die behauptete Differentialgleichung
uber.
6.2. Fiir die Hilfsfunktion vj(x) gilt
0, () 87 (x)

527 e e

wobel ¢ die Strukturbilinearform des Gruppenkeims ist.
Beweis. Die Differentialgleichung aus 6.1 ist nach dem dort

bewiesenen vollstindig integrabel, die Ldsungen sind gerade die

Funktionen f(x;y) fiir jedes feste y. Also ist die notwendige
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Integrabilititsbedingung aus 2.2 erfiillt, es existiert somit jeden-
falls eine Bilinearform, die die behauptete Beziehung erfiillt.
Es bleibt zu zeigen, daf} diese mit der Strukturbilinearform der
Gruppe identisch ist. Fiir x = ¢ geht die Differentialgleichung
iiber in

) 8ff(esy)

v.(y) T ear 9.

Differentiation nach v ergibt fiir y = ¢:

0 B
Syt R yF ’

woraus nach der Definition der Strukturbilinearform die Behaup-
tung folgt.
6.3. Sei g(t) eine cingliedrige Untergruppe von K nit dem
Rickhitungsvektor
dg*(0) ;
vy =7

dann gilt fiir alle t (aus einem O im Innern enthaltenden Initer-
vall)

; W 087 () :
v (g <Z‘)) Y7 =

Beweis. Es ist (weil g(#) eine eingliedrige Untergruppe ist)

gt +db) g 1(t) = g(dt)

oder wegen (s 21
;

. )
v, (x) = / 5
g(dt) = (g) (&t +-dt) — g/ (dh)) + o' (d1),

woraus die Behauptung nach der Definition des Fréchetschen
Differentials folgt.

Wir beweisen im Anschlufl daran einen Hilfssatz tiber die
Hilfsfunktion 2}(x) in kanonischen Koordinaten:

6.4, Notwendig und hinreichend dafiir, dafp das Koordinaten-

Systent kanonisch ist, ist:

.
vi(x) ¥ = x
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Beweis. Die Bedingung ist notwendig; denn wegen 6.3 ist in
kanonischen Koordinaten, wo ja ¢'(#) = 79" gilt

v = v(2y) v,

woraus flir z = 1, y = « die Bedingung folgt. — Ist umgekehrt
die Bedingung erfiillt, so ist wegen vi(x)x’ =2’ g'(2) =ty
eine Losung der Differentialgleichung in 6.3, also wegen des Ein-
deutigkeitssatzes fur gewdhnliche Differentialgleichungen [6]
die einzige mit
dg'(0) ;
e T 7

Daher ist #y' die Koordinatendarstellung eciner eingliedrigen
Untergruppe, und da dies fir jeden beliebigen Richtungsvektor
' gilt, ist das Koordinatensystem tatsichlich kanonisch.

§ 7. Konstruktion einer B-lokalen differenzierbaren Gruppe
aus vorgegebener Hilfsfunktion vj‘: (x*)

Als ersten Schritt zur Konstruktion einer B-lokalen Gruppe mit
vorgegebener Strukturbilinearform konstruieren wir zunichst
eine Gruppe zu vorgegebener Hilfsfunktion o%(x).

9.1, Sei U eitne Umgebung des Nullpunktes cines Banachschen
Raumes B, in der eine sweimal stetig differenzierbare Funkiion
vi(x): B— B} definiert sei mit folgenden Eigenschaften :

’ ; . . . 1
(a) v} besitzt eine in By gelegene Inverse.

7 Z
o ' 0 v

— r 8 i 1
(h) ad T eak = GsUlh G & By, konstant.

Wegen (b) und 2.2 ist somit die folgende Differentialgleichung
vollstindig integrabel :

e\ ] 6]’/‘ 770
0 Bh(f) s = 2.

Bezeichne f'(x; y) fiir x, vy & U dicjenige Lisung f(x) von (¢)
mit f1(0) = f*(0; y) = ¥
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Behauptung: f(x;y) ist eine solche Abbildung U XU — B,
daff U dadurch zu cinem B-lokalen, dreimal stetig differenzier-
baren Gruppenkeim wird, dessen Hilfsfunktion und Struktur-
bilinearform gerade durch vi(x) und ¢, aus (h) gegeben sind.

Beweis. Wir zeigen zunichst, dal die durch f(x;v) in U
definierte Multiplikation assoziativ ist. Wegen f(0; 0) = o und
der Stetigkeit von f existieren Umgebungen V/, ' von o in 5 so
daB fx;y) € Ufir x,y €V und flx;y)EV fir v,y & V.
Im folgenden seien alle Vektoren aus }7' gewihlt. Seien speziell
x, v, z aus /. Um die Assoziativitit zu beweisen, miissen wir
zelgen:

w(“‘)@f(f(?ﬁ V) 5) =f(x;f(y; z));/@(q)

(Dabei betrachten wir y, z als fest und x als variabel.)

Nach Definition von f 16st % (x) die Differentialgleichung (e)
mit der Anfangsbedingung w(o) = f(y; z). Wir zeigen, daB
w(x) ebenfalls eine Loésung von (¢) mit der gleichen Anfangs-
bedingung ist, woraus wegen der Eindeutigkeitsaussage von
2.2 die Teilbehauptung folgt. Wir bezeichnen dazu noch mit 2}
die Inverse von o} und mit * = f*(x; ¥). Dann ist nach Definition
von f durch die Lésungen von (e):

6:;’5%) = (;:r Zf = (w) vF () o (1) v; (%) = u, (w) v} (x);

nach Uberschieben mit 2% (w) ergibt sich gerade die Behauptung.

Der Nullpunkt entspricht bei der durch f definierten Multipli-
kation dem Einselement, weil f(x) = x trivialerweise eine 1L06-
sung von (¢) mit f(0) = o ist, also die einzige, d. h. f(x; 0) = x.

Wir missen schlieBlich noch die Existenz des inversen Ele-
ments zeigen. Dazu muf man #*(x; ¥) = o nach y auflésen. Fiir
x = o ist offenbar y = 0. Wegen f(0; ¥) = y ist die Ableitung
nach y fiir y = o der Einheitsoperator, also existiert die dazu
inverse lineare Operation. Nach dem bereits in [I] mehrfach ver-
wendeten Umkehrungssatz von Hildebrandt, Graves und
Nevanlinna (I, § 1) ist die Gleichung fiir die Inverse daher in
einer ganzen Umgebung von x = o lésbar.

Diejenige Umgebung der o, in der alle diese Konstruktionen
ausfiihrbar sind, bezeichnen wir mit X. X ist nach dem bewiese-
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nen ein B-lokaler Gruppenkeim, und f(x; v), die Produktfunk-
tion, ist als Loésung der Differentialgleichung (¢) nach x und nach
dem Parameter y dreimal stetig differenzierbar, wie aus den in
[6] bewiesenen Sitzen iiber Differentialgleichungen in Banach-
Réaumen folgt.

Nun muB noch gezeigt werden, dafl #}(x) mit der Hilfsfunk-
tion des Gruppenkeims X, die in § 6 eingeftthrt wurde und die
wir hier zunichst mit ﬁj‘ bezeichnen wollen, zusammenfillt. Zu-
nichst gilt also sowohl

: o f* iroa .
25 (f) s ACY (nach (e))
als auch
o O0fF .
Yo () oj;j = 7'(x) (nach 6.1)

fiir f = f(x; v). Fiir # = o ergibt sich

6/ o) .
7 p R — &
vk()’/ (ij (3],
somit
éfk(o,y, A
= i (y)

Das Gleiche ergibt sich aber auch fiir die Inverse #}(y) von
7%(y), so daB die Inversen und damit auch » und ¥ selbst iiber-
einstimmen. Daraus ergibt sich dann auch, daf3 ¢, wirklich dic
Strukturbilinearform von X ist. Damit ist der Beweis beendet,

§ 8. Konstruktion der Hilfsfunktion vJ‘: (%)
zu vorgegebener B-Lie-Algebra

Der zweite Schritt zur Konstruktion eines Gruppenkeims zu
vorgegebener B-Lie-Algebra besteht darin, aus der Bilinearform
ﬁ;:k der B-Lie-Algebra in einer Umgebung des Nullpunktes die
Funktion }(x) zu konstruieren. Und zwar wird diese Konstruk-
tion so ausgefithrt, dal3 der Gruppenkeim spiter in kanonischen
Koordinaten erhalten wird. Dies ist auch im endlichen Fall iib-
lich und ist aus zwei Griinden zweckmilig: Einmal reduzieren
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sich dadurch viele Probleme auf die Integration gewdohnlicher
Differentialgleichungen, und zum anderen wird dadurch die
eindeutige Bestimmtheit von X deutlich.

Zunichst fithren wir noch eine weitere Hilfsfunktion ein und
leiten einige Eigenschaften dieser Funktion her:

8.1. Sei K ein B-lokaler differenzierbarer Gruppenkeim in
kanonischen Koordinaten, und sei vi(x) die zugehirige Hilfs-
Sunktion nach § 6. Setzt man

wi(t) = wi(t; &) = tv(2&),
so gilt:
vi(x) = wi(1; x);  wi(0;8) =0

o fz::'j‘.(z‘)

+— = 0 + i, E wi(2).

Beweis. Es ist nur die Differentialgleichung zu beweisen. Aus
dem Ergebnis 6.4 fiir kanonische Koordinaten
vix) =
folgt durch Differentiation nach x:

LA .
TR ) =

O x*

Andererseits ergibt sich aus
) e
5-('& ] Ozlj
o/ oxk  TE

durch Uberschieben mit x* und nach Einsetzen der soeben durch
Differentiation hergeleiteten Relation

6 (v)
xl‘ 7

Fiir 2 = ¢& folgt daraus

27} < s»*>

ffl‘ +_ OE&) __ (St + f(” Er Z"(l‘ tk\
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Links steht hierin nun aber gerade die Ableitung von w/i(#)
nach #, so dal3 die behauptete Differentialgleichung bewiesen ist,
Wir kommen nun schlieBlich zum Hauptbeweis.

8.2. Sei ¢}, die Bilinearform eciner B-Lie-Algebra. Wir be-
trachten die gewdihnliche Differentialgleichung

o' (¢ . .
(D) el = 0+l & w) (fiir festes &)

di
mit der Anfangsbedingung wi(o; &) = o. Die Lisung wi(t; &)
dieser linearen Differentialgleichung wmit lkonstanten Koeffi-
zientenoperatoren extstiert fiir —oo <t < 4 o0 wund ist
durch die Anfangsbedingung cindeutig bestinemt. Wir setzen
w}(1; x) = vi(x). Dann gilt fiir diese Funktion

@ v(0) = o

6Z’2 67}.;: i 7 o i S
(B) dx7  bxt = e
©) vl — 7.

Beweis fur (A). Wir miissen offenbar die Differentialgleichung
(D) fiir & = o lésen. Eine Losung ist w/(£) = 0}#, also wegen des
Eindeutigkeitssatzes die einzige. Daraus folgt sofort

v5(0) = wi(1; 0) = 6.
Beweis fiir (¢). Sei (fiir festes &)
H) = wi(; 8 — 18,
Wir wollen zeigen, daB #'(#) = o, um aus /(1) = o die Behaup-

tung schlieBen zu kénnen. Zunichst ist jedenfalls 4°(0) = o
wegen des vorausgesetzten Anfangswertes fiir (D). Ferner ist

6/1{(0 7 i Er s ; v i pr_ s \ 2 2

~dl' Bl (61 + Crsg 7“’](f’ 5)) Ej _—(E - Cr:‘f wj<t’ 5) §]=£r:‘5r/l:<t)’
weil wegen der Schiefsymmetrie ¢ £ & = o. Aus dieser Diffe-
rentialgleichung fiir Z(¢) folgt wegen der Eindeutigkeit der Lo-
sung und der Anfangsbedingung %(o) = o tatsichlich 4(#) = o.
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Beweis firr (B). Dieser Beweis benutzt dasselbe Prinzip wie
der fiir (0), ist nur etwas komplizierter. Wir setzen diesmal
é'zu’,; (¢ x) ) wj’ (Z; x)

;oo o R NN
i (t) = 37 oi . wi(t; x) wit; x)

und beweisen wieder /;,(#) = o. Zunichst folgt /;,(0) = o wieder
aus der Anfangsbedingung fiir (D). Zur Aufstellung einer line-
aren Differentialgleichung fiir /,(#) differenzieren wir (D):

8wl (t; &)

dwi(t; &)
T drdEk

= ¢4, wi(t; &) + 6, & 5
Verwendet man dies und (D) selbst, so folgt die Differential-
gleichung

o, . .
2t = ¥ M

aus der wie im Beweis fiir (C) alles folgt.

§ 9. Die eineindeutige Zuordnung zwischen B-lokalen

differenzierbaren Gruppenkeimen und B-Lie-Algebren

Die Satze 7.1 und 8.2 zusammengenommen ergeben nun das
Hauptresultat:

V1. Zu einer B-Lie-Algebra existiert ein (und bis anf Isomor-
phismen nur ein) B-lokaler diffevenzierbarer Gruppenkeim, dessen
Koordinatenraum derselbe ist wie der der B-Lie-Algebra und
dessen B-Lie-Algebra gerade die vorgelegte ist.

Beweis. In der B-Lie-Algebra konstruiert man nach § 8 zu-
nichst die Hilfsfunktion vj(x), aus der man dann nach § 7 die
Multiplikationsvorschrift /*(x; ) erhalt. Alle diese Konstruktio-
nen spielen sich in einer Umgebung des Nullpunktes des Ba-
nach-Raumes der Algebra ab, welcher also zugleich der Koordi-
natenraum des Gruppenkeims ist. Ist ein Gruppenkeim in kano-
nischen Koordinaten gegeben, dessen B-Lie-Algebra gerade die
gegebene ist, so fillt die Multiplikationsvorschrift wegen der
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Umkehrbarkeit aller vorgenommenen Operationen mit der des
konstruierten Keims zusammen, die beiden sind also (in kanoni-
schen Koordinaten) identisch.

Aus den Beweisen folgen noch zwei Korollaria:

2. Die beschriebene Konstruktion (9.1) liefert den Gruppen-
ket in kanonischen Koordinaten.

Man bemerkt ferner, dal3 alle auftretenden Differentialglei-
chungen und somit auch ihre Ldsungen analytisch sind. Daraus
folgt, weil dies dann speziell fiir die schlieBlich erhaltene Funktion
S ) gilt:

9.3, Jeder dreimal differenzievbare Gruppenkeim (@it sich
auf analytische Koordinaten bezichen (d. h. auf solche, in denen
die Multiplikationsvorschrift f analytisch ist), und zwar kann
dieses Koordinatensystem als kanonisches gewdhlt werden.

Satz 9.1 fihrt das Studium der lokalen Eigenschaften von
B-lokalen differenzierbaren Gruppenkeimen zuriick auf die
Untersuchung der wesentlich leichter zuginglichen B-Lie-Al-
gebren.

§ 10. Abgeschlossene Untergruppen

In § 5 wurde bereits gezeigt, dal3 die Tangentialrdume von
differenzierbaren, differenzierbar eingebetteten Untergruppen
Subalgebren der B-Lie-Algebra des Gruppenkeims sind. Wir
werden jetzt auch die folgende Umkehrung beweisen:

10.1. Sei C eine abgeschlossene Subalgebra der B-Lie-Algebra
des lokal-Banachschen Gruppenkeins K. Dann gibt es genau einen
differenzierbaren Untergruppenkeim, dessen Tangentialraum im
Nullpunkt wit C zusammenfillt; dessen B-Lie-Algebra ist zu
C isomorph. In kanonischen Koordinaten von K werden Um-
gebungen der o in C und in der Untergruppe durch die gleichen
Elemente des Koordinatenraumes reprisentiert.

Beweis. Der Beweis ergibt sich schr einfach durch gering-
fugige Modifikationen der Beweise in den §§ 7 und 8. In kanoni-
schen Koordinaten driickt sich die Voraussetzung so aus: Die
Strukturbilinearform ¢, bildet € X in € ab. Die Behauptung
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ist, daB} dann auch f*(x;y) C X in C abbildet (genau genom-
men gilt dies hier natiirlich nur fiir eine Umgebung des Null-
punktes). Dazu zeigt man zunichst, daB die Hilfsfunktion
2% (x) fiir x & Ceine Abbildung von Cin sichist. Das folgt daraus,
daf die Differentialgleichung (D) in 8.2 fiir & &= € von einer Funk-
tion w;(¢; &) gelost wird, welche fiir jedes Paar 7, & eine Abbil-
dung von Cin sich ergibt; denn diese Differentialgleichung kann
als Differentialgleichung in € aufgefal3t werden, weil sowohl die
Anfangsbedingung in € liegt als auch die rechte Seite ¢ in C
abbildet. Sie besitzt also eine Losung mit der gleichen Eigen-
schaft und diese ist wegen der Eindeutigkeit der Losung gerade
die in 8.2 erhaltene. Daran anschliefend zeigt man genauso, dall
aus 7.1 (e) folgt, daB #*(x; y) fiir Argumentvektoren aus C einen
Bildvektor in C liefert. Damit jst gezeigt, dal3 die Produktbildung
nicht aus ¢ hinausfithrt. Da in kanonischen Koordinaten der
Koordinatenvektor von x~1 gerade gleich —x*(+* Koordinaten-
vektor von ) ist, liegt mit x auch x~tin €. Aus beiden zusammen
folgt die Gruppeneigenschaft von C.

§ 11. Die Differenzierbarkeit der einfachen Untergruppen

Als eine Anwendung von Satz 10.1 wollen wir die Differenzier-
barkeit der topologisch einfachen, bogenweise zusammenhingen-
den Untergruppenkeime zeigen. Dabei heilit ein Untergruppen-
keim fopologisch einfach, wenn er abgeschlossen ist und keine
abgeschlossene, nicht-trivialen Normalteiler besitzt. Ein Unter-
gruppenkeim heilt bogenweise zusammenhdingend, wenn er ein
durch den Nullpunkt gehendes Kurvenstiick enthilt, welches im
Nullpunkt differenzierbar ist (mit von o verschiedenem Tan-
gentialvektor).

11.1. Ein topologisch einfacher, bogenwetse susammenhéngen-
der Untergruppenkeim H des lokal-Banachschen differenzier-
baren Gruppenkeims K ist differenzierbar und in K differenzier-
bar eingebetter.

Beweis. K sei in kanonischen Koordinaten vorgelegt. Wir be-
trachten den linearen Raum Z(H) (I.5.2). Da / bogenweise
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zusammenhingend ist, enthilt /7 mindestens einen vom Nullvek-
tor verschiedenen Velktor. L (/) ist nach L.5.3 invariant unter den
inneren Automorphismen von /7, nach 5.1 der vorliegenden Ar-
beit eine Subalgebra der Lie-Algebra von K. Da die Koordinaten
kanonisch sind, gilt {iir eine geeignete Umgebung V der o in X,
daB3 IV ~ L(H) (der Untergruppenkeim, der nach 10.1 zur Sub-
algebra L (/) gehort) ein Normalteiler in /7 ist, der wegen der
Abgeschlossenheit von 4 (und damit nach L.5.2 von L (/7)) selbst
abgeschlossen ist. Wegen der topologischen Einfachheit von 77
mul} dieser Gruppenkeim mit dem Gruppenkeim /7 zusammen-
fallen. Nach dem Kriterium I. 5.4 ist // differenzierbar eingebettet
und ebensooft differenzierbar wie X, was zu beweisen war.

Es scheint ein tiefliegendes Problem zu sein, die Differenzier-
barkeit aller abgeschlossenen (bogenweise zusammenhéingenden)
Untergruppenkeime /7 zu beweisen. Bisher ist dies nur unter
speziellen Annahmen topologischer oder algebraischer Natur
tuber A gezeigt worden, und zwar fir

lokalkompakte Untergruppen (1.5.5),
das Zentrum von K (1.5.6),
topologisch einfache Untergruppen (11.1).

Immerhin folgt aus dem Beweis zu Satz 11.1 noch als Korollar:

11.2 Ein bogenweise zusammenhingender Uniergruppenkeim
I enthilt einen nicht nulldimensionalen differenzierbaren und
in K differenzierbar eingebetieten Novmalteiler, der (in kano-
nischen Koordinaten) durch V-~ L(H) gegeben ist.

§ 12. Die adjungierte Darstellung

Wir betrachten X wieder in kanonischen Koordinaten und
wollen A durch einen Gruppenkeim von linearen Transforma-
tionen im Tangentialraum 7 (o) stetig darstellen; die so gewonnene
Darstellung nennen wir wegen der Analogie zur entsprechenden
Bildung im Falle endlicher Gruppen (J13], § 52) die adjungierte
Darstellung.
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7Zu x & K gehért ein innerer Automorphismus e, von X'

al(@ =2z

den zugehérigen Koordinatenvektor bezeichnen wir mit 2. (z).

12.1. Es gilt
@, () = pe(0) &, () pi(y) = pilxy).

Dabei ist piy(x) eine stetige Abbildung von K in die Gruppe der
Banach-Algebra der beschrinkten linearen Transformationen
des Koordinatenrauwms B. Diese Abbildung ist ein Homomor-
phismus, dessen Kern das Zentrum von K ist.

Beweis. Da ein innerer Automorphismus eingliedrige Unter-
gruppen in ebensolche iiberfiihrt, ist @.(z) in kanonischen Ko-
ordinaten homogen von erster Ordnung in z, wegen der Differen-

zierbarkeit fiir 2 = o also sogar linear:
a(s) = pi) .
Es gilt
Pelay)et = a,, () = (xyzy a7 = (xa,(2) v = a,(a,(2))
= 2;(x) pA(3) &,

woraus — da dies fiir jedes 2* gilt — die zweite Behauptung folgt.
Die linearen Operatoren pi(x) liegen in der Gruppe der Banach-
Algebra B}, weil die Inversen existieren:

2;(x) pi(a™) = pi(e) = 6.

Die Stetiglkeit des Homomorphismus folgt aus der Stetigkeit der
Produktfunktion f. Dall der Kern gerade das Zentrum ist, ist
selbstverstindlich.

§ 13. Abgeschlossene Normalteiler und Ideale
der B-Lie-Algebra

Fir die in § 10 nachgewiesene eineindeutige Korrespondenz
zwischen den differenzierbaren Untergruppenkeimen von A und
den Subalgebren der B-Lie-Algebra soll jetzt gezeigt werden,
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daB Normalteiler und Ideale einander entsprechen. Dabei
setzen wir Ideale stets als topologisch abgeschlossen (d. h. als
Banachriume) voraus; wegen der Schiefsymmetrie konnen alle
Ideale als zweiseitig angenommen werden.

13.1. Notwendig und hinreichend dafiir, daft eine differenzier-
bare, differenzievbar eingebettete Untergruppe H von K ein Nor-
malteiler sei, ist: Die zu H gehorige Subalgebra der B-Lie-
Algebra von K st ein Ideal.

Beweis. Wir bemerken zuvor, dall fur den Tangentialvektor
der Kurve
ag(Hya™ g7 () = h(2)

(g(®) eingliedrige Untergruppe mit Richtungsvektor &) gilt

8 47 (0)

7 J Rk
= (@ &

Dies folgt direkt aus der zweiten, mit Hilfe des Kommutators
gegebenen Definition der Strukturbilinearform in §4. — Wir
setzen K wieder in kanonischen Koordinaten voraus.

Sei zunichst /7 ein Normalteiler, g(#) eine eingliedrige Unter-
gruppe von /7, a cin beliebiges Element von A. Dann sind nach
Voraussetzung eg(?) =1 und damit auch %(2) = ag(t)a™ g7(¢)
ganz in / gelegene Kurven. Da /4 in kanonischen Koordinaten
durch einen abgeschlossenen linearen Unterraum reprisentiert
wird, liegt auch der Tangentialvektor

S7E(0)
—

in diesem Raum, der zugleich der der Subalgebra zugrunde-
liegende Banach-Raum ist. Also:

. . oo
Gag (g=220)

liegt in der Subalgebra, wenn & aus dieser Subalgebra und a” be-
liebig gewahlt ist. Damit ist die Idealeigenschaft bewiesen.

Ist umgekehrt die zu A gehorige Subalgebra ein Ideal, so ent-
hilt sie mit & auch ¢,a’&* fiir beliebiges a. Also liegt auch der
folgende Vektor % in der Subalgebra:
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i O(aglo)alg —1(0)) 8 (ag(o) a~t)* + 6 (g2 (o))
n = di at T

_ 5(ag(0)ﬂ_§;
dt ’
Daher liegt (wegen der Linearitit der Subalgebra) auch der
Richtungsvektor ¢’ der eingliedrigen Untergruppe ag(#)a™
im Banachraum der Subalgebra; dieser Vektor ist nach dem so-
eben Gezeigten ja gleich & +#°. In kanonischen Koordinaten
gilt aber
(ag@®a )t =1¢- 0%

und da die Subalgebra und /7 selbst in kanonischen Koordinaten
durch den gleichen linearen Unterraum L (/) von B beschrieben
werden, folgt ag(f)a=* € H, wenn g(¢) & H, a & K. H ist also
Normalteiler.

13.2. Notwendig und hinreickend dafiir, daf die differensier-
bare, in K differenzierbar eingebettete Untergruppe H ein Nor-
malteiler aus dem Zentrum von K sei, ist, daf fiir jedes & aus der
su H gehdrigen Subalgebra gelte: ¢i,a’ & = o fiir alle &/  B.

Beweis. Dies ergibt sich durch geringfugige Modifikation des
Beweises zu 13.1: Im jetzt betrachteten Falle ist 4(¢) = o.
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