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Betrachtungen iiber Flichenabbildungen.
VI. Gerade Abbildungen mit Nebenbedingungen.

Von Frank Loébell in Miinchen.

Vorgelegt am 5. Dezember 1947.

Die folgenden Ausfihrungen bilden cine Erginzung zu ciner
fritheren Note,! in der gezeigt wurde, wic zu einer gegebenen
Fliche g (, v) alle Flichen 9 (%, v) bestimmt werden koénnen, die
ihr derart entsprechen, dal die Schiefe / des Flichenpaares
— 1 ciner gegebenen Funktion gleich wird; es soll ndmlich die
Aufgabe, zunichst fir den Fall des Verschwindens von /, so ge-
16st werden, daBl auBerdem noch gewisse Bedingungen erfiillt
werden.

1. Es wird sich zu dem Zweck als wertvoll erweisen, den gegen-
tber der Gruppe der Parametertransformationen der Fliche g
invarianten, distributiven Differentialoperator?

o PTG (OO INE
= Clu Ty (lu ou gu b?}) (1>
— hier bedeute ¢ den Einheitsvektor der positiven Normalen
von ¢t — heranzuziehen.

Der Grund, weshalb seine Verwendung hier naheliegt, ist das
Bestehen der Bezichung

J=—D2u. : (@)

Im Hinblick auf das folgende sei vor allem aus der groBelf
Menge der flichentheoretischen Anwendungen des Operators
eine kleine Auswahl gegeben:

! Sitz.-Ber. d. Bayer. Ak. d. Wiss., Math.-nat. Kl., 1947, S. 77-80.

2 Auf ihn wurde schon bei anderen Gelegenheiten aufmerksam gemacht;
vgl Jahresber. d. DMV 39 (1930), 2. Abt. S. 71, auch Sitz.-Ber. d. Bayer.
Ak. d. Wiss., Math.-nat. Abt., 1944, S. 132.

Ein dhnlicher Operator wird viel gebraucht von C.E, Weatherburn in
seinem Buch Differential Geometry, II, Cambridge 1930.

Daf3 die Funktionen, auf die der Operator angewandt werden soll, stetige
crste Ableitungen besitzen miissen, sei hier ein fiir alle Mal gesagt.

Minchen Ak, Sb. 1947 12+
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a) Fihrt man auf der Fliche 7 ein orthogonales Koordinaten-
netz p, ¢ ein und bezeichnet die Einheitsvektoren der Tangenten
der Koordinatenlinien mit t; und t,, so zwar, dal} t; X t, = ¢
0
asi
der Richtung t;, so laBt sich der Operator in der Form schreiben

wird, bedeutet ferner die Ableitung nach der Bogenlinge in

0 1%
D=ty —tig; (1"

das ergibt sich unmittelbar aus (1), wenn man lokale Koordinaten
einfithrt, fiir die die partiellen Ableitungen von g an der betrach-
teten Stelle zueinander senkrechte Einheitsvektoren werden.

Ist nun t irgendein die Fliache ¢ im Punkte (p, ¢) bertihrender
Einheitsvektor, so kann man mit Hilfe von ©® die Ableitung
jeder stetig differenzierbaren Ortsfunktion auf der Fliche g
nach der Bogenldnge s in der Richtung t folgendermalBen
7]
a5, da
aber t; in der Berlihrebene von g im Punkt (p, ¢) jede beliebige
Richtung haben kann und t, = ¢ X t; ist, so wird allgemein

ausdriicken: Nach (1) wird, weil t;t, = 0 ist, t, D =

d
aT«:Ct@:t*g’ (3)

wenn t* = ¢ X t gesetzt wird.

b) Ist t ein Feld von stetig differenzierbaren Einheitsvektoren
in z, so kann man die Feldlinien als eine Schar von Parameter-
.. . . ot ot
linien wihlen. Nach (1') wird nun ® t; =1, 7s —tigs - Wegen
1 2
t} = 1 verschwindet das zweite Glied. Das erste aber berechnen
wir nach der bekannten kinematischen Grundformel der Fliachen-
theorie

d

in der ® den Darboux-Cesaroschen Kriimmungsvektor einer
Flichenkurve mit dem Tangentenvektor t, q aber irgend einen
mit dem begleitenden Dreibein der Flichenkurve fest verbunde-
nen Vektor bedeutet; d kann in seine in die Beriithrebene fallende
Komponente g und in secine durch die geodidtische Kriim-
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mung g der Feldlinien auszudriickende Normalkomponente
g ¢ zerlegt werden:

=g+tgec : (4"

Hiernach wird

8t1

t oo =t 0ty =(01F g1 O thita=gct;t, =gy,

wo der Index 1 die auf die erste Schar der Parameterlinien be-
ziiglichen Groflen kennzeichnet. Allgemein gilt somit:?

Dt=g. (5)

2. Nach diesen Vorbereitungen stellen wir uns die Aufgabe,
eine der gegebenen Fliche ¢ ,,gerade’ entsprechende Fliche v
dadurch zu finden, dal wir an jeden Punkt ¢ (p, ¢) den Vektor
§ (p, ¢) anfiigen, der zum Punkt y (p, ¢) fithrt:

y =1+ (62)
Eswird dann, da D(z+3) = D1+ D3 und D= o ist, nach (2)
J=—"Dy (2"

Nun kann man j stets eindeutig in eine in die Bertihrebene
fallende Komponente » und in eine Normalkomponente A ¢ zer-
legen:

=19 -2 (6b)

Ganz allgemein gilt aber, wie leicht zu sehen, fiir eine skalare
Ortsfunktion f und eine vektorielle Ortsfunktion f

DUND=,2F+fDS <7>

Da © 2 cin ¢ an der betrachteten Stelle berithrender Vektor
ist, wird ¢ D% = 0; fernerist ¢ I, £, D¢ = L, ¢,— L, ¢, = O,

8 Der bekannte Ausdruck fiir die geodatische Kriimmung g = ctt’ (wo der
Strich die Ableitung nach dem Bogen bedeutet), der sich aus der auf g=1
angewandten Formel (4) unter Beriicksichtigung von (4) unmittelbar durch
skalare Multiplikation mit ¢ x t ergibt, ist mit ®t nahe verwandt, wie der

erste Term in der Zeile unter (4') zeigt, wenn man beriicksichtigt, daB t,
= X 1, Ist,
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weilaus 1, ¢ =0 ==, ¢ folgt: ¢, , ¢+ 1, ¢,=0=10,, ¢+ L, ¢,
Hiernach ergibt sich gemil (7)

D(h¢)=o, (8)
mithin aus (6b) und (2')
J=—9v. (2"

Um die anfangs gestellte Aufgabe zu 1dsen, haben wir also die
Differentialgleichung

Do=o0 9)

fir die unbekannte Vektorfunktion v (p,¢) in der Fliche ¢
aufzuldsen. Zu dem Zwecke setzen wir

v =t (10)

wobei t die gleiche Bedeutung wie in (5) habe. Dann wird nach

(7) und (9)
‘ VDt tDY=o,

also nach (5) und (3)

84 )
g‘P_gTi:O; 9")

hier bezeichnet é_i—* die Ableitung nach der Bogenlinge in der
Richtung ¢ X t = t*.

Bemerkenswert ist, da3 die Beziehung (9") ersichtlich bie-
gungsinvariant ist; es folgt daraus der Satz:

Wird von zwel einander ,,gerade entsprechenden
Flachen g und vy die eine verbogen und 1a0t man den
starr an ihre Berithrebene geheftet gedachten Ver-
bindungsvektor y—1 an der Verbiegung teilnehmen,
so bleiben die Flichen nach dieser Transformation
gerade aufeinander bezogen.

3. Weiterhin unterscheiden wir zwei Moglichkeiten:
Es sei entweder
I) das Feld der Einheitsvektoren t (p, ¢) in der Fliche 1

gegeben, also die skalare Ortsfunktion ¢ (p, ¢) auf ¢ ge-
sucht, oder
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I1) dic skalare Lingenfunktion ¢ (p, ¢) auf r gegeben
und die vektorielle Ortsfunktion t(p, ¢) in ¢ gesucht.

Ad I): Wenn t (p, g) gegeben ist, so ist nach (5) auch g (p, ¢)
als bekannt anzusehen. Danach ist ¢ durch Integration lings der
orthogonalen Trajektorien des Vektorfeldes t zu berechnen, die
zunichst zu bestimmen wiren. Am besten wird aber ¢ auf dem
folgenden Wege ermittelt:

Da t mit Hilfe des Winkels ¢ zwischen t; und t in der Form

t=t,cos + tysino (11)

ausgedriickt werden kann, so ist mit t auch ¢ gegeben und um-
gekehrt. Aus (3) in Verbindung mit (1) folgt nun

é:% = — (t, cos ¢ 4 t;sin @) (tzf_i_ tlgs—i)
=——sinfpz—i+c05@2%, ' (12)
also aus (o) fiir dic Funktion
=i (13)

die wir einfithren kénnen, wenn wir die triviale Losung ¢ = o
ausschliefen,

.Y oW )

—sing— 4 cos - =g 1

Pgs, TSP 5. =& (13"

Demnach kann die Funktion ¥ als Integral ciner linearen par-

tiellen Differentialgleichung 1.0. so bestimmt werden, dal} sie

lings ciner beliebigen, nicht zu den Vektoren t senkrechten

Kurve vorgeschriebene Werte annimmt. Die Flache
p=1+e t+arc (6¢)

wo A eine wiltkiirliche Funktion von p und ¢ sei, entspricht dann
der Fliche 7 in der gewiinschten Weise gerade.

Sind die Vektoren t die berithrenden Einheitsvektoren einer
Schar geoditischer Linien auf g, so ergibt sich als eine mogliche
Loésung W = const. Bedenkt man die bekannte Tatsache, daB3
die Tangenten dieser Geoditischen die Normalen einer Flichen-
schar sind, so crkennt man den Zusammenhang unseres Ergeb-
nisses mit dem allgemeineren Satz:
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Eine Strahlenkongruenz ist dann und nur dann ein
Normalensystem, wenn die Abbildung irgendeiner
ihrér Leitflichen auf die Kugel mittels der den Strah-
len parallelen Radien gerade ist. .

In der Tat ist das iibliche Kriterium dafiir, daB3 die Kon-
gruenz t (u, v) + we (#, v), wo ¢ =1 ist, Orthogonalflichen
besitzt — ndmlich ¢, r, = ¢, t, —, gleichbedeutend mit

De=o. (14)

Ubrigens leistet manchmal eine Bedingungsgleichung bessere
Dienste, die man mit Hilfe des fiir die Einheitskugel ¢ gebildeten
Operators

)

/=_1__.(e KA i)

Cey ey vy U gy

erhalt:

Dr=o0; (14"

sie ist deshalb vorzuziehen, weil sie wegen ©’ ¢ = o gleicher-
malen fiir jede Leitfliche t 4 w ¢ der Kongruenz gilt.

Ad II): Nun seien die Lingen ¢ (p, ¢) der Vektoren v ge-
geben, dagegen'deren Richtungen gesucht. Dann ist das Vek-
torfeld v dadurch bestimmt, dall nach (9’) an jeder Stelle die
geoditische Kriimmung g der Feldlinien bekannt ist. Im ein-
zelnen kann diese Bestimmung so vorgenommen werden:

Durch die gesuchte Winkelfunktion ¢ (p, ¢) driickt sich g
nach einer Formel der Flichentheorie? folgendermalen aus:

. d
g=2g1c05 9 + gysing + 57, (13)

wo g; und g, als die geoditischen Kritmmungen der Parameter-
linien bekannte Ortsfunktionen auf der Fliche sind. Da man

gemidB (3) und (1’) wegen t* t; = — sin @ und t*t, = cos ¢
do 0o . 0o ;
E~coscpa—sl»i—smcp‘a—s2 (12)

setzen kann, so geht aus (9’) bei Beriicksichtigung von (13)
folgende partielle Differentialgleichung 1.0. fiir ¢ hervor:

4 Sie wurde von J. Liouvillein der I1. Note seiner Ausgabe von . Monges
Application de Panalyse 4 la géométrie, ;M éd. (Paris 1850), p. 575, ange-
geben.
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v oY
( +g )coscp-f—(ax + g+ 57 )sm<p—o (16)

Die Aufgabe umfaBt als Sonderfall die der Ermittlung der
geoditischen Linien auf z, wenn nidmlich etwa ¥ = const vor-
geschrieben wird. In diesem Falle wiirde aber die Gleichung dieser
Linien mehr interessieren als der Wert der Funktion ¢ (p, ¢);
d. h. man wiirde sich mit der Integration des Systems der ge-
wohnlichen Differentialgleichungen der Charakteristiken von
(16) in einem kartesischen p- ¢- ¢-Bildraum begniigen. Um die-
ses aufzustellen, fithren wir in (16) die wohlbekannten Aus-
driicke fiir g, und g, ein, die wir fiir unseren Zweck rasch fol-
gendermalen herleiten: Wir setzen

I, =01ty T, = 02ty (17a,b)

(so daB vy = t;1,, o} = g ist); dann wird wegen ¢ g, £, =
=u9;0, sFound t; ¢, = t, I, = onach (3) und (1) (wenn dort
2z und v durch p und ¢ ersetzt wird)

o 0

X a2

1 1
- - ) - - a
08, v, @ asy,  w,0¢°

(18a, b)

alsonach'(5) bei Beachtung der Tatsache, daB3 t? = 1 und t; t,=o0

ot ot .
das Verschwinden von t, b—l und von t, > * + ts 5 —‘ nach sich
zieht,
o wpiGew) e, _ —1 0mp
gl_Dtl_t"’l— 5 05, 20, %P0 250, Bg°
d. h.
_ —13dv __ 0lnv,
1= 5587 —  os, 0 (192)
und analog
1 doy,  Olnw,
$2= 00 op — os er)

Auf Grund von (18a, b) geht nun (16) {iber in .
N2 v . ’
(%T——I—gl——-v;’)cosgo —{—(Z;’ -{—g,_,—{—;lp-)smcp = 0; (16"
danach und nach (13) und (19a, b) giit fiir die Charakteristiken
dp:dg:do= (20)

ol . ol
";(—Z‘—q))— vy SIn @ _'{za(;z!b)) .

=7/2coscp:vlsing9:(vlcoscp
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Die Gesamtheit der Kurven, aus denen die Schar der Feld-
linien des gesuchten Vektorfeldes auszuwihlen ist, im speziellen
Fall also dic geoditischen Linien, kann man demnach als die
Menge derjenigen Kurven auf der Fliche ¢ erhalten, die den
Projektionen der Charakteristiken in die p-¢g-Ebene des Bild-
raumes in der Richtung der ¢-Achse entsprechen.

Dal3 aber diese Kurven wirklich, wie gewtinscht, die Linien
g = const unter dem Richtungswinkel ¢ schneiden, geht daraus
hervor, daB sich fiir sie als Tangentenvektor &t nach (20),
mit cinem Proportionalititsfaktor ¢ == o, r,dp + r,dg = p
(t, 72 cos ¢ + vy sin @) ergibt, woraus nach (17a, b) folgt:

dr = pvyvy(t; cos @ + tysing).

Die vorstchenden Betrachtungen lassen sich ohne Schwierig-
keit auf den allgemeineren Fall ausdehnen, in dem die Schiefen-
funktion / in ihrer Abhingigkeit vom Ort auf der Fliche g
belicbig vorgeschrieben wird. s éndert sich dann nur der Cha-
rakter der Differentialgleichungen (13") und (16), und zwar der
der ersten wesentlicher als der der zweiten, durch Hinzutreten
eines Zusatzgliedes.



