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Normalität bei f-ordinären Bogen 

Von Hermann Künneth in Erlangen 

1. Bei der Untersuchung der globalen und lokalen Struktur 

von Bogen und Kurven mittels eines Systems ? von Ordnungs- 

charakteristiken (OCh) wird häufig die Normalität der Bogen 

und Kurven bezüglich des Systems f verlangt (z. B. beim Kon- 

traktions- oder beim (n + i)-Scheitelsatz [i, S. 47 u. 179]). Hier 

soll eine für diese Normalität hinreichende Bedingung gegeben 

werden, welche bei vielen einschlägigen Betrachtungen als erfüllt 

angenommen wird. Daß diese Bedingung im allgemeinen nicht 

trivial ist, wurde an anderer Stelle gezeigt [2]. 

Vorgegeben ist als Grundgebiet G die projektive Ebene oder 

das topologische Bild einer Kreisscheibe, das von einer Jordan- 

kurve J begrenzt ist. Die OCh sind einfache (geschlossene) Kur- 

ven oder Bogen in G\ die beiden Endpunkte eines Bogens liegen 

auf J. Jedem System Î von OCh ist eine Grundzahl k = k(l) 

zugeordnet {k > 1). 

2. Für die OCh sollen folgende Axiome gelten: 

Axiom 1. Jede OCh K ist durch k ihrer Punkte xlt ar2, . . ., xk 

eindeutig bestimmt und kann mit K(x1, x2, . . ., xt) bezeichnet 

werden. 

Axiom 2. Ist K G f und sind xlt x2, . . -,xk verschiedene 

Punkte in K, so gibt es Umgebungen U(x:2) von xx in G, 

X = 1,2, ...,/£, mit U{x^) r\ £/(#„) = 0 für A=p7< derart, daß 

für beliebige x\ G U(xj) eine OCh K' = K(x\, x'z, . . ., x'k) exi- 

stiert. Entspricht einer Orientierung von K die Reihenfolge 
xi < x2 < . . . < xk, so gibt es eine Orientierung von K', so daß 
in K' aufeinander folgen x'x < ^r2 < . . . < x'k. Dabei bedeutet 

xi < Xj, daß xi vor Xj auf K liegt. 

3. Normalität. Es sei nun B eine einfache Kurve oder ein 

einfacher Bogen in G und K G f. Enthält K r\ B nur Schnitt- 

punkte, so sagt man B und K liegen im engeren bzw. weiteren 

Sinn zu einander normal, wenn Folgendes der Fall ist: Die 
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Schnittpunkte seien xlt x2, ■ ■ ., xr (r > k) und bei einer Orien- 

tierung von B sei xx < x2 < , . . < xr auf B. Dann gibt es eine 

Orientierung von K derart, daß die Schnittpunkte in dieser 

Reihenfolge bzw. bei Normalität im weiteren Sinn bei einer 

zyklischen Vertauschung auch auf K direkt aufeinander folgen. 

In letzterem Fall ist xv + j < xv + 2 < . . . <xv + r auf K mit i < v < 

< r— l, xr + i = Xi \l, S. 185]. Ist K eine Kurve, so folgt die 

Normalität im engeren Sinn aus der im weiteren Sinn [i, S. 39]. 

Für r < 3 liegt immer Normalität im engeren oder weiteren Sinn 

vor. Ist B zu allen K £ f normal, so heißt B normal zu f (im 

engeren oder weiteren Sinn). 

4. Ordinarität. Ein Bogen oder eine Kurve B wird als 

f-ordinär bezeichnet, wenn es durch beliebige f (verschiedene) 

Punkte von B immer eine OCh 7f £ f gibt [2, S. 409]. Wir for- 

dern hier noch etwas mehr. 

Axiom 3. Verschärfte Ordinarität. Es sei B ein Bogen 

(Kurve) in G und xx „, *2„, . . .,xin G B,n = 1,2, . . 4=^-,, 

für i =t=y. Ferner sei lim x{ „ — x{, wobei die x{(i = 1,2, . . ., k) 
>; —> 00 

alle bis auf höchstens ein Punktepaar verschieden sein sollen. 

Dann ist 

Kn = K(xj , x2 „, . . ., xk ) G f und lim K„ = K° G (. 
n~+00 

Stetige Änderung der OCh wie in [1, Axiom II (2), S. 9] wird 

hier nicht verlangt. Ist B E-ordinär, dann ist das Axiom 3 immer 

erfüllt für den Fall, daß alle x{ (i = 1,2, . . ., k) verschieden sind. 

Abkürzend bezeichnen wir einen von den Punkten p und q 

begrenzten Teilbogen von B mit B(p\q) und setzen 

— — P\q)- 

5. Satz. Vor. 1) Es gelten die Axiome 1 und 2 für die OCh. - 

2) Es sei B ein t-ordinärer orientierter Bogen (Kurve) in G, der 

Axiom 3 erfüllt. 

Beh. Es ist B zu i normal in engerem oder weiterem Sinn. 

Zusatz. Wenn K eine Kurve ist oder wenn G topologisches 

Bild einer Kreisscheibe und 4 = 0 (mod 2), k > 4 ist, folgt aus 

den Voraussetzungen die Normalität im engeren Sinn von B. 
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Beweis des Satzes (indirekt). Wir nehmen an, es gäbe ein 

K E f, so daß K r\ B nur Schnittpunkte enthält und K nicht 

normal im engeren oder weiteren Sinn zu B ist. Da bei höchstens 

drei Schnittpunkten immer Normalität im weiteren Sinn vorliegt, 

können wir ferner annehmen, B r\K enthalte r Schnittpunkte 

mit r > k, r > 4 in der Reihenfolge < x2 < . . . < xr auf B. 

Wenn K nicht normal zu B in engerem oder weiterem Sinn ist, 

gibt es zwei Schnittpunkte x{ und x; + 1(i —1) mit 

B(xi I xi + 1) r\ K 0 und einen Teilbogen K (x{ \xi+1) mit 

K(x{ I xi + 1) r\B -1=0. Ist [K — K(xt | xi + 1)) r\ B — 0, so ent- 

hält der abgeschlossene Bogen K(xi \xi+1) — T alle Punkte 

Xj(J — 1,2, . . ., r). Gäbe es für jedes weitere in B direkt auf- 

einanderfolgende Schnittpunktpaar xy, xJ + 1(l <j < r— 1,_/=f= 0 

einen Bogen K(xy \ xy+1) mit K(x-1 xJ + 1) r\ B = 0, so wäre T 

und damit auch K zu B normal im weiteren Sinn. Es sei also 

K(Xj \ Xj + r\ B 4= 0. Da K(xj \ Xj + x) echter Teilbogen von 

T, gibt es einen Schnittpunkt xß ^ K(xj | ar- + 1), also 

x^E^K — K(xj I xy + 1)) o 

Wir können daher annehmen K(xi \xi + 1) B =)= 0 und 

{K — K(x{\ xi+1)) —■ 1). Es gibt also ein 
xe G -?■(*,• I xi + 1) und.r0 E (TT — K(x{ \ xi + 1)) r>^(i < 0, er < r). 
Bei entsprechender Orientierung von K ist dann x < a:,- < xa < 

<ar,-+i auf K (wobei x{ und xi+1 auch vertauscht sein können). 

Wir halten nun xg, xa, xi + 1 und weitere k — 4 Punkte y1: y2, ■ ■ ■, 

yk_i aus K r\ B fest und lassen x{ auf B stetig gegen x{ +1 gehen. 
Der bewegliche Punkt werde mit x\ bezeichnet. Da B f-ordinär 

ist, existieren die OCh K' = K(xQ, xa, x\ xi+1, y1,y2, ■ ■ ■, yk-4) 

und nach Axiom 3 ist lim K' = K° E Î. Nach Axiom 2 ist 
i-*i -f 1 

xg <.X; <xa <Lx{ + 1 auf K' bei entsprechender Orientierung von 

K und xg <- xi+l < xa <x- + 1 auf K°. Es hätte also K° einen 

Doppelpunkt, was der Eigenschaft einer OCh einfacher Bogen 

(einfache Kurve) zu sein widerspricht. 

5.1. Beweis des Zusatzes. Ist K Kurve, so folgt die engere 

Normalität aus der weiteren. Ist K normal im weiteren Sinn zu 

B und folgen auf K die Punkte in der Reihenfolge a <Lxi + 1 < 

<xi + 2< • • • <x{ + r <e, wobei a und e Anfangs- und Endpunkt 
von K seien (1 < i < r — 1, xr + v = xr), so hält man wieder 
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xi + 1 und weitere k — 2 Punkte Xj(\ </ < r, + 1) fest 

und läßt X{ auf B stetig gegen xi + 1 gehen. Man erhält im Limes 

wieder eine OCh K°. Da K° keinen Doppelpunkt haben kann, 

müßte K(a | x{ + x) U K{x{ \ e) zu einem zusammenhängenden Bo- 

gen werden, der in K° verschwindet. Es wäre K° eine Kurve. Bei 

geradem k kann aber, wenn G topologisches Bild einer Kreis- 

scheibe ist, eine OCh keine Kurve sein [t, S. 21], 

5.2. Ist B eine Kurve, die im weiteren Sinn normal zu K £ ? 

ist, so läßt sich durch zyklische Permutation der Numerierung 

der Schnittpunkte immer die Normalität im engeren Sinn von 

K zu B erreichen und umgekehrt [i, S. 39], woraus nach 5.1. 

folgt, daß bei geradem k > 4 keine Kurve B das Axiom 3 erfül- 

len kann, wenn das Grundgebiet topologisches Bild einer Kreis- 

scheibe ist. 
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