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Gesamtdefekt und Kriitmmungsmittelwerte
bei meromorphen Funktionen

Von Fritz Gackstatter in Wirzburg
Mit 2 Abbildungen

Einleitung

In dieser Arbeit beschiftigen wir uns mit in der punktierten
Ebene oder im Einheitskreis meromorphen Funktionen. Die
charakteristischen Gréfen der Nevanlinnaschen Theorie —

T(?’, f)! ]\7(7’, a‘): m (7, a), 6(4) usw. —

seien als bekannt vorausgesetzt. Wie im Summar angekiindigt,

werden folgende drei Fragenkreise behandelt:

1. Welche Rolle spielt die log. Ableitung % in der Theorie der
meromorphen Funktionen ? Die dabei erhaltenen Ergebnisse
beniitzen wir wesentlich in den beiden dann folgenden, mehr
geometrischen Untersuchungen.

2. Zuerst arbeiten wir mit den Betragflichen (x, v, | f(x 4 2v) |)
und zeigen, dafB} die GauBsche Krimmung X dieser Flichen
und die Werteverteilung der zugehérigen Funktionen in Zu-
sammenhang stehen,

3. Das gleiche gilt auch fiir die ebene Kriimmung £ der in der w-
Ebene liegenden Kurven f(r¢'®) (¢ Kurvenparameter).

Diese drei Fragenkreise werden in den drei Teilen dieser Arbeit
behandelt.
Fiir die Anregung zu dieser Arbeit und fir deren Férderung

danke ich meinem verehrten Lehrer, Herrn Prof. Dr. Hermann
Schmidt.

1. Uber die log. Ableitung einer meromorphen Funktion?

Es sei zuerst an die beiden Hauptsitze der Theorie der mero-
morphen Funktionen von Rolf Nevanlinna erinnert:

! Man beachte in diesem Zusammenhang insbesondere die Arbeit von
Egon Ullrich: Uber die Ableitung einer meromorphen Funktion, [17].

Miinchen Ak. Sb. 1970



8o Fritz Gackstatter
Erster Hauptsatz von R. Nevanlinna

Fiir jede Stellensorte a gentigen Anzahlfunktion N (7, @) und
Schmiegefunktion (7, a) der Gleichung

(1) N(r,a) + m(r,a) = T(, f) + O@).

Zweiter Hauptsatz von R. Nevanlinna

Die VerzweigungsgréBen der Wertverteilungslehre genligen
der Ungleichung

(2) Nl(r)—{—lm( f)+kz:1 ( )+nz(r f)}<

L2770 ) + SOt

Dabei sind die @, ¢ untereinander verschiedene, aber sonst be-

liebige Stellensorten == o, co. Fir S(7, f) gilt:

a) imFalle R =co: S(r, f) = O{lg(r T(», f))} fiir » — co fiir alle
r-Werte, wenn f(z) von endlicher Ordnung ist, andernfalls fiir
alle »-Werte auBerhalb einer Menge von endlichem linearen
MaB;

b) im Falle R = 1: S(r, /) = O ;1g+T(71f)

— 1 auBerhalb einer Menge Z derart, daB

1.1 Eine Gleichung

Untersucht man die beiden Weierstraf3schen Funktionen o

und = %: im Sinne der Wertverteilungslehre, so wird man ver-
anlaflt, die Gréfe = (r, ?]:,) niher zu betrachten und man erhilt
(Verf. [3])

Satz 1

Die charakteristischen GroéBen der Wertverteilungslehre ge-
nligen der Gleichung

1 Wir haben diese Schreibweise in Hinblick auf Satz 1 so gewahlt.
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(3)
N+ lm(r%) + m (r, fi) +m(r, f) | =27, f) + Str, Pt
Beweis von Satz 1

Wir gehen aus von der Charakteristik der log. Ableitung und
wenden den 1. Hauptsatz an?:

(4)
V) mlf) s 0w =8 f) )
Wir stellen uns jetzt die Aufgabe, die links und rechts stehenden

GroBen moglichst durch auf f(2) bezogene GréBen auszudriicken.
Von rechts nach links:

fl

a) m (r, —f—) = S(7, f) nach dem Satz von Nevanlinna

D[ 7) = Fe )+ (7).

Beweis: {;— hat einfache Pole dort, wo f selbst Nullstellen oder
Pole hat.

OV () = [ 7e) = 2 7).
Beweis: V (r, Tj:) zdhlt die Nullstellen von f’ iberall, wo f == o.
Ist f=o0,so wird von N( 7, ;) nichts gezdhlt. Darum tritt
rechts das Korrekturglied — &V, ( 71,—) auf.
Eingesetzt in (4) ergibt bei Beachtung von NV, ( ) ( %)
=N (r, —}7) eine noch 6fter zu beniitzende Gleichung fir » ( 7, 7];) ”
) N{nw)+mn L) =8+ Fen + 560,
Addieren wir noch links und rechts V, (», f) -+ m (r, %) + m(r, ),

so erhalten wir die gewlinschte Gleichung (3), die dhnlich gebaut
ist wie der 2. Hauptsatz.

L Far S (7, f) gelten hier und im folgenden immer die eben (beim 2. Haupt-
satz) kennengelernten Abschitzungen.

2 E. Ulrich ist in [17] in dhnlicher Weise von der Charakteristik der Ab-
leitung ausgegangen und hat so seine Hauptungleichung hergeleitet.

6 Minchen Ak. Sb, 1970



82 Fritz Gackstatter

Die Gleichung und die Riemannsche Formel

Zum Unterschied zu der Ungleichung des 2. Hauptsatzes kann
unsere Gleichung (3) als genaue Verallgemeinerung der Rie-
mannschen Formel fiir rationale Funktionen angesehen werden:

(3% Sk—1)=2P—2.

Hier bedeutet £ die Polzahl der rationalen Funktion f(z), oder,
was dasselbe ist, dic gesamte Blitterzahl der von ihr iiber der
ww-Ebene erzeugten Riemannschen Fliche, wihrend £ fiir jeden
Verzweigungspunkt die Zahl der dort zusammenhingenden Blit-
ter ist. Im einzelnen wird jetzt

a) NV, (r) = %’(f’c’—~ 1 -1g7r + 0@,

b) {m (r, fi) -+ m (r, 7{-) - m(r,f)} = (by -+ 1) 1lgr 4+ O(1),
)T f)=r-lgr+ 0Q),

&) S, f) = m (r, %) 4+ 00) = 0(),

woraus (3*) folgt. Durch eine an Ullrich [17, Formel (10)] an-
schlieBende Sonderbetrachtung hat Wittich [20, S. 3] den ent-
sprechenden Ubergang vollzogen.

1.2 Die Gleichung und das Gesamtdefektproblem

Satz 1 erlaubt, zum Gesamtdefektproblem? Stellung zu neh-
men. R. Nevanlinna hat anhand der Funktion

2(2) = f ot dt
0
auf einen gewissen Mangel in den Defektrelationen aufmerksam
gemacht: die Verzweigungen der zu g(z) gehoérigen Riemann-
schen Fliche sind im Endlichen und Unendlichen gleich stark,
trotzdem sind die Defektrelationen nicht imstande, den Ver-
zweigungscharakter im Endlichen zum Ausdruck zu bringen.
Man hitte darum neben der Defektsumme

1 Niheres hierzu siehe R. Nevanlinna [11, S.272], E. Ullrich [17]
H. Wittich [20, S. 28],
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m (7, ak)
Z 6(“12) s Z lim T( )

gerne eine Gesamtschmiegung und einen Gesamtdefekt, dhnlich
wie man bei der algebraischen Verzweigtheit neben der Index-

summe
Ny (7, ar)
Z 0(“.& ﬂ 71*(7’ f)

eine Gesamtverzweigtheit
M@ =N () + M0 1)
und einen Gesamtindex

T Ny (7)
¢=lm+c 5

hat. Gleichung (3) veranlaBt, folgende Grofen als eine Gesamt-
schmiegung und Gesamtdefekte in Betracht zu zichen:

Definition 1
Gesamtschmiegung m(7) : = Im (r, %) + m (r, Tf,) + m(r, f) },

Gesamtdefekt 6 1 — 1_1_? ;(l(rj,

Gesamtdefekt im endlichen Teil der Riemannschen Fliche

5 . {m( )—i—m( /{’)}
0pi=dim h

Die letzte GroBe entspricht dem Gesamtindex im endlichen Teil
der Riemannschen Fliche

Nirk)
. = lim ¢ j,) '

1.3 Drei Griinde fiir unseren Definitionsvorschlag

1.3.1 Erster Grund ist die in dieser Hinsicht kritische Funk-
tion g(z). Fur sie gilt 5 = 0(c0) = 1, es kommt also zum Aus-
druck, daB sie im Endlichen und Unendlichen gleich stark ver-
zweigt ist.

6*
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Beweis

Da g(z) eine ganze Funktion ist, gilt 6(c0) = 1. Weiter ist wegen

270, g)—m(r, )—N (r,2) — N7, £) + 50, 2
T'(r,g)

Gleichung (3) 3‘ = lim

Mit V (r, ?) = 0, Ni(r,g) =0, m(r,g) = T(r,g) und S(r, g)

= 0 {7(r,£)} (da g von unendlicher Ordnung ist, miissen wir
eventuell eine 7-Menge von endlichem linearen Mal3 aus unseren
Betrachtungen ausschlieBen?) folgt 6, = 1, wie gewlinscht.

1.3.2 Eine GroBe, die das Anschmiegen an alle Zielwerte? einer
Funktion f messen soll, darf sich bei einer linearen Transforma-
tion von f nicht stark dndern. Darum spricht folgender Satz fiir
unsere Definition:

Satz 2

af + 6
cf +d
Transformation von f my(r) und m () die zugehdrigen Ge-

samtschmiegungen, 8(f) und 8(Lf) die zugehérigen Gesamt-
defekte. Dann gilt

f sei eine meromorphe Funktion, Lf = eine lineare

my(r) = m(r) + S, f)-
Weiter gilt fiir alle Funktionen mit der Eigenschaft lim S0, /)

r+R T(?‘,f)
S(LE) = d(f).

=()3

Beweis von Satz 2

Wir schreiben Gleichung (3) fur f und fiir Lf an:
Nyy@) +mp() =2 T(r, f) + SO flund Ny, () +mp, (r) =
=27 (r, L)+ S, Lf). Aus Ny, ,,() = N, ,(r) (die algebra-
ische Gesamtverzweigtheit dndert sich bei einer linearen Transfor-
mation nicht!) und 7'(», Lf) = T(r,f) + O(1) folgt dann die
erste Behauptung des Satzes, da auBerdem S(r, Lf) und S(7, f)

1 Siehe dazu auch die FuBnote 2 in der Arbeit von Ullrich [17].

2 Man beachte beim Gebrauch der Begriffe Zielweg und Zielwert Wittich
[20, S. 35/36].

3 Siehe dazu W. K. Hayman [6, S. 41].
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von der gleichen GréBenordnung sind. Die zweite Behauptung
ist evident.

1.3.3 Ein weiteres Argument ist

Satz 3

Zwischen der Gesamtschmiegung einer meromorphen Funk-
Pl

T/ besteht die Relation

tion fund der sphirischen Verzerrung -

® |mfg) o] =2 fo gt
)

Denn aus Satz 3 folgt, daB3 die Gesamtschmiegung grof3 wird,
wenn bei der Abbildung w = f(z) das Flidchenelement {iber der
w-Kugel klein wird, was der Fall ist, wenn sich die Funktion f
Zielwerten anschmiegt.

Beweis von Satz 3

27

2n 2n
RS W/t RN L
Mol a9 = flg(1+lf|2)d19+ B[lglf,ldﬁ_

— 2_j1g1/1 + /0 + N f)— N [r ) + O ).

Dabei wurde der 2. Summand nach der Formel von Jensen um-
geformt. Jetzt berlicksichtigen wir:

a) .- flg Vi |f]? d9 ist gleich der Ahlfors-Shimizu-
[1]

Schmiegefunktion (7, f), die gleich ist m (7, ) + O (1);
LYN( f) =N ) + N 1
c)JV( ,f,) :N( ,f)—l—]V(r H— m( ,{) 4 S(r, f) nach un-
serer Gleichung (3) fur (7’f’ )
Damit erhalten wir

2n
= [1e 2 09 —2mr, )+ NG )=V (3] +
0
4 m (r, fi) + S0, ).
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Nach dem 1. Hauptsatz gilt m(», f) + N(, f) —N(r, %) =
= m (r, fL) -+ O(1) und wir erhalten das gewlinschte Ergebnis,
Gleichung (6).

Bemerkung

Damit beschlieBen wir den 1. Teil. Die beiden Gleichungen (3)
und (6) in Satz 1 und Satz 3 werden wir aber sofort wieder be-
nétigen.

2. Uber die GauB’sche Kriitmmung K der Betragflichen?)

2.1 Vermutung

Betrachtet man die Betragfliche der Riemannschen {-Funk-
tion (a, ¢, | { (o + 2£) )3,

SHEH d
I

051 2 3 ¢+ 5 6 7

Relief der Riemannschen Zetafunktion

! Verf. hat inzwischen auch ihnliche Untersuchungen fiir Realteilflichen
angestellt.

2 Aus Jahnke-Emde-Losch [7, S.37] mit freundlicher Genehmigung
der Teubner Verlagsgesellschaft.
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so sicht man: in der rechten Halbebene, wo {(s) den Zielwert 1
hat, nihert sich die Fliche immer mehr der Ebene 4 = 1 an, die
Kriimmung strebt gegen Null. In Formeln: Die Nevanlinna-

sche SchmiegegroBe i (r, F _1_ 1) wird gro83, der Betrag der GauB-

schen Kriimmung |X| wird klein.

Allgemein: Strebt eine Funktion in einem Bereich, z. B. einer
Zunge, der z-Ebene gegen einen endlichen Zielwert 2, so wird die
Betragfliche tiber diesem Bereich fast wie die Ebene % = |a| aus-
sehen, und zwar wird die Fliche um so ebener ausfallen, je mehr
sich die Funktion dem endlichen Zielwert anschmiegt. Um so
ebener, daB heiBt um so weniger gekriimmt! Es liegt also die
Vermutung nahe, daB ein Zusammenhang besteht zwischen der

Summe >’ m ( V7= ) und der G auBschen Krimmung & der zu f

gehorigen Betragfliche derart, dafl die Summe nur dann sehr
gro werden kann, wenn |K| liber gewissen Bereichen der z-
Ebene sehr klein wird.

2.2 Die Kriimmungsungleichung fiir Betragflichen

Einen fir funktionentheoretische Untersuchungen geeigneten
Ausdruck fiir das GauBsche Krimmungsmal3 X einer Betrag-
fliche verdankt man Jacobus Zaat [21], einem Schiiler von
Egon Ullrich (vgl. [19, § 2]):

R Y Sler
(7) K(z) = RENYISIEE R @

Von dieser Formel gehen wir aus. Es wird sich als natiirlich er-
weisen, das Kleinwerden und GroBwerden der Kriimmung durch
folgende Mittelwerte zu messen:

Definition 2

m (r,rl%l) = %jlg"‘mdﬁz,

1 Siche FuBnote 2 auf S, 84.

? Um unnétige Fallunterscheidungen zu sparen, geben wir dem Integral
den Wert oo, falls f = de** (¢, d # 0), bz 4 ¢ (6 + 0), @ und damit A =0
(vgl. [19, § 3)) oder falls die Ziige A~ = 0 so liegen, daB3 das Integral fiir ge-
wisse 7-Werte nicht konvergiert,
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2n

m(r, |K|): = ﬁf Ig+ |K ()| 49.
]

m(r, |K|) ist eine GroBe, die starke GauBsche Kriimmung (ellip-

77) #able die
kleine Kriimmung auf |z| = 7, d. h. sie ist ein MaB fiir den ,,para-
bolischen Charakter‘‘ der Betragfliche.

Das Resultat unserer Untersuchungen ist

tisch oder hyperbolisch) auf |z| = » zihlt, m (r

Satz 4 (Kriimmungsungleichung fiir Betragflichen)

Jsei eine meromorphe Funktion, X die G auBsche Kriimmung
der zugehorigen Betragfliche, m (r, |17|) und (7, | K |) die zuge-
hérigen Kriimmungsmittelwerte. Die Nevanlinnaschen Schmie-
gegroflen gentigen dann der Ungleichung

4t
&) m( |K|)+’§m(,m)+2m(”f blz—tk)+

@i dp + 0 5+ 0

+ 2 Z::'m (7’7——17:2) A+ m(r, )} < m (r,%]{l) + S{r, HL

Bemerkungen zur Kriimmungsungleichung

Satz 4 bestitigt unsere Vermutung. Denn: Wenn die Summe
2 m (r,f )groB wird, muf3 auch ( ’T;?—I
d. h. | K| muB iiber gewissen Bereichen der z-Ebene klein werden.

Aber auch das Auftreten der beiden anderen Summen in (8),
durch die (7', ﬁ
mentargeometrischen Grund. Nach einem Satz von E. Ullrich
[19] sind die einzigen meromorphen Funktionen, deren Betrag-
fliche tiberall verschwindende GaufBsche Kriimmung zeigt:
a) de**(a, d == 0), die Betragflichen sind Zylinder;
b) éz + ¢(b == 0), die Betragflichen sind Kegel;
¢) a, die Betragflichen sind Ebenen.

) groB3 werden,

) nach unten abgeschitzt wird, hat seinen ele-

Verhilt sich nun eine beliebige meromorphe Funktion tiber einem
Bereich, z. B. einer Zunge, der z-Ebene so dhnlich wie

1 Zu den Fallen de*=, bz + ¢, a: falls wir den entsprechenden Schmiege-
groBen den Wert co geben, so bleibt (8) auch in diesen Extremfillen giiltig.
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a) d, e (a;, d, = 0),d. h. fe= % —d, —o0;

b) b,z + ¢,(6,+0),d. h. f—b,2— ¢, — 0;

c)ayd h f—a,—o,

so werden einerseits die drei Summen in (8) grof3, andererseits
aber auch m (r, I—}(—I) , da die Betragfliche tiber den entsprechen-
den Bereichen dhnlich ist

a) Zylindern;

b) Kegeln;

c) Ebenen.

Auch das Auftreten des Faktors 2 hat seinen guten Grund. Die
GauBsche Kriimmung X einer Fliche kann bekanntlich ge-

schrieben werden als—%, wenn R; und R, die Hauptkrim-
mungsradien sind. Bei den Ebenen sind hier beide Faktoren Null,

bei den (eigentlichen) Kegeln und Zylindern nur einer.

2.3 Beweis von Satz 4

2.3.1 Beweisidee und erste Schritte

Ausgangspunkt ist, wie gesagt, die Formel von Zaat

[/ ‘ /o }
(7) K(Z> 1 + |fl m ffll 1.
Wir stehen also vor diesem Ausdruck und wollen ithn mit Nevan-
linnaschen GréBen der Wertverteilungslehre in Zusammenhang

L/
14| f1]R°
Dieser steht nach Satz 3, Gleichung (6) in Relation mit der Ge-
samtschmiegung der Ableitung f':

(6)
Py lgl_l‘;,l,,fI a’z?—~=m( ,f,)—}—m(r,f,,)-}—m(rf)}+5(r,f)
0

bringen. Da sehen wir rechts den Verzerrungsfaktor

Der Zusammenhang ist gefunden, das weitere Vorgehen ist fest-
gelegt!
Aus (7) folgt

(PP
K77

[2=rr ‘
7r
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27
Darauf wenden wir den Operator %r ‘[ lg @ (r¢'*) & an und erhal-
0

ten unter gleichzeitiger Berlicksichtigung von (6")
2 (o Ko £ i o
(9) 2n.!1g | K (re’”) |49 + 2!772 (r,f,) + m (r,f,,)—{— m(7,f); -+

49+ S, f) <o.

35 [ e e
0

Eventuelles Verschwinden von X macht keine Schwierigkeiten,
notfalls steht links — co. Diese Ungleichung verkniipft bereits
GroBen der Wertverteilungslehre mit einer GréBBe der Differen-
tialgeometrie im GroB3en.

Wir betrachten jetzt die in (9) auftretende GroBe

2
EIEJ‘lg | K (re'?) | 4
0

etwas genauer. Da wir uns insbesondere fiir das Kleinwerden von
| K | interessieren, bietet sich — wie bei der Einftihrung der Schmie-
gegréBen von R. Nevanlinna aus dem Jensenschen Integral —
in natiirlicher Weise die Aufspaltung

el ke a0 = & [1gt [K ey | ad —
0 0

2m

1 i 1
— 57 | 1" Trpa 40
0

an und wir messen das Kleinwerden und GroBwerden der Kriim-
mung (siche Definition 2) durch

1 1 r 1
7 k) = 52 [ 18 frpa 40
0

o9m

m(r |K ()= 3 [1g* [K @] a0,

1 Man beachte 2 auf S. 87 und ! auf S. 88.
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Die Ungleichung (9) nimmt damit folgende Gestalt an:

(10) m(, ,Kl)+2|7n(r,%)+m(r’%)+m(r,f,)}_l_
T P e

Bevor wir mit der weiteren Untersuchung dieser Ungleichung
fortfahren und dabei insbesondere nach dem Sinn der Gréfen

m (7‘, }(—) und 2% Tlg 72—%

folgendes feststellen: links steht die Grole 2 m (7’, f’)’ fur die

‘dﬁ fragen, konnen wir bereits

nach der bekannten!? Ungleichung von Collingwood-Little-
wood-R. Nevanlinna gilt

(11) 2 m (7', f_—l_a;) <m (r,/%) + S, f),

ap 4 00

die also um so groBer wird, je stirker sich die Funktion f endli-
chen Zielwerten anschmiegt, rechts steht die GroBle (r, ﬁ)

Dies entspricht unserer Erwartung.
Es werden jetzt zwel Hilfssitze bewiesen.

2.3.2 Hilfssatz 1 (Abschitzungen fur S(r, ®)-GroBen).

Die GroBen S(r, f), S (7‘, §) S, fe**)und S(r, f + b2) dir-
fen ersetzt werden durch S(r, f).

Bewelis fir S(7, f')

Wir miissen zeigen, dafl gilt (abgesehen von den mehrfach er-
wihnten Ausnahmeintervallen)
a) im Falle R = co:

O {lg(rT (r, f'))} darf ersetzt werden durch O {lg(»7 (», /))}.
Dies folgt fiir nichtrationale meromorphe Funktionen sofort aus
folgenden beiden Tatsachen: erstens aus der Ungleichung

! Diese spielt beim Beweis des 2. Hauptsatzes eine wesentliche Rolle: siehe
R. Nevanlinna [10, S. 91].



92 Fritz Gackstatter

T, f) ST f) + B+ m (nF) <2 76,0 +
+ Mg T )i

zweitens aus dem Satz von Nevanlinna, der die rationalen
Funktionen charakterisiert: die notwendige und hinreichende Be-
dingung dafiir, daB3 die in |z| << oo meromorphe Funktion f(z)
Z(r f)
lgr»

eine rationale Funktion ist, ist die, dal3 lim < O aus-

Edad >
fillt. Denn damit gilt fir alle nichtrationalen meromorphen
Funktionen

T f) < T D |2 + Mg + M 572D < 3 76, 1)

fur » > 7y, was wie gewlinscht zur Folge hat
lg(T(r f1) <clg(T(f)-

Die Aussage des Hilfssatzes stimmt auch fiir rationale Funktio-
nen, denn dabel ist O(Ig #) durch O(lg ») zu ersetzen.

b) im Falle R = 1:

O{lg*T(r, f) + Ig ——

} ist zu ersetzen durch O |Ig+ T, ) +
+ ]g il ——: 7’}
Ahnlich wie in a) gilt die Ungleichung

T, f) <2 Tl f) + M{1g+r(r, ) +lg ri—r}

Fir diejenigen 7-Intervalle, fiir die Ig*7(r, /) > lg —, folgt
aus der Ungleichung 7'(r, f) <2 7(r, f)+ 2 M-1g T(r,f) <
<3 7(r,f) (ry <r < 1), fiir die anderen r-IntervaIle folgt we-
gen7'(r, f) < INVE2 70 f)te Mlg— <1—
ry <r <1l) Fijr alle » mit max (ry, ry) < 7 < 1 gilt also

gt 7(r, f) + g == < & 1g* T,

Damit ist fir S(#, f") alles bewiesen.

Beweis fir S (r, l})
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Man muB hier von der Ungleichung

T(nH)= 8o+ 8 (r 5 )+ m(r ) <270, 1) + m(r %)
ausgehen, der weitere Beweis verlduft wie der eben gefiihrte.
Beweis fur S(7, f *%)
Da ¢** in |z]| <1 keine Schwierigkeiten macht, muB} der Be-
weis nur fiir den Fall R = oo gefiihrt werden. Es ist also zu zei-
gen:

0 {1g(rT(r,fe“)>} ist zu ersetzen durch O {1g(7T(?’,f)>}-

Man hat hier wieder eine Ungleichung:
70,/ TN+ r <70, pl+ L <=Ll 76, ),

glltig fur hinreichend grofle »-Werte. Daraus folgt fiir » > r,
lg(rT(r, fe*) < clg(rT(, 1)),

was zu zeigen war.
Beweis flir S(r, f + 6z) eriibrigt sich.
2.3.3 Hilfssatz 2 (Ungleichungen fiir 72 (7, ®)-Grofen)

Die Nevanlinnaschen Schmiegegréflen geniligen den Un-
gleichungen

(11) %q'm( ’f—ak) < m (r,—;—,) + S, 0,
at + ©

@ Sl <mlh)+sen.
a} + 0,00

(1) z (rrgtee) < m (n 2 + s,

f —biz—ck

4iq 1 (j"—,) 1
(14) S mlrrmmeg) <m | )+ Se

;kd,wo ¥

Bemerkung zu Hilfssatz 2

! Man beachte ! auf S. 88.
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Dal} wir uns gerade fiir die links stehenden Summen interessie-
ren, liegt nahe, sind die Summanden doch MaBe fiir ebenenihnli-
ches, kegelihnliches und zylinderihnliches Ausschen der Betrag-
flichen.

Beweis von Hilfssatz 2

(11) ist, wie bereits erwdhnt, diec Ungleichung von Colling-
wood-Littlewood-R. Nevanlinna, (12) erhdlt man sofort,
wenn man die Ungleichung (2) des 2. Hauptsatzes mit unserer
Gleichung (3) in Satz 1 vergleicht. Wir benfiitzen jetzt (11)und (12)
und Hilfssatz 1 zum Beweis von (13):

gl £17;Z( ——é‘_%_—“)}<’)jl'm( &y )—}—S(rf éz)}<
+0 b4 0

< (r, ]{—) LSO )+ é’lS(r, fe—b,2)=m (r, ]{—) 4- S /).

Wir benlitzen jetzt zweimal die Ungleichung (12) und Hilfssatz 1
zum Beweis von (14):

fl Z m (r,m)l < f lm( 7, (}(:_::) ) + S (7, fe—a{z)}—_—
;,;0 i a0 a,‘:i:O

gtz el = i)

a
-+ S( ) Z S, fe ™) =m (7’ ((i)),) + S, f).
f

F=1

2.3.4 Beweis letzter Teil
Die Ahnlichleit der GroBe
e

s (” (LZ_)) ) =777

f

zu der in Ungleichung (10) auftretenden Grof3e

lg ‘ L | 40
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veranlaBt zu folgender Uberlegung:

2n
zn\[lg‘f’szff”,dﬁ=§17z!1g wllm| a0 +
S A R = B 2
e 7] 7
# b )= ) b+ s
7/

L’ ' (2
Zum SchluB wurdebeniitzt: (r (/ ) ) =S({, f)bzw.m (r,%) =

(7)
S/
= S(r, f). Dies folgt sofort jeweils aus dem Satz von R. Nevan-

¢I

D

Einsetzen der eben gewonnenen Gleichung in Ungleichung
(10) fihrt zu

(%) 5
(15) m (7, |K|)—}—m(r )—}—m( ’f”)+
(7

+2|m(r,%)+m(r,f’)}Sm(r )+S(r,f).

Ungleichung (13) und die Ungleichungen (11), (13) und (14) des
Hilfssatzes 2 liefern die Kriimmungsungleichung (8).

linna Uber 2 (r ) und Hilfssatz 1.

2.4 Zwei Folgerungen aus der Kriimmungsungleichung

Satz 5

S/ _
RI(f)

= ol. Dann gentigen die Nevanlinnaschen Defekte der Un-
gleichung

fseieine meromorphe Funktionmitder Eigenschaft 11m

(’IXI)
£15<ak><%11$ 7o
ak %= 0

Dies folgt sofort aus (8).

1 Siehe ? auf S. 84.
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Satz 6 (differentialgeometrische Charakterisierung der ganzen
rationalen Funktionen).

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, da3 die
ganze Funktion von endlicher Ordnung f(2) eine ganze rationale
Funktion == 6z 4 ¢ ist, ist die, daB

1
(16) fim i”—(]ﬂ <o
Am =
ausfillt.
Beweis von Satz 6
(16) ist notwendig: Fur ein Polynom n-ten Grades (# > 2) gilt,
wie man leicht verifiziert, sogar

2]

2n.
700 lgr

(16) ist hinreichend : Aus der Krimmungsungleichung folgt dann
niamlich fir die von uns betrachteten Funktionen

1
lim m(r,f')l'— O(lgr) < lim e (r, m)
Am Am e

r+00 gr r+ 00 < oo’
also wegen m (7, f') = T'(r, f")
. T f)
e <

Nach einem bereits in 2. 3.2 beniitzten Satz von R. Nevanlinna
muf} somit £, also auch f, rational sein. Das wollten wir zeigen.

Fur die Funktionen bz -+ ¢ ist m (r, ﬁ) = oo und (16) nicht
erfullt.

3. Uber die ebene Kritmmung k bei der Kreisabbildung f(re*®)

3.1 Vermutung

Wir arbeiten jetzt auf der zu f(2) gehérigen Riemannschen
Fliche iiber der w-Ebene. Das System der geschlossenen Kurven
F(re'®) (% Kurvenparameter) liegt darauf und schopft sie fiir
r — R aus. Strebt die Funktion f(2) in einem Bereich, z. B. einer
Zunge Z, der z-Ebene gegen einen endlichen Zielwert 2, so wird
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sich jeweils ein Stiick unserer Kurven um den Wert @ herumwin-
den,und zwar um so mehr, je mehr sichdie Funktion f dem Wert a
anschmiegt. Man danke etwa an die Funktionen ¢#" (z = 1, 2,...)

3 o

S
o

-
l.h

—“‘I&

Windet sich eine ebene Kurve um cinen endlichen Punkt, so muB
sie dort stark gekrimmt sein. Es liegt also die Vermutung nahe,
daB ein entsprechender Zusammenhang besteht zwischen Ne-
vanlinnaschen Grofien der Wertverteilungslehre und der Kriim-
mung £ unserer Kurven. Eine Bemerkung zu den Zielwerten co:
strebt f(2) in einer Zunge Z gegen o, so wird jeweils das zu Z ge-
horige Stiick unserer Kurven sehr weit von w = o entfernt liegen
und fast wie eine Gerade aussehen, d. h. die Kriimmung wird
hier sehr klein sein.

3.2 Eine Ungleichung

Wir gehen hier aus von der Krimmungsformel
(17) k(z) = Rz

ot e )

(sieche z. B.Hermann Schmidt [13]). Wie im 2. Teil messen wir
das GroBwerden und Kleinwerden der Krimmung wieder durch
Mittelwerte:

Definition 3

2n
m(r, |6]): = = [1g* [k(e) | 48,
0

7 Miinchen Ak. Sb. 1970
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1 1 1
N ] 1 g
m(r, | I).—- 2ﬁ“rlg 0o )] dL.
0
Das Ergebnis unserer Untersuchungen ist

Satz 7

F sei eine meromorphe Funktion, £ die ebene Kriimmung der
) : : 1 .
Kurve f (7¢'") (9 Kurvenparameter), » (», |£]) und m (r, m) die

zugehérigen Kriimmungsmittelwerte. Dann besteht die Unglei-
chung

(18) m(r, &) + m(f‘f)+m(? f/f—)‘- m ) +

-+ m (r, —l;z—l) + S, f).

Bemerkung zu Satz 7

Satz 7 bestitigt unsere Vermutung. Denn: die beiden GroBen
7t (7’, %) und (7, f') konnen als MaBe fiir die endlichen Ziel-
werte einer Funktion f und fir die Zielwerte 0o aufgefalt wer-
den?. Der rechts in (18) stehenden Grofle (r, %) entspricht
darum links der Mittelwert (7, |£]), fir die links stehende
SchmiegegroBe 2:(r, f') steht rechts (r, |_;ﬂ'|-) Zum Ausdruck

1 . . . . .
7t (r, f,, : dieser wird gro3, wenn sich f(g) in cinem Be-
+1

reich dcr z-Ebene so dhnlich verhilt wie eine Losung der Differen-

tialgleichung 2 (}}/,

1

,) + 1 =0, also so dhnlich wie o lg z 4 f; das

zugehérige Stiick der Kurve f(7¢'”) in der zw-Ebene fillt hier
ziemlich gerade aus, die entsprechende GréBe auf der rechten

Seite von (18) ist also (r, ]—;—l)

1 Wir betrachten nichtkonstante meromorphe Funktionen und lassen auch
hier wieder den Integralwert oo zu (vgl. 2 auf S.87).
2 Man beachte dazu R. Nevanlinna [11, S. 239/240}.
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Beweis von Satz 7

z %:,—, + 1 , Anwenden des Opera-

torsﬁjﬂ lg @ (re'”) d9 ergibt bei Beachtung von Definition 3
0
2 ’ il L
m (7, lé|)—m(r,m) + m(r,zf)—m (r,zf,) <

<m(rzj;,—|—1) m(rﬁ)
Bericksichfipenwir noch
D) w2 f) = m(n ) + 00g 7,
by (o) = m (o 7) + 00 ),

f — i (1) = I Y =
c)7;z(r¢f—[—1) m(,gf,)—{—O 1)= m( f,)+0(lgr/
= S(7, f'), woflir wir nach Hilfssatz 1 auch S(7, f) setzen
durfen,

dann erhalten wir Ungleichung (18).

3.3 Modifikation

Das ungleiche Verhalten der Krimmung 4 bei endlichen Ziel-
werten und bei Zielwerten co veranlaBt uns, das Produkt b E*

zu betrachten, wobei £* die Krimmung der Kurven ——ist. Es ist

f()

folgendes zu erwarten: Strebt £ in einer Zunge gegeneinen Zielwert
a == 0,00, dann wird £ - £* fiir die entsprechenden z-Werte doppelt
groB,denn f(r¢'”)windetsich in der w-Ebene stark um den Wert a,

— stark um den Wert i; strebt aber f gegen o (bzw. c0),
Flreity 2 gce \ )
dann strebt%gegen o (bzw. 0), £ wird groB}, £* wird klein

(bzw. umgekehrt), £ £* wird einen mittleren Wert annehmen, der
nicht ins Gewicht fillt.
Dies wird analytisch bestitigt durch

Satz 8

J sei cine meromorphe Funktion, 4- £* das Produkt aus der
Kriimmung £ der Kurve f(r¢'”) und der Kriimmung £* der

»

7
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Kurve W, m(r, |£ £*|) und m (r,rz*l) die zugehorigen
Mittelwertel. Dann besteht die Ungleichung

(19) m(r [£A* )+ m (7 7‘1‘)-{—7?5 (f Z—@—_‘l:_—)_{_—l)\<

gzm( j:)—{—m(r, i )‘i‘S(ff)

Denn: Erinnern wir uns an die frither bewiesene Ungleichung

(12) >m () <m(n ) + 50,0,

k
ap 0,00

so sehen wir, da} auch rechts in (19) die Gréf3e 2 m (r, ]4) doppelt

gro3 wird, falls / gegen einen Wert @ == 0, co strebt. Weiter ist
zu Ungleichung (19) zu sagen: die beiden links stehenden

SchmiegegroéBen werden groB, wenn sich f oder—}so dhnlich wie
a lg z + B verhilt, der entsprechende Ausdruck rechts ist
m (r, Tfé;c’—*|)’ Zielwerte 0 und oo machen sich wie erwartet nicht

bemerkbar.
Beweis von Satz 8

Wegen 4% = |le| ER{ (/f‘ —z§) T 1}gi1t fiir das Produkt £4*
N R AR

Anwenden des Operators iJ‘ lg @ (re'%) d9 ergibt
0

|& 24|

m(r, |k E*]) — m (r,

_'é;_* )+2m(7‘,2%)—2m(7‘,—;‘%)§

b))
s
—}—m(r,z(%—’—z%—’) —+ 1)—7”(7’;(-21_12/—'?).

1 In der iiblichen Weise gebildet: Siehe Definition 3.
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Beriicksichtigen wir noch
a) m (r,—ff—l) = S, /),
b) m (r,—lz—%) =m (7’,7};) + 0 (g ),

c) m (r, 21+ 1) = S(r, f) wie in 3.2,

e
dy m (r,z(%—z%) +1) =m (r—/;——-z%) L 00g A <
<mlnde) +mnd)+00gn=SE )+ S@ D

woflir wir nach Hilfssatz 1 auch S(7, f) setzen diirfen,
dann erhalten wir Ungleichung (19).
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