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Gesamtdefekt und Krümmungsmittelwerte 

bei meromorphen Funktionen 

Von Fritz Gackstatter in Würzburg 

Mit 2 Abbildungen 

Einleitung 

In dieser Arbeit beschäftigen wir uns mit in der punktierten 

Ebene oder im Einheitskreis meromorphen Funktionen. Die 

charakteristischen Größen der Nevanlinnaschen Theorie - 

T(r,f ), N(r, d), m(r, d), ö(d) usw. - 

seien als bekannt vorausgesetzt. Wie im Summar angekündigt, 

werden folgende drei Fragenkreise behandelt: 

l. WTelche Rolle spielt die log. Ableitung -y- in der Theorie der 

meromorphen Funktionen ? Die dabei erhaltenen Ergebnisse 

benützen wir wesentlich in den beiden dann folgenden, mehr 

geometrischen Untersuchungen. 

2. Zuerst arbeiten wir mit den Betragflächen (x,y, \ fix fl- iy) |) 

und zeigen, daß die Gaußsche Krümmung K dieser Flächen 

und die Werteverteilung der zugehörigen Funktionen in Zu- 

sammenhang stehen. 

3. Das gleiche gilt auch für die ebene Krümmung k der in der w- 

Ebene liegenden Kurven fire’9) (ß Kurvenparameter). 

Diese drei Fragenkreise werden in den drei Teilen dieser Arbeit 

behandelt. 

Für die Anregung zu dieser Arbeit und für deren Förderung 

danke ich meinem verehrten Lehrer, Herrn Prof. Dr. Hermann 

Schmidt. 

1. Über die log. Ableitung einer meromorphen Funktion1 

Es sei zuerst an die beiden Hauptsätze der Theorie der mero- 

morphen Funktionen von Rolf Nevanlinna erinnert: 

1 Man beachte in diesem Zusammenhang insbesondere die Arbeit von 
Egon Ullrich: Über die Ableitung einer meromorphen Funktion, [17]. 

München Ak. Sb. 1970 
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Erster Hauptsatz von R. Nevanlinna 

Für jede Stellensorte a genügen Anzahlfunktion N(r, a) und 

Schmiegefunktion m (r, a) der Gleichung 

(i) N(r, a) + m(r, a) = T(r,f) + 0( 1). 

Zweiter Hauptsatz von R. Nevanlinna 

Die Verzweigungsgrößen der Wertverteilungslehre genügen 

der Ungleichung 

(2) Nx(r) + {m (r> /) + E™ (G f—hi ) + m (r’ /) J ^ 

ak 4= 0 

< 2 T(r,f) + S(r,ff. 

Dabei sind die ak q untereinander verschiedene, aber sonst be- 

liebige Stellensorten =j= O, 00. Für S(r,f) gilt: 

a) im Falle R = 00 : S(r,f) = O {lg (r 7'(r,/))} für r —> 00 für alle 

r-Werte, wenn f(z) von endlicher Ordnung ist, andernfalls für 

alle r-Werte außerhalb einer Menge von endlichem linearen 

Maß ; 

b) im Falle R = 1 : S(r, f) = O Jlg+
7’(^', /) + lg t X_r | für r 

Jd T 

'Z-r ^ °0, 

E 

1.1 Eine Gleichung 

Untersucht man die beiden Weier st raßschen Funktionen a 

und £ = — im Sinne der Wertverteilungslehre, so wird man ver- 

anlaßt, die Größe m |'r, yjj näher zu betrachten und man erhält 

(Verf. [3]) 

Satz 1 

Die charakteristischen Größen der Wertverteilungslehre ge- 

nügen der Gleichung 

1 Wir haben diese Schreibweise in Hinblick auf Satz 1 so gewählt. 



Gesamtdefekt und Krümmungsmittelwerte bei meromorphen Funktionen 8l 

(3) 

Nx{r) + {^(r>y) + = 2 T
(r’f) + 

Beweis von Satz l 

Wir gehen aus von der Charakteristik der log. Ableitung und 

wenden den l. Hauptsatz an1 2: 

(4) 

N(r’jr) + m + ö(0= =N[r’J~) + m (r’7~)- 

Wir stellen uns jetzt die Aufgabe, die links und rechts stehenden 

Größen möglichst durch auf f(z) bezogene Größen auszudrücken. 

Von rechts nach links: 

a) m Ir, yj = S(r,f) nach dem Satz von Nevanlinna 

b) x[r,£-) = X(r,f) + ff [r, j). 

Beweis: y hat einfache Pole dort, wo/ selbst Nullstellen oder 

Pole hat. 

Beweis: N [r, yj zählt die Nullstellen von/' überall, wo/ =j= o. 

Ist / = o, so wird von N yj nichts gezählt. Darum tritt 

N, auf. rechts das Korrekturglied 

Eingesetzt in (4) ergibt bei Beachtung von |r, ÿ j -f- ff (r, y J = 

= W y j eine noch öfter zu benützende Gleichung für m |r, y J : 

(5) (r, y) + TM |r, y) = N [r, y) + ff(r,f) + S(r,f ). 

Addieren wir noch links und rechts/) -j- m yj + , 

so erhalten wir die gewünschte Gleichung (3), die ähnlich gebaut 

ist wie der 2. Hauptsatz. 

1 Für 5 (r,f) gelten hier und im folgenden immer die eben (beim 2. Haupt- 
satz) kennengelernten Abschätzungen. 

2 E. Ullrich ist in [17] in ähnlicher Weise von der Charakteristik der Ab- 
leitung ausgegangen und hat so seine Hauptungleichung hergeleitet. 

6 München Ak. Sb. 1970 
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Die Gleichung und die Riemannsche Formel 

Zum Unterschied zu der Ungleichung des 2. Hauptsatzes kann 

unsere Gleichung (3) als genaue Verallgemeinerung der Rie- 

mannschen Formel für rationale Funktionen angesehen werden: 

(3*) Z {k— 0 = 2 P— 2. 

Hier bedeutet P die Polzahl der rationalen Funktion f(z), oder, 

was dasselbe ist, die gesamte Blätterzahl der von ihr über der 

«’-Ebene erzeugten Riemannschen Fläche, während k für jeden 

Verzweigungspunkt die Zahl der dort zusammenhängenden Blät- 

ter ist. Im einzelnen wird jetzt 

a )N1(r)= Z(k—i)-lgr+ O(i). 
û 

b) Im [r, + m (r, -ß-J + J = (kœ + 1) • lg r + 0{i), 

c) T(r,f) = P • lg r -j- <9(i), 

d) S(r, /) = m [r, Çj + 0( 1) = ö(i), 

woraus (3*) folgt. Durch eine an Ullrich [17, Formel (10)] an- 

schließende Sonderbetrachtung hat Wittich [20, S. 3] den ent- 

sprechenden Übergang vollzogen. 

1.2 Die Gleichung und das Gesamtdefektproblem 

Satz 1 erlaubt, zum Gesamtdefektproblem1 Stellung zu neh- 

men. R. Nevanlinna hat anhand der Funktion 

g(?) = Je" dt 
0 

auf einen gewissen Mangel in den Defektrelationen aufmerksam 

gemacht: die Verzweigungen der zu g(z) gehörigen Riemann- 

schen Fläche sind im Endlichen und Unendlichen gleich stark, 

trotzdem sind die Defektrelationen nicht imstande, den Ver- 

zweigungscharakter im Endlichen zum Ausdruck zu bringen. 

Man hätte darum neben der Defektsumme 

1 Näheres hierzu siehe R. Nevanlinna [11, S. 272], E. Ullrich [17] 
H. Wittich [20, S. 28], 
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Z ô(ai) = Z Um 
m (r, a£) 

nr,f) 

gerne eine Gesamtschmiegung und einen Gesamtdefekt, ähnlich 

wie man bei der algebraischen Verzweigtheit neben der Index- 

summe 
Nx (r, ak) 

Z ®(ak) = Z lim T{r, f) 

eine Gesamtverzweigtheit 

^1 (r) = \N(r,jr)+N1(r,f)\ 

und einen Gesamtindex 

O = lim 
Ni(r) 

— T{r, f) 

hat. Gleichung (3) veranlaßt, folgende Größen als eine Gesamt- 

schmiegung und Gesamtdefekte in Betracht zu ziehen: 

Definition 1 

Gesamtschmiegung m(r) : = | m -ÿj -f- m |r, -y-j -(- m(r,f) J, 
Gesamtdefekt 6 : = lim 

m(r) 

VTè 
T
^fy 

Gesamtdefekt im endlichen Teil der Riemannschen Fläche 

\m(r-7 ) + m(r’£)\ bt := lim 
r+R 

T{r, f) 

Die letzte Größe entspricht dem Gesamtindex im endlichen Teil 

der Riemannschen Fläche 

0. = lim HA) 
— T(r, f) ■ 

1.3 Drei Gründe für unseren Definitionsvorsclilag 

1.3.1 Erster Grund ist die in dieser Hinsicht kritische Funk- 

tion g(z). Für sie gilt öt = <5 (00) = 1, es kommt also zum Aus- 

druck, daß sie im Endlichen und Unendlichen gleich stark ver- 

zweigt ist. 
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Beweis 

Dag(z) eine ganze Funktion ist, gilt <5(oo) = 1. Weiter ist wegen 

* 2 T(r, g) — m{r,g)—N[r,^r\— Ni{r, g) +S (r, g) 
Gleichung (3) öe = lim TVT) • 

Mit N {r, ÿ) = o, Nfr, g) = o, m(r, g) = T(r, g) und S(r, g) 

= O {T(r, g)} (da g von unendlicher Ordnung ist, müssen wir 

eventuell eine r-Menge von endlichem linearen Maß aus unseren 

Betrachtungen ausschließen1) folgt <5, = 1, wie gewünscht. 

1.3.2 Eine Größe, die das Anschmiegen an alle Zielwerte2 einer 

Funktion / messen soll, darf sich bei einer linearen Transforma- 

tion von / nicht stark ändern. Darum spricht folgender Satz für 

unsere Definition : 

Satz 2 

f sei eine meromorphe Funktion, Lf = ~ eine lineare 

Transformation von /, mfr) und mLfr) die zugehörigen Ge- 

samtschmiegungen, <5 (/) und ö(Lf) die zugehörigen Gesamt- 

defekte. Dann gilt 

mLf{r) = mf(r) + S(r,f). 

Weiter gilt für alle Funktionen mit der Eigenschaft lim = o3 

Xx T(r,f) 

ö{Lf) = 0(J). 

Beweis von Satz 2 

Wir schreiben Gleichung (3) für f und für Lf an: 

2V1 ./(r) + nijif) = 2 T(r,f) + S(r,f) und W1; Lf(r) + mL/(f) = 

= 2 T(r,Lf) + S (r, Lf). AusW1;Z/(r) = N1;/(r) (die algebra- 
ische Gesamtverzweigtheit ändert sich bei einer linearen Transfor- 

mation nicht!) und T(r, Lf) = T(r,f) -j- 0( 1) folgt dann die 

erste Behauptung des Satzes, da außerdem S(r, Lf) und S(r,f) 

1 Siehe dazu auch die Fußnote 2 in der Arbeit von Ullrich [17]. 
2 Man beachte beim Gebrauch der Begriffe Zielweg und Zielwert Wittich 

[20, S. 35/36]. 
3 Siehe dazu W. K. Hayman [6, S. 41]. 
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von der gleichen Größenordnung sind. Die zweite Behauptung 

ist evident. 

1.3.3 Ein weiteres Argument ist 

Satz 3 

Zwischen der Gesamtschmiegung einer meromorphen Funk- 
l/'l tion/ und der sphärischen Verzerrung ^ . h besteht die Relation 

(6) m 

Z 71 

[r,j] + m(r,£)+m (r, /) ) = ^ Jlg 
1 + \f{rei0)Y 
\f (re‘6) I 

+ 

Denn aus Satz 3 folgt, daß die Gesamtschmiegung groß wird, 

wenn bei der Abbildung w = /(^) das Flächenelement über der 

w-Kugel klein wird, was der Fall ist, wenn sich die Funktion / 

Zielwerten anschmiegt. 

Beweis von Satz 3 

0 0 0 
2 71 

= ^J1^1 + I/|
2
^ + ^(D/') —O(x). 

0 

Dabei wurde der 2. Summand nach der Formel von Jensen um- 

geformt. Jetzt berücksichtigen wir: 
2 71 

1 "h l/|2 ist gleich der Ahlfors-Shimizu- 
o 

Schmiegefunktion ?n0(r,/), die gleich ist m(r,f) -f- <9(i); 

b) At(r,/') = Af(r,f) + 7V(r,/); 

c) -W (r>yr) = -W lr’j) + — m (r’Jrj + SÇr, /) nach un- 

serer Gleichung (5) für m 

Damit erhalten wir 
2 n 

~ J lg dû = 2 m (r, /) + N(r, f)~N (r, y) + 

+ m [r, -yr) + S (r, /). 
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Nach dem l. Hauptsatz gilt m(r, /) -f- N(r,f) — N |r, y-j = 

— m ö(i) und wir erhalten das gewünschte Ergebnis, 

Gleichung (6). 

Bemerkung 

Damit beschließen wir den 1. Teil. Die beiden Gleichungen (3) 

und (6) in Satz 1 und Satz 3 werden wir aber sofort wieder be- 

nötigen. 

2. Über die Gauß’sehe Krümmung K der Betragflächen1) 

2.1 Vermutung 

Betrachtet man die Betragfläche der Riemannschen f-Funk- 

tion (er, t, | C(cr + it) |)2, 

1 Verf. hat inzwischen auch ähnliche Untersuchungen für Realteilflächen 
angestellt. 

2 Aus J ahnke-Emde-Lösch [7, S. 37] mit freundlicher Genehmigung 
der Teubner Verlagsgesellschaft. 
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so sieht man: in der rechten Halbebene, wo £(j) den Zielwert 1 

hat, nähert sich die Fläche immer mehr der Ebene h = 1 an, die 

Krümmung strebt gegen Null. In Formeln: Die Nevanlinna- 

sche Schmiegegröße m [r, J wird groß, der Betrag der Gauß- 

schen Krümmung \K\ wird klein. 

Allgemein: Strebt eine Funktion in einem Bereich, z. B. einer 

Zunge, der ^r-Ebene gegen einen endlichen Zielwert a, so wird die 

Betragfläche über diesem Bereich fast wie die Ebene h = \a\ aus- 

sehen, und zwar wird die Fläche um so ebener ausfallen, je mehr 

sich die Funktion dem endlichen Zielwert anschmiegt. Um so 

ebener, daß heißt um so weniger gekrümmt! Es liegt also die 

Vermutung nahe, daß ein Zusammenhang besteht zwischen der 

Summe f * a) un<^ der Gauß sehen Krümmung AT der zu/ 

gehörigen Betragfläche derart, daß die Summe nur dann sehr 

groß werden kann, wenn \K\ über gewissen Bereichen der z- 

Ebene sehr klein wird1. 

2.2 Die Krümmungsungleichung für Betragflächen 

Einen für funktionentheoretische Untersuchungen geeigneten 

Ausdruck für das Gaußsche Krümmungsmaß K einer Betrag- 

fläche verdankt man Jacobus Zaat [21], einem Schüler von 

Egon Ullrich (vgl. [19, § 2]): 

(7; K(z) 
l/"(g) i2 cfti /'(*)2 

(1 + !/'(*) I2)2 I/(*)/" (*) 

Von dieser Formel gehen wir aus. Es wird sich als natürlich er- 

weisen, das Kleinwerden und Großwerden der Krümmung durch 

folgende Mittelwerte zu messen: 

Definition 2 

1 
\K(re‘6) I 

dW, 

1 Siehe Fußnote 2 auf S. 84. 
2 Um unnötige Fallunterscheidungen zu sparen, geben wir dem Integral 

den Wert 00, falls f = dea,z (a, d =b 0), bz c (b -f= 0), a und damit K = 0 
(vgl. [19, § 3]) oder falls die Züge K = 0 so liegen, daß das Integral für ge- 
wisse r-Werte nicht konvergiert. 
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2n 

m(r, \K\): = ±Jlg+ \K(re«)\dV. 

0 

vi(r, \K\) ist eine Größe, die starke Gaußsche Krümmung (ellip- 

tisch oder hyperbolisch) auf \z\ = r zählt, vi |r, -p^j) zählt die 

kleine Krümmung auf |^| — r, d. h. sie ist ein Maß für den „para- 

bolischen Charakter“ der Betragfläche. 

Das Resultat unserer Untersuchungen ist 

Satz 4 (Krümmungsungleichung für Betragflächen) 

f sei eine meromorphe Funktion, K die Gaußsche Krümmung 

der zugehörigen Betragfläche, m |r, und m(r, \K |) die zuge- 

hörigen Krümmungsmittelwerte. Die NevanlinnaschenSchmie- 

gegrößen genügen dann der Ungleichung 

A r 

(8) m(r, \K\) -f £ m Ir, 
t, k 
ai, Jk + 0 

' f e~ai dk + E vi ( r, 
i, k 
ti + 0 

/— bi z — ck, ) 
+ 2 Z m (r, yé~j + m(r- f) < m + 5 (G/)1- 

Bemerkungen zur Krümmungsungleichung 

Satz 4 bestätigt unsere Vermutung. Denn: Wenn die Summe 

Z vi |r, y~LIak) ßr°ß wird, muß auch m jr, groß werden, 

d. h. \K\ muß über gewissen Bereichen der ^-Ebene klein werden. 

Aber auch das Auftreten der beiden anderen Summen in (8), 

durch die m \r, —nach unten abgeschätzt wird, hat seinen ele- 

mentargeometrischen Grund. Nach einem Satz von E. Ullrich 

[19] sind die einzigen meromorphen Funktionen, deren Betrag- 

fläche überall verschwindende Gaußsche Krümmung zeigt: 

a) deaz(a, d =j= o), die Betragflächen sind Zylinder; 

b) bz -j- c(b =j= o), die Betragflächen sind Kegel; 

c) a, die Betragflächen sind Ebenen. 

Verhält sich nun eine beliebige meromorphe Funktion über einem 

Bereich, z. B. einer Zunge, der 2-Ebene so ähnlich wie 

1 Zu den Fällen dca~, bz + c, a: falls wir den entsprechenden Schiniege- 
größen den Wert 00 geben, so bleibt (8) auch in diesen Extremfällen gültig. 
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a) dk £
a,'*(a,-, dk =4= o), d. h.fe~a'z — dk o; 

b) biz + ck(ßi 4= o), d. h./—b{2 — ck o; 

c) at, d. h./ — ak -* o, 

so werden einerseits die drei Summen in (8) groß, andererseits 

aber auch m [r, , da die Betragfläche über den entsprechen- 

den Bereichen ähnlich ist 

a) Zylindern; 

b) Kegeln ; 

c) Ebenen. 

Auch das Auftreten des Faktors 2 hat seinen guten Grund. Die 

Gaußsche Krümmung K einer Fläche kann bekanntlich ge- 

schrieben werden als-4--5-, wenn Rx und R2 die Hauptkrüm- 

mungsradien sind. Bei den Ebenen sind hier beide Faktoren Null, 

bei den (eigentlichen) Kegeln und Zylindern nur einer. 

2.3 Beweis von Satz 4 

2.3.1 Beweisidee und erste Schritte 

Ausgangspunkt ist, wie gesagt, die Formel von Zaat 

(7) 
l/T SR (1 + I/'!*)* °T //" 

/'2 

Wir stehen also vor diesem Ausdruck und wollen ihn mit Nevan- 

1 innaschen Größen der Wertverteilungslehre in Zusammenhang 

bringen. Da sehen wir rechts den Verzerrungsfaktor y—jyTjj• 

Dieser steht nach Satz 3, Gleichung (6) in Relation mit der Ge- 

samtschmiegung der Ableitung/': 

(6') 
In 

~ J * ly-lrp' ' dd = Im {r, jr) + m + m (r, /') J + S(r, /'). 
0 

Der Zusammenhang ist gefunden, das weitere Vorgehen ist fest- 

gelegt! 

Aus (7) folgt 

|^|(i + l/T)2 / 
\K\ ITT — 

r-ff" 
fr 
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2TI 

Darauf wenden wir den Operator J* lg ® (re1ö) d&an und erhal- 
o 

ten unter gleichzeitiger Berücksichtigung von (6') 

2 71 

(9) dn Jlg I■Ktrei9') I dû + 2 \m (r, jrj + m (r,-pj + m (r, /') J 

+ ^Jlg ff" 
77 («''*) t/i? + 5(r,/') < o. 

Eventuelles Verschwinden von W macht keine Schwierigkeiten, 

notfalls steht links — oo1. Diese Ungleichung verknüpft bereits 

Größen der Wertverteilungslehre mit einer Größe der Differen- 

tialgeometrie im Großen. 

Wir betrachten jetzt die in (9) auftretende Größe 

2 n 

^Jlg| K(re<»)\di> 

0 

etwas genauer. Da wir uns insbesondere für das Kleinwerden von 

\K\ interessieren, bietet sich — wie bei der Einführung der Schmie- 

gegrößen von R. Nevanlinna aus dem Jensensehen Integral — 

in natürlicher Weise die Aufspaltung 

~ Jig IK(rd
6
) I dû = ^ J lg+ I K(re

id
) \ dft — 

0 0 
2n 

— — f lg+ , * d& 
2 7i J & \K(re'ö)\ 

an und wir messen das Kleinwerden und Großwerden der Krüm- 

mung (siehe Definition 2) durch 

2 71 

w(r'iif):==Äjlg+ wh*r\dê’ 
0 

27t 

m(r,|W|):=^Jlg+ \K(rei0) | d&. 
0 

1 Man beachte 2 auf S. 87 und 1 auf S. 88. 
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Die Ungleichung (9) nimmt damit folgende Gestalt an: 

(10) m (r, \K\) -f- 2 JOT |r,yj + m + m (r, /') J + 
2n 

ff" 
f'2-ff" 

dû < m (r, j^î) + S(r,f). 

Bevor wir mit der weiteren Untersuchung dieser Ungleichung 

fortfahren und dabei insbesondere nach dem Sinn der Größen 

m 

2n 

ff" 
r-ff" 

dû fragen, können wir bereits 

0 

folgendes feststellen: links steht die Größe 2 m für die 

nach der bekannten1 Ungleichung von Collingwood-Little- 

wood-R. Nevanlinna gilt 

(i 0 Z m (G 7ÙZT.) < m (G jr) + G(r,/), 
=F OÛ ' ^ ' \ J I 

die also um so größer wird, je stärker sich die Funktion f endli- 

chen Zielwerten anschmiegt, rechts steht die Größe m yyj • 

Dies entspricht unserer Erwartung. 

Es werden jetzt zwei Hilfssätze bewiesen. 

2.3.2 Hilfssatz 1 (Abschätzungen für S(r, ï>)-GrôBen). 

Die Größen S(r,f), S yj, S(r, f eaz) und S(r, f + bz) dür- 

fen ersetzt werden durch 

Beweis für S(r,f ) 

Wir müssen zeigen, daß gilt (abgesehen von den mehrfach er- 

wähnten Ausnahmeintervallen) 

a) im Falle R = 00: 

O \\g(rT(r, f'f)\ darf ersetzt werden durch O {lg(rT(r,f))\. 

Dies folgt für nichtrationale meromorphe Funktionen sofort aus 

folgenden beiden Tatsachen: erstens aus der Ungleichung 

1 Diese spielt beim Beweis des 2. Hauptsatzes eine wesentliche Rolle: siehe 
R. Nevanlinna [to, S.91]. 
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T(r,f) < T(r,f ) + R(r,f) + m (r, fj <2 T(r,f ) + 

+ J/lg(r7’(z',/)); 

zweitens aus dem Satz von Nevanlinna, der die rationalen 

Funktionen charakterisiert: die notwendige und hinreichende Be- 

dingung dafür, daß die in |s| < co meromorphe Funktion f(z) 

eine rationale Funktion ist, ist die, daß lim — < co aus- ’ ’   lg r 

fällt. Denn damit gilt für alle nichtrationalen meromorphen 

Funktionen 

T(r,f) < T(r, /) j2 + 
für r > r0, was wie gewünscht zur Folge hat 

lg(rT(r,f')) <c\g(rT(r,f)). 

< 3 T(r, /) 

Die Aussage des Hilfssatzes stimmt auch für rationale Funktio- 

nen, denn dabei ist O(lg r) durch <9(lg r) zu ersetzen. 

b) im Falle R = i : 

O j lg+ T(r, /') -f- lg J *st zu ersetzen durch O j lg+ T(r, /) + 
+ ig r=r|- 

Ähnlich wie in a) gilt die Ungleichung 

T(r, /') < 2 T(r, f) + M j lg+ T(r, /) + lg ^ |. 

Für diejenigen r-Intervalle, für die \g+T(r, /) 3> lg — , folgt 

aus der Ungleichung T(r,f ) <2 T(r,f)-\-2M’\gT(r,f)< 

< 3 T(r,f) (r0 < r < i !), für die anderen r-Intervalle folgt we- 

gen 7Xr, /) < : < 2 T<r,f) + 2 M lg < rb 

(rx < r < 1 !). Für alle r mit max (r0, rx) < r < i gilt also 

lg+ T(r, f) + lg I lg+ T(r, f) + lg J •■ 

Damit ist für S(r,/') alles bewiesen. 

Beweis für S jr, —j 



Gesamtdefekt und Krümmungsmittelwerte bei meromorphen Funktionen 93 

Man muß hier von der Ungleichung 

r[r’T)== )+m(r>y) < 2 T(r>f) + 

ausgehen, der weitere Beweis verläuft wie der eben geführte. 

Beweis für S(r,/ea’) 

Da e'xz in \z\ <1 keine Schwierigkeiten macht, muß der Be- 

weis nur für den Fall R = 00 geführt werden. Es ist also zu zei- 

gen: 

0 T'i/«“*))} ist zu ersetzen durch O }lg(^F(r,/))}. 

Man hat hier wieder eine Ungleichung: 

T(r, / O < T(r, /) + ^ r < T(r, /) j 1 + M r\ < 2 M r T(r, /), 

gültig für hinreichend große r-Werte. Daraus folgt für r > r0 

\g{rT(r,f eai)) < c\g(rT(r,f)), 

was zu zeigen war. 

Beweis für S(r,f-\- bz) erübrigt sich. 

2.3.3 Hilfssatz 2 (Ungleichungen für m (r, t&)-Größen) 

Die Nevanlinnaschen Schmiegegrößen genügen den Un- 

gleichungen 

(11) 

(12) 

(U) 

(14) 

Z m (r< < 
m
 (u y) + s (r>/) • 

ak * 00 

Z 
m

 (
r

> w (D yr) + -S' (D f), 
=*= 0, 00 

Z f* (r, f-ilr-ct) ^ m (r’f) + •S(r,/)’ 
4*0 

Bemerkung zu Hilfssatz 2 

1 Man beachte 1 auf S. 88. 
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Daß wir uns gerade für die links stehenden Summen interessie- 

ren, liegt nahe, sind die Summanden doch Maße für ebenenähnli- 

ches, kegelähnliches und zylinderähnliches Aussehen der Betrag- 

flächen. 

Beweis von Hilfssatz 2 

(11) ist, wie bereits erwähnt, die Ungleichung von Colling- 

wood-Littlewood-R. Nevanlinna, (12) erhält man sofort, 

wenn man die Ungleichung (2) des 2. Hauptsatzes mit unserer 

Gleichung (3) in Satz 1 vergleicht. Wir benützen jetzt (11) und (12) 

und Hilfssatz 1 zum Beweis von (13): 

ln )| < iy (r>7=ö) +S{r,f-biS) j < 
b{ =$= 0 b{ =$= 0 

< m [r, y + S (r, f') + £ S (r,f bi z) = m {r, JTT) + -S' (r, /). 

Wir benützen jetzt zweimal die Ungleichung (12) und Hilfssatz 1 

zum Beweis von (14): 

4,14r(f'/rA-A)12i(»(>-.+ sk.f‘ ■'■)I- 
cc* =4= 0 dk 4= 0 a,-+ 0 

= 2
1
 U/GV 

1 = 1 
a i 4= 0 

S{r,fe~«‘*)\ < m [r.jjdr] + m 
(fr 

+ S(r,£) + f Sir.fe-**) = 
in 

\ + 
5

 (D/)- 

2.3.4 Beweis letzter Teil 

Die Ahnlichleit der Größe 

zu der in Ungleichung (10) auftretenden Größe 

2n 

0 
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veranlaßt zu folgender Überlegung: 

2.1 

4flg ff" 
2n 

r-ff" 

Z 71 

+ r.N9 

^ ^ J ^ 
0 

(f) 

//' 
/'2 -//" 

dû = 771 \ r, 7 — wir, 

(fr 

öft? -f- 

(f) 
+ 

S(r/ + w (D y) ~m [r> 7r)= w j^y) ~~m (r> T77) 

/ (f)'\ I f"\ Zum Schluß wurde benützt : w ^r, — 5(r,/)bzw. w |r,y7| = 

= S(r,f). Dies folgt sofort jeweils aus dem Satz von R. Nevan- 

linna über 771 ('■Ï) und Hilfssatz 1. 

Einsetzen der eben gewonnenen Gleichung in Ungleichung 

(10) führt zu 

(15) w(r, |fT|) + 771 |r, j£yj + w (D 7^) + 

+ 2 Iw |r,y;j + w(r,/')| < m [r, ^ ) + S(r,f). 

Ungleichung (15) und die Ungleichungen (11), (13) und (14) des 

Hilfssatzes 2 liefern die Krümmungsungleichung (8). 

2.4 Zwei Folgerungen aus der Krümmungsungleichung 

Satz 5 

/ sei eine meromorphe Funktion mit der Eigenschaft lim ^ = 

= o1. Dann genügen die Nevanlinnaschen Defekte der Un- 

gleichung 

00 , m (r> rlr) 
Z <5(0 < i lim 1 ' . 
i = 1 r-Ä V ' 

ak + 00 

Dies folgt sofort aus (8). 

1 Siehe 3 auf S. 84. 
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Satz 6 (differentialgeometrische Charakterisierung der ganzen 

rationalen Funktionen). 

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß die 

ganze Funktion von endlicher Ordnung/^) eine ganze rationale 

Funktion =(= bz + c ist, ist die, daß 

(16) lim—< co 

ausfällt. 

Beweis von Satz 6 

(16) ist notwendig: Für ein Polynom «-ten Grades (n > 2) gilt, 

wie man leicht verifiziert, sogar 

lim 
\gr 

— 2 n. 

(16) ist hinreichend: Aus der Krümmungsungleichung folgt dann 

nämlich für die von uns betrachteten Funktionen 

lim 
r-+ 00 

O(Igr) 
lgr 

< lim 
r-* 00 

< 00, 

also wegen m{r,f ) = T(r,f ) 

lim 
00 

T{r,f) 

lg r 
< OO. 

Nach einem bereits in 2.3.2 benützten Satz von R. Nevanlinna 

muß somit also auch /, rational sein. Das wollten wir zeigen. 

Für die Funktionen bz + c ist m j«, = 00 und (16) nicht 

erfüllt. 

3. Über die ebene Krümmung k bei der Kreisabbildung/(re‘ô) 

3.1 Vermutung 

Wir arbeiten jetzt auf der zu f(z) gehörigen Riemannschen 

Fläche über der w-Ebene. Das System der geschlossenen Kurven 

(ß Kurvenparameter) liegt darauf und schöpft sie für 

r —* R aus. Strebt die Funktion f(z) in einem Bereich, z. B. einer 

Zunge Z, der ^-Ebene gegen einen endlichen Zielwert a, so wird 
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sich jeweils ein Stück unserer Kurven um den Wert a herumwin- 

den,und zwar um so mehr, je mehr sich die Funktion/dem Wert a 

anschmiegt. Man danke etwa an die Funktionen ezn (n = 1,2,...) 

Windet sich eine ebene Kurve um einen endlichen Punkt, so muß 

sie dort stark gekrümmt sein. Es liegt also die Vermutung nahe, 

daß ein entsprechender Zusammenhang besteht zwischen Ne- 

vanlinnaschen Größen der Wertverteilungslehre und der Krüm- 

mung k unserer Kurven. Eine Bemerkung zu den Zielwerten 00: 

strebt f(z) in einer Zunge Z gegen 00, so wird jeweils das zu Z ge- 

hörige Stück unserer Kurven sehr weit von w = o entfernt liegen 

und fast wie eine Gerade aussehen, d. h. die Krümmung wird 

hier sehr klein sein. 

3.2 Eine Ungleichung 

Wir gehen hier aus von der Krümmungsformel 

(!7) k(^ - \zf'{z)\ ^ 
/"(*) 
/'(*) 

+ 1 

(siehe z. B. Hermann Schmidt [13]). Wie im 2. Teil messen wir 

das Großwerden und Kleinwerden der Krümmung wieder durch 

Mittelwerte: 

Definition 3 

2n 

m(r,\k\): = ±i$\g+\k(re«>)\dü, 

0 

7 München Ak. Sb. 1970 
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m 
o 

1 
I k(re‘°) I 

d&K 

Das Ergebnis unserer Untersuchungen ist 

Satz 7 

f sei eine meromorphe Funktion, k die ebene Krümmung der 

Kurve f (re'0) (d Kurvenparameter), m (r, \k\) und m (r, py j die 

zugehörigen Krümmungsmittelwerte. Dann besteht die Unglei- 

chung 

(t8) m(r, \k\) + m(r,f) + m (r, — 

\ 
ZT 

+ m (f, py ) + 5 (r, f). 

Bemerkung zu Satz 7 

Satz 7 bestätigt unsere Vermutung. Denn: die beiden Größen 

j und können als Maße für die endlichen Ziel- 

werte einer Funktion / und für die Zielwerte oo aufgefaßt wer- 

den2. Der rechts in (18) stehenden Größe m {r, entspricht 

darum links der Mittelwert m(r, \k\), für die links stehende 

Schmiegegröße vi(r,f') steht rechts m |r, pyj. Zum Ausdruck 

m Ir, —ja 1 : dieser wird groß, wenn sich f(z) in einem Be- 

l 2f+1/ 
reich der ^-Ebene so ähnlich verhält wie eine Lösung der Differen- 

tialgleichung z 1=^7-j -j-i=o, also so ähnlich wie a lg z -j- ß\ das 

zugehörige Stück der Kurve f(re'9) in der «/-Ebene fällt hier 

ziemlich gerade aus, die entsprechende Größe auf der rechten 

Seite von (18) ist also m pyj. 

1 Wir betrachten nichtkonstante meromorphe Funktionen und lassen auch 
hier wieder den Integralwert oo zu (vgl. 2 auf S. 87). 

2 Man beachte dazu R. Nevanlinna [11, S. 239/240]. 
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Beweis von Satz 7 

Aus (17) folgt \k\ \z f I < rT+ 1 . Anwenden des Opera- 

tors lg $ (re'9) d& ergibt bei Beachtung von Definition 3 

!(>, \k\ ) — m [r, + m(r, zf) — m [r, ~j < 

< m {r, z y- + 1J — m j? 

0 

m ( 

*£+■ 

Berücksichtigen wir noch 

a) mir, z f) — m{r,f) + (9 (lg r), 

b) m [r, j = m \r, yj + ö(lg r), 

c) m {r, z —y + 1 j = vi z y^ -f- O(i) = m [r, y^ -f- 0(lg r) = 

= S(r,f), wofür wir nach Hilfssatz 1 auch S(r,f) setzen 

dürfen, 

dann erhalten wir Ungleichung (18). 

3.3 Modifikation 

Das ungleiche Verhalten der Krümmung k bei endlichen Ziel- 

werten und bei Zielwerten 00 veranlaßt uns, das Produkt k • k* 

zu betrachten, wobei k* die Krümmung der Kurven yyi0^ ist. Es ist 

folgendes zu erwarten: Strebt fin einer Zunge gegen einen Zielwert 

«4=0, co, dann wird k • k* für die entsprechenden ^-Werte doppelt 

groß, denn fire'9') windet sich in der w-Ebene stark um den Wert a, 

stark um den Wert ; strebt aber / gegen o (bzw. 00), 

dann strebt y gegen 00 (bzw. o), k wird groß, k* wird klein 

(bzw. umgekehrt), k k* wird einen mittleren Wert annehmen, der 

nicht ins Gewicht fällt. 

Dies wird analytisch bestätigt durch 

Satz 8 

f sei eine meromorphe Funktion, k • k* das Produkt aus der 
Krümmung k der Kurve fire'9) und der Krümmung k* der 
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Kurve y , m(r, \k k* |) und m die zugehörigen 

Mittelwerte1. Dann besteht die Ungleichung 

(19) m(r, \kk*\)+ \m Ir, —  

I \ *-+1 

< 2 m (r, Ç] + m [r, + -S' (r,f). 

Denn: Erinnern wir uns an die früher bewiesene Ungleichung 

-j- m [r < 

(12) Z m
 (D < 

m [r>pj + S(r>Z)> 
k 

ak 4= 0,00 

so sehen wir, daß auch rechts in (19) die Größe 2 m |r, doppelt 

groß wird, falls f gegen einen Wert «4=0,00 strebt. Weiter ist 

zu Ungleichung (19) zu sagen: die beiden links stehenden 

Schmiegegrößen werden groß, wenn sich f oder -j so ähnlich wie 

a lg z -f- ß verhält, der entsprechende Ausdruck rechts ist 

m |r, —» Zielwerte o und 00 machen sich wie erwartet nicht 

bemerkbar. 

Beweis von Satz 8 

Wegen k* = ^ (yr— 2-y-J *} g^t für das Produkt 

k**i -Hf)' < 2yr + 1 

Anwenden des Operators^ J lg 0 (re
1 &

) d& ergibt 

o 

m (r, \k k* I) — m {r, j + 2 m (r, 2^ — 2 m [r, -j< 

Zyy 1 m Ir, — + 

+ m (r, , (£ - 2 f ) + . ) - » [r, + ^ ■ 

1 In der üblichen Weise gebildet: Siehe Definition 3. 
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Berücksichtigen wir noch 

a) m [r,y) = S(r,f), 

b) m = r’T1) + ° ^lg r')y 

c) m Ir, zyr + t) = S(r,f) wie in 3.2, 

d) m [r, z [ly- — 2 y) + t) = m (r, y- — 2 + O (lg r) < 

< m (r, yr) + m [r, y-) + O (lg r) = S (r, /') + 5 (r, /), 

wofür wir nach Hilfssatz 1 auch S(r,f ) setzen dürfen, 

dann erhalten wir Ungleichung (19). 
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