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Uber eine Verallgemeinerung der Hodographenabbildung

Von Robert Sauer in Miinchen

Herrn Oskar Perron zum go. Geburtstag gewidmet

1. Einleitung

In der Aerodynamik stationdrer ebener Strémungen beniitzt
man neben der Strémungsebene, d. h. der Ebene, in der die Stré-
mung verlduft (x,, x,-Ebene), die Hodographenebene, in der die
Vektoren w = (7, v) der Strémungsgeschwindigkeit vom Null-
punkt aus aufgetragen werden (2, v)-Ebene. Bei Strémungen mit
einem Geschwindigkeitspotential ¢ (xy, x,) ist

% 7
(1.1) w = grad ¢, alsou:%,v:az.

Dies gilt nicht nur fiir inkompressible Medien (Hydrodynamik),
bei denen ¢ einer linearen Differentialgleichung genligt, sondern
auch fiir kompressible Medien (Gasdynamik) mit einer nicht-
linearen Differentialgleichung fiir ¢.

In der vorliegenden Note wird die Hodographenabbildung

(1.2) 1 = u(xy, %y), v = v(x, Xs)

dadurch verallgemeinert, daB fortan @(x;, ;) nicht mehr Lésung
einer bestimmten Differentialgleichung zu sein braucht, sondern
eine beliebige Funktion mit stetigen zweiten Ableitungen sein
darf. Vorausgesetzt wird aber, daB in dem in Frage kommenden
Bereich die Abbildung umkehrbar eindeutig ist, daB3 also die
Gln. (1.2) die Auflésung

(1.3) xy =230, V), %y = x3(2t, V)
zulassen.
Die so definierte verallgemeinerte Hodographenabbildung, im

Folgenden kurz H-Abbildung genannt, hat bemerkenswerte
Eigenschaften. Sie werden besonders deutlich, wenn wir die #, -

1 Miinchen Ak, Sb. 1970
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Ebene um % im Gegensinn des Uhrzeigers drehen, so daf3 die
u#~-Achse gleichldufig parallel zur x,-Achse und die v~-Achse gegen-
laufig parallel zur x;-Achse wird (Fig. 1).

Wir setzen demgemil

o9 o9
(1.4) N=—v=—75 ", Yo == 5o

und beniitzen weiterhin statt der z, v- Ebene die y,, y,-Ebene,

X2 0=y
_ >
Xy v Y ==Y
v

e oo s e, e e s > e e =P

o/

N

-V

Fig. 1: Stromungsebene und Hodographenebene

Weil die Abbildung (1.2) umkehrbar eindeutig sein soll, wird

9yy 0y 0y1 Oys _ Po e [ Pp \2
(-5 3% Br, T Bx, e = BrE i 77, 07, ) < °

verlangt. Das heif}t:

Die auf der x,, xo-Ebene ervichtete Fliche xg = @ (21, xy)
soll positives oder negatives Kriimmungsmaf haben.

(1.6)

2. Abbildungsgleichungen der H-Abbildung

Wir fithren die Vektoren ¢ = (a3, x,) und y = (¥,, ¥,) ein und
stellen Abbildungen der x,, x,-Ebene auf die y;, y,-Ebene mit
Hilfe der Parameter &,  durch
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(2.1) r=r¢&m,  v=v&n
dar. r und y sollen stetige Ableitungen haben. Dann ist
(2.2) bz = pyfy + Arz,
D, = VE T Heky,
wobei wegen der vorausgesetzten Eindeutigkeit
(2.9 o — gy 0

gilt. Die H-Abbildungen lassen sich dann folgendermaBen kenn-
zeichnen:

Eine Abbildung (2.1) ist dann und nur dann eine H-Ab-

I'e s
(2-4) bildung, wenn in den Gin. (2.2) u 1y 25,
Y4 =1

Fiir die AZ-Abbildungen und nur fiir diese spezialisieren sich also
die Gin. (2.2) und (2.3) zu

v, = Urs -+ Ar,
(2.5) mit D = v — p? == o.

— v, = VI - s,
Den Beweis des Satzes (2.4) zerlegen wir in folgende Schritte:

a) Invarianz der Gin. (2.5) gegen Transformation der Parameter

&
Wir betrachten cine Parametertransformation
j2'6) § = ‘EI(E! 77)1 77’ = 77,(5’ 77>,

bei der & und 7" Funktionen mit stetigen Ableitungen sind, die
der Ungleichung

6(5:77') o ror
\2‘7> 4= o) = ‘557771_5,77];‘ = 0

gentigen. Eine einfache Rechnung zeigt, da3 die Gln. (2.3) iiber-
gehen in Gleichungen derselben Art, ndmlich

vy = w9+ Ay,
(2.8) mit D' = Vv —p'?= D = Av—u.>
— v, =y +u'y,
Dabei ist

1t
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A2 = An2+ 2pnen,+ vl
(2.9) Ay = AER+ 2ubiEi+ vES,
A = &+ pEm,+ &) + vEa
b) Einfiihrung der speziellen Parameter &= x,, n'= x,
Wegen der in Abschnitt a) bewiesenen Parameterinvarianz

koénnen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit spezielle Para-
meter einfihren, und zwar

(2.10) 5’: xl’ ’)7,= x2_
Dann liefern die Gln. (2.5)
9 s _ 2
Ox, N 0x, :
: ()15 90 2
(2.11) mit D = =228 = dy—pu? 5= o.
(%1, ¥2)
L, i o
ox, & oxy #

c) Jede H-Abbildung erfiillt die Bedingungen (2.3)
Aus den eine /7-Abbildung definierenden Bezichungen

a9 ap

y1=—"7’=—"ax2, y2=u=_'r)_x1_’

in denen ¢ eine Funktion mit stetigen zweiten Ableitungen ist,
folgt sofort
0y G g 0y,

n= = = — == = M.

0xy - 0z, 02, o0x, 0x, 0x,
Die GIn. (2.11) sind also erfiillt.

d) Jede Abbildung, welche die Bedingungen (2.5) erfiillt, ist eine
H-Abbildung

Wir beniitzen wieder anstelle der Bedingungen (2.5) die speziel-
by s
ox, 0x, PO
fort die Existenz eines vollstindigen Differentials

len Bedingungen (2.11). Aus diesen folgt wegen

(2.12) dp = yodx, — y,dx,.

Es existiert also eine bis auf eine additive Konstante festgelegte
Funktion ¢, aus der sich

op op
Y=

oxy Yo = ox,

ergibt.
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3. Besondere Kurvennetze bei H-Abbildungen

Wenn bei der Parametersubstitution (2.6) sich in den Gln. (2.8)
entweder u' = 0 oder I’ = » = o ergibt, wenn sich also die
Gln. (2.8) entweder zu

(3.1) pe=Ar,, —9p =91, miti»' o0
oder zu
(32> Der = UFgs Dy = ULy mit [LL, +o0

spezialisieren, nennen wir die sich entsprechenden Netze der
Parameterkurven £ = const, ' = const in der x;, x,-Ebene und
der y,, ¥o-Ebene im ersten Fall reziprok-parallel und im zweiten
Fall anti-parallel. Mit

£.dE + & dny = o, also &1 & = —dn,: d&; flir E'(§, ) = const
und
7. dE, + m,dn, = 0, also 1, = — dny: 4, fur ' (€, ) = const

erhilt man aus den Gln. (2.9) als Differentialgleichung fiir die
beiden Kurvenscharen reziprok-paralleler Netze (u" = 0)

(33)  Ad&dEy + p(déidny -+ dEydny) 4 vdndn, = o

und als Differentialgleichung der Kurvenscharen eines Paares
antiparalleler Netze (A" = »" = 0)

(3.4) AdEdER — 2pdEdEdnydny; + vdndnt = omit7 = 1 und

= 2.
Hieraus ergeben sich folgende Sitze:

Bei jeder H-Abbildung gibt es unendlich viele Paare rezi-
pro&-paralleler Kurvennetze. Die eine Schar der Netz-
kurven kann belicbig vorgegeben werden, wobei allerdings
(3.5)  die der Gl (3.4) geniigenden Tangentenrichtungen ver-
boten sind. Die andere Kurvenschar ist dann durch die
Differentialgleichung (3.3) festgelegt.

Bei H-Abbildungen mit D = v — p* < 0 und nur bei
diesen gibt es anti-parallele Kurvennetze, und zwar exi-
stiert bet jeder solchen Abbildung gena ein Paar anti-par-
(3.6)  alleler Kurvennetze. Die Netzkurven sind die Integral-
kurven der Differentialgleichung (3.4). Nach den Gln.
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(1.8) und (2.11) st D < o dann wund nur dann erfiillt,
wenn das Kriimmungsmafl der Fliche xg = @(xy, x,)
negariv ist.

Nach den Gln. (2.11) ist 2 < 0 auBerdem kennzeichnend fiir
gegensinnige Abbildungen, d. h. fiir Abbildungen, bei denen der
Umlaufsinn einfach zusammenhingender endlicher Bereiche
umgekehrt wird. Infolgedessen ergibt sich aus Satz (3.6):

Bei einer H-Abbildung existiert cin Paar anti-paral-
3.7) leler Kurvennetze dann und nur dann, wenn die Abbil-
dung gegensinnig ist.

Satz (2.4) ist erfiillt, wenn von einer Abbildung feststeht, dal3
ein Paar reziprok-paralleler oder cin Paar anti-paralleler Kurven-
netze existiert. Man hat also folgenden weiteren Satz:

Line umkehrbar eindeutige Abbildung der xy, x,-FEbene
auf die y,, vy-FEbene mit stetig differenzierbaren Abbil-

(3.8) dungsfunktionen y(xy, xy) und vy(ay, x,) ist etne H-Ab-
bildung, wenn ein Paar reziprok-paralleler oder anti-
paralleler Kurvennetze cxistiert.

4. Geometrische Kennzeichnung der reziprok-parallelen
und der anti-parallelen Kurvennetze

Aus den Gln. (3.1) ergeben sich fur reziprok-parallele Kurven-
netze folgende kennzeichnenden Eigenschaften (Fig. 2):

Fig. 2: Reziprok-parallele Kurvennetze
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In entsprechenden Punkten der x,, x,-Ibene und der
V1, Vo-Ebene sind die Tangenten der einen Kurvenschar
(& = const bzw. v = const) parallel zu den Tangenten
der jeweils andeven Kurvemschar (v = const bzuw.
& = const). Die Tangenten Ilings einer Netzkurve
(,,Lingstangenten'') sind also parallel zu den Tangenten
der andeven Kurvenschar lings der entsprechenden Netz-
Furve (,,Quertangenten').

Aus den Gln. (3.2) ergeben sich flir anti-parallele Kurvennetze
folgende kennzeichnenden Eigenschaften (Fig. 3):

In entsprechenden Punkien der xy, xy-Ebene und der
V1, Vo-Lbene sind die Tangenten beider Kurvenscharen
(& = const bzw. v = const) parallel zi den Tangenten
der jeweils entsprechenden Kurvenschar (& = const bz,
0 = const). Auflerdem sind die Tangenten der Diagonal-
kurven. U = f(&) + gy") = const, V = f(&) — g’
= const, wobei f (') und g(n') willkiirliche stetig differen-
zierbare Funktionen sind, parallel zu den Tangenten der
Jeweils anderen Diagonalkiurvenschar V = const bzuw.
U = const. Die Diagonalburvennctze U = const, V =
= const sind daher reziprok-parallele Kurvennetze.
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Den letzten Teil des Satzes (4.2) sieht man folgendermaflen ein:
Bei der Parametersubstitution U = f(&') 4 ¢g(n"), V = f(¢') —
— g(n’) transformieren sich die Gln. (3.2) wegen

2 SR8 3 B P _dpfs .0
w = rtw) =l
in die Gleichungen
Yo = MFy Y=y

also einen Spezialfall der Gln. (3.1) mit A’ = p', »' = —u'.

5. Legendre-Transformation
Mit Ricksicht auf die Gln. (1.4) folgt aus

d(xy yy—2ay1) = Yodxy — y1dxy+x1dyy — xpdy, = dp(xy, %) —
— (2o dyy — 11dy3),
daf3 auch
dx(yy ¥e) = x2dyy — x21dY,
ein vollstindiges Differential ist. Zwischen der x;, x,-Ebene und

der y,, ¥,-Ebene bestchen sonach die Beziehungen der Legendre-
Transformation

a 7]
dp(xy, %5) = Yodxy— y1d%,, 31503’1:—3—;{;; }’2=—3£',
(5:) . .
dZ(J’l: Vo) = Xpdyy — x1dy,, also x1=—7y':, KXo = 3}"1
und
(5.2) P (g, %p) — 1 (V1 Vo) = X1Ya — V1,

ofern man bei @ und y ber die beliebigen additiven Konstanten
passend verfligt.

Man kann diese Beziehungen auch im Rahmen der #n/finitesi-
malen Fldchenverbiegung' deuten: Wir gehen von der Ebene in
den Raum und setzen

(53) I_= (xD x27 O)) 1) — (}’1) J’2, O); ,_: e (O) O} —‘(I’),
t) L (O, O, - X)

1 Vgl z. B. R. Sauer: Projektive Liniengeometric. Walter de Gruyter, Ber-
lin-Leipzig, 1934, 9. Kapitel.
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Dann bestehen die Beziehungen
(5-4) drdy = dydy = o,
(5.5) dr=1y X dr, dy=rp X dy.
Hiernach sind die Deformationen
(5.6) * =71+ e, v* =1y - ep mit e = const

fir ¢ — 0 nfinitesimale Verbiegungen der x,, x,-Ebene und der
1, ¥o-Ebene. Der zugehorige Drekriff und Verschicbungsrif ist
im ersten Fall durch v und y und im zweiten Fall durch r und r ge-
geben.

Man beachte, daB3 die durch die Gln. (5.6) definierten infinitesi-
malen Verbiegungen mit willkiirlichen Funktionen ¢ (%, #,) bzw.
% (71, v2) sich nicht aus Verbiegungen der x;, x,-Ebene bzw. der
1, ¥o-Ebene in abwickelbare Flichen (= Tangentenflichen, Ke-
gel, Zylinder) herleiten lassen,



