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C a u c l i y  h a t  im  J a h r e  1 8 2 7  m it  H i l f e  d e r  v o n  ih m  b e 

g r ü n d e t e n  R e s i d u e n r e c h n u n g  e in e  B e w e is m e t h o d e  f ü r  d ie  v o n  

F o u r i e r  u n d  P o i s s o n  a u fg e s t e l l t e n  R e ih e n e n t w i c k l u n g e n  f ü r  

s o g e n a n n t e  w i l l k ü r l i c h e  F u n k t i o n e n  a n g e g e b e n ,  d ie  n i c h t  n u r  

d ie  g e w ö h n l i c h e n  h a r m o n is c h e n  t r ig o n o m e t r i s c h e n  R e ih e n  in  

s i c h  s c h l i e ß t ,  s o n d e r n  a u c h  d e n  a l lg e m e in e r e n  F a l l  d e r  u n 

h a r m o n is c h e n ,  d . h . s o l c h e r  t r ig o n o m e t r i s c h e r  R e i h e n ,  b e i  

w e l c h e n  d ie  P a r a m e t e r  W u r z e l n  i r g e n d  e in e r  v o r g e s c h r ie b e n e n  

t r a n s z e n d e n t e n  G l e i c h u n g  s i n d .1)  S e in  B e w e is , d e r  im  e in z e ln e n  

e i n i g e  I r r t ü m e r  e n t h ä l t ,  w u r d e  v o n  A .  H a r n a c k , 2)  u n d  

n a m e n t l i c h  v o n  H e r r n  E .  P i c a r d 3)  e n t s p r e c h e n d  u m g e s t a l t e t ;  

b e id e  s e tz e n  d a b e i  v o n  d e r  in  e in e  R e ih e  z u  e n t w ic k e ln d e n  

F u n k t i o n  v o r a u s , d a ß  s ie  in  d e m  I n t e r v a l l ,  w e l c h e s  b e t r a c h t e t  

w ir d , d e n  b e k a n n t e n  D i r i c h l e t s c h e n  B e d i n g u n g e n  g e n ü g t .

V o n  H e r r n  P r o f e s s o r  H .  B u r k h a r d t  m ü n d l i c h  d a r a u f  a u f 

m e r k s a m  g e m a c h t ,  d a ß  d e r  P i c a r d s c h e  B e w e is  s i c h  in  e in z e l n e n  

P u n k t e n  m i t t e l s  d e r  B e m e r k u n g  v e r e in f a c h e n  l a s s e ,  d a ß  n a c h  

H e r r n  C . J o r d a n  j e d e  d e n  D i r i c h l e t s c h e n  B e d i n g u n g e n  g e 

n ü g e n d e  F u n k t i o n  a ls  D i f f e r e n z  z w e ie r  m o n o t o n  w a c h s e n d e r  

F u n k t i o n e n  d a r s t e l lb a r  i s t ,  h a b e  i c h  a u f  d e r  G r u n d la g e  d e s  

C a u c h y  s e h e n  B e w e i s g a n g e s  e in e n  n e u e n  B e w e is  f ü r  d ie  g a n z e  

K la s s e  v o n  F u n k t io n e n ,  w e l c h e  e in e  s o lc h e  D a r s t e l lu n g  g e s t a t t e n

1) C a u c h y ,  S u r  le s  r é s id u s  d e s  f o n c t i o n s  e x p r im é e s  p a r  d e s  i n t é 

g r a l e s  d é f in ie s . E x e r c .  d e  m a th . 1 8 2 7  ; O e u v r e s  (2 ) , 7  (3 9 3  -  4 3 0 ) .

2) H a r n a e k ,  Ü b e r  C a u c h y s  z w e i t e n  B e w e iB  fü r  d i e  K o n v e r g e n z  

d e r  F o u r ie r s e h e n  R e ih e n  u n d  e in e  d a m it  v e r w a n d t e  ä l t e r e  M e t h o d e  v o n  

P o is s o n .  (F e b r .  1 8 S 8 .)  M a th . A n n .  3 2  (1 7 5  -  2 0 2 ).

3) P i c a r d ,  T r a i t é  d ' A n a ly s e  I I , 1 8 9 3 , G h a p . V I ,  I I  (1G 7 — 1 8 3 ) ; 2 . é d . 

1 9 0 5  (1 7 9  1 9 5 ) .

1*



4 Abhandlung: Ludwig Ilerwald 

(die Funktionen mit beschränkter Schwankung), ge- 
führt. Abgesehen von der dadurch erzielten Verallgemeinerung 
und Vereinfachung erhielt ich so namentlich auch einen Satz 
über die Summe der unharmonischen trigonometrischen Reihen 

an den Grenzen ihres Gültigkeitsbereiches, der bisher, wie es 
scheint, noch nicht bemerkt worden ist. 

I. Es sollen die allgemeinen Cauchy sehen Betrach- 
tungen1) angewendet werden auf den Fall: 

eine komplexe Variable, <f(s):F(ß) ganze transzendente Funk- 
tionen derselben, x ein reeller Parameter, und f(/i) eine reelle 
Funktion der reellen Variabein u ist. Über diese Funktion 

soll folgendes vorausgesetzt werden: 
soll im Integrationsintervalle xn < n < x eine 

Funktion mit beschränkter Schwankung2) sein. Eine 

solche Funktion läßt sich dort stets als Differenz zweier monoton 

zunehmender Funktionen darstellen; sie besitzt höchstens eine 
abzählbare Menge von Unstetigkeitspunkten erster Art und ist 
integrabel. 

Insbesondere umfaßt diese Voraussetzung auch den Fall, 
daß / («) im Integrationsintervalle den Dirichletschen Be- 

dingungen genügt. 
Damit die allgemeinen Betrachtungen von Cauchy hier 

anwendbar sind, muß folgendes gezeigt werden: 
O o ö 

*) Vgl. Z.J5. Picard, Traité d'Amdyse 11, Chap. VI, II. Art. 9. 
2) Diese Funktionen sind behandelt in : 
C. Jordan, Sur la série de Fourier. C. R. Ac. sc. Paris 92, 1881 

(228 — 230); Cours d Analyse I, 1S93 (54 01); — und sehr ausführlich in: 
E. Study, Uber eine besondere Klasse von Funktionen einer 

reellen Veränderlichen. Math. Ann. 47, 1890 (298—316). 

wo 
o (cos T -p i sin r) 



Herleitung unharmonischer trigonometrischer Reihen. 

Wächst die komplexe Variable z — nc'T so ins Unend- 

liche, daß ihr Modul (j in der (passend gewählten) Reihe 

p,, p2, (o-’+i > Q>) 

bleibt, so konvergiert der Ausdruck 

(2) 

5U) - 5(—_f) 
9 

X 

^0 

"> /'(/<) dji 

lerir-,) 

2 >’(--) 

il*-f (ti) d it 

1 gii* —*0) 
•2 IG>) 

1 '/>(—*) 

2 7'X-^) 

s \ji .('o1 X(/() cd/t 

Al 

1 Ab) 'A 

Aj 

gleichmäßig gegen einen von r unabhängigen Grenzwert in 
jedem Bereiche der Variabein r, für welches 

-”<T< + 

71 

•> 

ist, und welches die Bereiche 

ri*1 — « < r < rfX -j- e (y. — 1, 2, 3, . . . />c) 

(wo e eine positive Größe bedeutet, die beliebig klein ange- 
nommen werden kann), nicht enthält. Dabei ist unter den 
r}*1 eine endliche Anzahl von Richtungen verstanden, in welchen 
jener Grenzwert nicht zu existieren braucht, falls nur der 

Ausdruck (2) in den ausgeschlossenen Bereichen überall end- 
lich bleibt. 

Für das eben beschriebene Verhalten gebrauche ich (in 

Übereinstimmung mit Herrn Picard) folgende Abkürzung: der 
Ausdruck (2) muß „im allgemeinen“ gegen einen von T unab- 
hängigen Grenzwert konvergieren, wenn s (immer in der an- 
gegebenen Weise) ins Unendliche wächst. 



5. Abhandlung: Ludwig Berwald G 

Den Beweis hierfür will ich in zwei Schritten führen. 

Zunächst beweise ich folgendes: 

1. a) Der Ausdruck 

(3) z j e~e{x~f (JI) d/t (x x0) 

•l'o 

konvergiert gleichmäßig gegen den Grenzwert f(x — 0),1) wenn 

z sich so ins Unendliche bewegt, daß sein Argument r der 

Ungleichung 
n 

9 
£<T< 

71 

9 
r 

genügt, wo £ eine beliebig klein angenommene positive Größe 

bedeutet. Ich will dafür im folgenden die abgekürzte Aus- 

drucksweise gebrauchen: Der Ausdruck (B) konvergiert für 

wachsende z gegen den Grenzwert f(x — 0), wenn z sich nicht 

gerade auf der imaginären Achse ins Unendliche bewegt, 

b) Der Ausdruck 

(4) z§e~
z<•" -T0)f(,u) d /( 0 > x0) 

•r0 

konvergiert für wachsende z gegen den Grenzwert / (xn 0), 

falls nicht gerade z sich auf der imaginären Achse ins Un- 

endliche bewegt.2) 

2. Die beiden Ausdrücke (3) und (4) bleiben für jedes der 

Ungleichung 

genügende r, also auch in der Umgebung der imaginären Achse 

und auf derselben endlich. 

b Falls der Punkt x eine Stetigkeitsstelle der Funktion /' ist, ist 
hierfür einfach f(x) zu schreiben. Analoges gilt weiterhin für /'(•<'o + O). 

-) Dieser Teil des Beweises, der bei Picard fehlt, ist wesentlich, 
wenn man Schlüsse auf das Verhalten der unharmonischen trigonometri- 
schen Reihen an den Gültigkeitsgrenzen ziehen will. 
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II. Durchführung des Beweises. 

1. a) Nach Voraussetzung ist: 

/' 00 = fi 00 — fi 00> 
wo /j und f, im Integrationsintervall 

xQ < ft < a? 

monoton wachsende Funktionen sind. Dieselben können immer 

so gewählt gedacht werden, daß sie in diesem Intervalle be- 
ständig größer als Null sind. 

Dann ist: 

z je "'l f(jj) du = z§c~£{x -fl)f\(/;)ä U — .rj‘c_z(J ~ '°/ij00! 
J'O *0 J'o 

und wenn 
Ze-z(x-,,) = P 4- () j 

gesetzt wird, so hat man: 

zje -*t* p (/t) <?/t = j PfyAji) dp -j- i§Qfx{p)dp (?• — 1, 2). 
*0 

r0 y0 

Da im Integrationsintervalle p («) integrabel, monoton 
zunehmend und größer als Null ist, kann man auf jedes der 
beiden reellen Integrale rechts den zweiten Mittelwertsatz der 
Integralrechnung1) in seiner einfachsten Gestalt an wenden, 

und erhält: 

/P P (,lt) d H = fy (X 

(a) "'1 

J Q P 00 dp = p (a; 
•'’0 

— 0) j Pdp, 

-n y- 

— 0) j* Q dp , 

l) Cauchy wendet in seinem Beweise an der entsprechenden Stelle 

den ersten Mittelwertsatz der Integralrechnung an, was unzulässig ist, 

da die bei ihm unter dem Integralzeichen verbleibende Funktion inner- 

halb des Integrationsintervalles ihr Vorzeichen wechselt. Infolgedessen 

macht er über die Funktion f(/i) keinerlei Voraussetzungen, während in 

Wirklichkeit die Resultate, zu denen er gelangt, nur dann gelten, wenn 

man über die Funktion /'(/<) beschränkende Annahmen macht. 
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wenn mit ,, und Mittelwerte der Variabeln im Inte- 
grationsintervalle bezeichnet werden. 

Nun sind die Integrale JPd /«, J Qdu bezüglich der reelle 

Teil und der Koeffizient von i im Integrale § z e~z(x~lC* dju; 

ferner ist: 

j' ze~c(x~fC) dfx = 1 —e—*(*-£;._*) (2 = lt 2; y. = 1, 2). 

Setzt man also, wie bisher 

z = o (cos T —(- l sin r) 

und trennt Reelles und Imaginäres, so folgt: 

(b) 

J P d /j, = 1 — e '' (x s
>-, x)cua T cos [o (x — y) sin i ], 

* A, y. 

x 

J Qdfi — e-s x)C08rsin [e (x — f;., x)sin rj, 

(1 = 1,2; « = 1,2). 

Macht man nun die Voraussetzung, daß z sich nicht auf 
der imaginären Achse ins Unendliche bewegen soll, daß also 

cos T I > 0 

ist, so hat man : 

lim j P d fi = 1 ; lim J Q du = 0 (x, l = 1, 2). 
n — -, 

wobei die Limiten in dem unter I besprochenen Sinn zu ver- 
stehen sind. 

Es folgt also unmittelbar aus dem zweiten Mittelwertsatz: 

X X 

lim j' P fy_(,u) cl il — fy_{x — 0); lim j‘ Q fK(//,) d fi = 0 

und daraus: 
(y. — 1,2; ) cos T I > 0) 

lim 
O ~ Jj 

^J- e «> f(/A.)d,u = f1(x — 0)—f2(x — 0)=f(x — 0) 

(I cos T > 0). 
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b) Seien die Funktionen /",(/«) und f2(/d) so beschaffen, 
daß im Integrationsintervall (x0x) 

o < /i O) < Gj ; o <fM<&* 

((/j, 6r2 feste positive Zahlen) ist; bezeichne ferner 6r die 
größere der beiden Zahlen Gv 6r2; endlich sei: 

fi O) = /i O) — O- ; /ii (/') = f2 (/') — 

Dann ist auch: 

/'(,«) = /i O) — Zu C“)> 

wo jetzt die Funktionen /i (/*) und hu Integrations- 
intervall (xax) monoton wachsend und beständig kleiner als 
Null sind. 

Fine Anwendung der dieser Voraussetzung entsprechenden 
Form des zweiten Mittelwertsatzes und eine analoge Rechnung, 
wie die unter a.) durchgeführte, führt unschwer zu dem Re- 
sultate: 

X 

lim z § £-*(.« — *iïf(jx) cl fi = f(x0 -j- 0), (] cos T j > 0). 
e ~ * r0 

2. Aus den Formeln (b) folgt sofort, daß sicher 

J Pdu < 2, J Q d u I < 2 (k,x = 1.2) 

ist, für jeden Wert von cosr(>0) und jeden Wert von o, 
also für jedes z, dessen reeller Teil positiv ist. 

Demnach folgt aus (a): 

J dJ
fx(jl)dfl < 2 f* (x — u), 

(x = 1, 2) 

j* Qfx (,«) du \ < 2 fy_ (x — 0), 
*Q 

und daher ist: 

X 

- j f.11 < 2 I y2 i fx (x — 0), 
s\i 
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somit schließlich : 

I j‘ e-^-"Y(/0 dp ! < 2 j Y 2 ) (/, {x - 0) + f2 (x - 0)), 
•‘ü 

also endlich. 
Analog führt man den entsprechenden Beweis für den 

Ausdruck : 

f(f') d /i. 

III. Nun mache ich außer den bereits in 1 aufgestellten 
Voraussetzungen noch folgende weitere Annahmen: 

a O 

Wenn s (in der unter I angegebenen Weise) ins Unend- 

liche wächst, soll : 

A) der Ausdruck 

ez U - a-u) (£) 
F (z) 

im allgemeinen gegen einen konstanten Grenzwert c‘ konver- 
gieren,1) 

B) der Ausdruck 

9’ (— f) 

F{ - z) 

im allgemeinen gegen einen konstanten Grenzwert c konver- 

Dann bleibt der Ausdruck (1) in der betrachteten komplexen 

Halbebene endlich und es ist im allgemeinen: 

lim    — 9 c' t (*o + 0) — 9 c / (* — 0). 

Die allgemeine Theorie von Cauchy ergibt infolgedessen 
die Gleichung: 

X 

(«) g c'/K + 0) - ~cf(x-0)=£ (x>x0), 

l) Diese Voraussetzung ist etwas allgemeiner als die bisher von 
allen Autoren gemachte, daß dieser Grenzwert gerade Null sein muß. 
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wo sich die Summation auf der rechten Seite über alle Wurzeln l 

der Gleichung 
F{*) = 0 

in der Weise erstreckt, daß immer alle diejenigen Wurzeln 
zusammengenommen werden, deren absoluter Betrag zwischen 

zwei aufeinanderfolgenden Termen der Reihe g,, g2, . . Qn, .. . 

liegt, und vorausgesetzt ist, daß diese Gleichung lauter ein- 

fache Wurzeln 2 hat,1) und die Kreise (o,,) so gewählt sind, 
daß sie nicht durch die Punkte 2 gehen. 

Ganz analog wie dieser Satz ergibt sich auch der folgende : 

Ist: 
•o 

( >) g (*) = JC*(j:- '*> fi/i) d U (.-r, > x), 

J 

wo z, l'1 (z), /i,f (/<) dieselbe Bedeutung besitzen, wie bisher, 
und y (z) eine ganze transzendente Funktion von z ist; und 
setzt man voraus, daß im allgemeinen 

C) 

D) 

m= 

lim 's}: = C"B 

ist, so gilt die Gleichung: 

iß) 
J Of(x + O)- - G"/ (*, 

r
i 

0*1 > x), 

"V C") d fi 

in welcher die Summation auf der rechten Seite wieder über 

l) Diese Beschränkung ist unwesentlich. Die Cauchysche Residuen- 
reehnung würde eine, obgleich nicht so einfache Darstellung auch fin- 
den Fall gestatten, daß I*’(r) u. a. auch mehrfache Nullstellen besitzt. 
Doch kommt dieser Fall bei den Problemen, die auf derartige Entwick- 
lungen fuhren, kaum jemals vor. 

2J Hier setzten gleichfalls bisher alle Autoren C — 0 voraus. 
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alle (als einfach vorausgesetzten) Wurzeln / von F(s) = 0 zu 
erstrecken ist. 

IY. Seien nun die Funktionen cp(z) und /(.: ) so gewählt, 
daß außer den Bedingungen B) und C) auch noch die weitere 

E) F(*) 

erfüllt ist, und sei das Intervall (x0x,) derart angenommen, 
daß für alle Werte der Variabein x innerhalb desselben1) 

die Bedingungen A) und D) zugleich bestehen. 
Dann folgt aus E) : 

lim 
/> = co 

/vif) 
U\*) 

da die Grenzwerte 

(<P(-S) + Z(~ 

*'(- 

lim 
> = GO 

und lim 
n — CTJ 

nach B) und C) existieren (höchstens gewisse Richtungen aus- 
genommen), gilt das gleiche auch von den Grenzwerten: 

lim -Lrß-z und lim ^ ; 
L. = »F(e) = 

wegen A) und D) sind diese letzten Grenzwerte aber im all- 
gemeinen Null,2) also die beiden ersten gleich 1; d. h. die 

Konstanten c und C sind im vorliegenden Falle gleich 1. 
Berücksichtigt man noch, daß (bei gleicher Bezeichnungs- 

weise wie oben) 

<pQ) + zW = F(X) = 0 

ist, so erhält man aus den Gleichungen («) und (ß) : 

lclf(xo + 0)~if\x-O) 
X 

(a,) = £ -p ^ * /'(,«) du (x > x0) ; 

*0 

*) An den Grenzen oc0, xt braucht das nicht mehr der Fall zu sein. 
2) Fie Richtungen r = A_ ' sind dabei den auszuschließenden zu- 

zLi zählen. 
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- 0) — > f(x + 0) 

iß l) v, T d) 
J- 

(x — /») /'(,") X' On > *) 

Addition ergibt das Resultat: 

/ («-0) + /'(« + 0) & 
f K + 0) 

()’) 
•' 1 

 f y f (n - 0) - Vj e*- "7X/0 d/* (»1 > O - 

U) 

wo sich die Summation auf der rechten Seite in der unter III 
angegebenen Weise über alle (als einfach vorausgesetzten) Wur- 
zeln l der Gleichung 

F(*) = 0 
zu erstrecken hat. 

Ist x insbesondere eine Stetigkeitsstelle der Funktion f. 

so ist in («,), (/>'j), (; ) statt f (x — 0) und f (x -f- 0) einfach f (x) 

zu setzen ; ebenso, wenn xn resp. xx Stetigkeitsstellen von f 

sind, statt f (x 0 - )- 0) und fix , — 0) bezüglich f (x0) und f («,). 
In dem speziellen Falle, dal.'s f an der Stelle« stetig, und 

c' = G" = 0 ist, erhält man die bei Picard1) gegebene Formel: 

x
i 

0h) fi
æ

) = — 2J jt,, y j <i'-(j:” /'(,«) dfi («, > x0). 
;t’o 

I)ie Formeln (y) und (;',) gelten, ihrer Herleitung gemäl.i, 
nur für alle x, welche der Ungleichung 

xa < X < xx 

genügen. 

Y. Es ist jetzt auf Grund der gegebenen Darstellung leicht, 
die Werte zu finden, welche die in (y) rechts stehende Summe 

77! P"'--"7'00''" 
•ro 

M A. Li. ()., j>. 17;>. 1. cd. p. 187, Formel (} 

(X j X0) 
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an den Integrationsgrenzen xa und xt selbst annimmt, falls 

nur die Voraussetzungen B), 0), E) und zwei den Voraus- 
setzungen A) und D) analoge erfüllt sind. 

Ich will dazu zunächst zwei allgemeinere Formeln ableiten, 

als deren Spezialfälle jene Werte sich ergeben. 

1. Für x = x0 reduziert sich die Formel («) (wie sich auch 
unschwer aus ihrer Herleitung verifizieren läßt), auf die Iden- 
tität 

und Formel (ß) ergibt den Satz: 

Hat man zwei ganze transzendente Funktionen / 

und F der komplexen Variabein z = oc'T so gewählt, 
daß F lauter einfache Nullstellen liât, und daß im 

allgemeine n 

(C, C“ Konstante) ist, und stellt f{x) im Intervall 

&'n < x < x1 

eine Funktion mit beschränkter Schwankung dar, so 
ist 

(xy >x0), wo die Summe links nach den (wieder als ein- 
fach vorausgesetzten) Wurzeln l von F (z) = 0 in der 
oben ausgeführten Weise fortschreitet. 

2. Ebenso folgt: 

Haben F, / und z dieselbeBedeutung wie im letzten 
Satz und ist <p{s) eine ganze transzendente Funktion 

von z, die so gewählt ist, daß im allgemeinen 

C) 

lim 7——r eztxi-^ = 0“ 
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A.) 

B) 

gditi-iol = c", 

ist, so gilt die Gleichung: 

(Æj > x0), die Summe links ebenso verstanden wie im 
vorigen Satz. 

3. Wählt man also jetzt die Funktionen cp und % so, daß 
die Bedingungen A,), B), C), DJ und E) zu gleicher Zeit er- 
füllt sind,1) so ist wieder c—C—1, und man erhält die 
beiden Formeln : 

welche die Werte der in (7) auftretenden Summe an den 
Integrationsgrenzen xn und geben. Diese Werte hängen 

also im allgemeinen von f{x1 — 0) und f(x0 -f- 0) zugleich ab. 

*) Es ist zu bemerken, daß die Konstante C“ der Formel D() von 

der Konstanten C der Formel D), und ebenso die Konstante e" der 

Formel A,) von der Konstanten c' der Formel A) im allgemeinen ver- 

schieden sein wird, da man doch als Intervall (.r0a\) das größte Intervall 

wählt, innerhalb dessen noch die Bedingungen D) und A) zugleich 

erfüllt sind. 
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VI. Beispiele. 

Zur Erläuterung der letzten Entwicklungen sollen schließ- 
lich noch zwei Beispiele angegeben werden: der Fall der ge- 
wöhnlichen F ou ri ersehen Reihe, und eine in der Theorie der 

Wärmeleitung mehrfach auftretende Reihenentwicklung. o o 

1. Bei der nach den Sinus und Cosinus der ganzzahligen 

Vielfachen des Argumentes fortschreitenden Fourierschen 
Reihe sind die Parameter die Wurzeln der transzendenten 
Gleichung: 

(6) sin n y — 0, 

welche durch die Substitution 

erfüllt man die Bedingung E) und erhält, wenn / im Inter- 
valle {xa, xn —j- 2 TT) eine Funktion mit beschränkter Schwan- 
kung' ist, aus (y) unschwer die Entwicklung: 

t/i=s (z = 6e
ir) 

in die determinierende Gleichung 

(6*) F(g) = es*‘—1 = 0 

übergeht. Durch die Annahme 

fix — 0) + fjx + 0) 

(?) 

J7o) J,” +* J/'C») cos v (x — fi) d fi, 

welche für alle 

xn < x < x0 —t- 2 n 

gültig ist. 

Da die Konstanten c“ und C“ in diesem Fall durch 

2 Oo + 2 .-r ~ .I-Q — 2JT) 

1 ( J cos r > 0) 



17 Herleitung unharmonischer trigonometrischer Reihen. 

trecrebeii sind, und der unter dem Limes stehende Ausdruck o O ' 

für alle 
n 

2 
^r< + 

71 
2 

endlich bleibt, so erhält man nach (dj) und (c,) als Wert der 
Fourierschen Reihe an den beiden Gültigkeitsgrenzen xa 

und xn -j- 2 Ti : 

(8) 
fjx0 + o tip^Q-y 2n — o) 

2 “ ’ 

übrigens ein bekanntes Resultat. 

2. In der Theorie der Wärmeleitung tritt mehrfach die- 

jenige unharmonische trigonometrische Reihe auf, deren Para- 
meter die Wurzeln der Gleichung 

(9) (co coj — y'1) sin a y -f- (co -f- co,) y cos ay = 0 

sind. Die Substitution 
yi = 3 

führt diese Gleichung in die folgende über: 

(9*) F (e) = ea* (3 + tu) (3 -f co,) -e~“‘(3— co) (3 — co,) = 0, 

und die Annahme 

cp (3) = — e a*(3— co) (3 - co,), x 0) = 0 + <o) C® + c«i) 

erfüllt die Bedingung E). Bedeutet /' im Intervalle (xn,x0 -f- 2 a) 

eine Funktion mit beschränkter Schwankung, so ergibt sich aus 
(}') nach längerer, jedoch leichter Rechnung die Entwicklung: 

(10) 

f (x — 0) -j- fix + 0) 

S 

x0 + 2a 
CD CD. 

2 ( (l CO COj CD -f- CO 

2 (co + CO,) V 

J f(ß) df> 

71 (co -f- co,) sin 2 civ — 2 (co -f- coj a v — 4 v sin3 a v 

ar0 + 2« 

• J* f Cu) cos r (a: — /«) cZ 11, 

*0 
Sitzungsb. d. math -phys. Kl. Jahrg. 1909, 5. Abh. 2 
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in welcher sich die Summation über alle positiven Wurzeln v 

der transzendenten Gleichung (9) erstreckt, und die für alle 

x0 < x < x0 2 a 
gültig ist. 

Die Konstanten c" und G" sind in diesem Falle durch 

' = 6'"= lim 
+ 

m
) (

s +•_ «,j 

{z — co) 0 — 0),) 

( I cos r j > 0) 

gegeben, und der unter dem Limes stehende Ausdruck bleibt 

wieder für alle 

endlich; die erhaltene Reihenentwicklung stellt also nach (d,) 
und («j) an den beiden Gültigkeitsgrenzen xg und xn -f- 'Ja 

die Funktion 

im f '(x„ + 0) + f(x0 -F 2 a - 0) 
2 

dar, wie die Fouriersche Reihe, welche man aus ihr durch 
Grenzübergang zu co — cot - oo und die Spezialisierung a = n 

erhält. 

Dieses Resultat gilt aber nicht mehr für den 
Grenzfall: 

coi — ca, co endliche Zahl, 

in welchem die gegebene transzendente Gleichung 

(12) co sin a y -j- y cos ay — 0 

und die entsprechende Reihe 

x0 + 2a •f0 + 2a 

lautet. 

l) Die Summation ist hier wieder bloß über die positiven Wurzeln r 

der transzendenten Gleichung (12) zu erstrecken. 
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In diesem Fall hat man nämlich: 

1 
c" = C“ = lim lim 

(z + tu) (z + W|) 
(z — tu) (s — tu,) 

( ; cos T J > 0); 

= + 1 

die Reihe (13) stellt daher an der unteren Grenze x0 die 
Funktion : 

f(x0 f 0) — f (xa + 2^ — 0) 
•2 ’ 

(14) 

an der oberen Grenze x0 + 2 a die Funktion 

(15) _ AEI + 0) — fixo + 2 o — 0) 

dar. 


