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Die Anderung des Mafistabs in einem Dreiecksnetz.
Von Sebastian Finsterwalder in Miinchen.

Vorgetragen in der Sitzung vom 14. Februar 1942.

Bei einem ebenen Dreiecksnetz ist diese Anderung eine schr
einfache Sache. Man indert die Seitenldngen im gleichen Ver-
hiltnis und behilt die Winkel bei. Die Koordinaten der Drei-
eckspunkte erfahren dieselbe Anderung, soweit sie Lingen sind;
Winkelkoordinaten behalten ihren Wert. Eine Neuausgleichung
ist fiir das gednderte Netz nicht erforderlich. Ganz anders ist es
bei der Anderung des MaBstabes in einem Dreiecksnetz, dessen
Ecken nicht auf einer in die Ebene abwickelbaren Bezugsfliche
etwa auf einer Kugel oder einem Ellipsoid gelegen sind. Ein
solches Netz ist einer dhnlichen Umformung ohne gleichzeitige
Anderung der Bezugsfliche iiberhaupt nicht fihig und, wenn
man die Vergréflerung irgendeiner Seite aus der vergréBerten
Basis unter Beibehaltung der Bezugsfliche streng berechnen
will, bleibt nichts tbrig, als eine Neuausgleichung vorzunehmen,
bei der die Dreiecksschlubedingungen den verdnderten Drei-
ccksflichen und den damit zusammenhingenden Winkelsummen-
liberschiissen angepaBt werden. Obwohl eine solche Neuausglei-
chung bei vorausgegangener Ausgleichung nach dem Boltzschen
Verfahren eine grundsitzlich einfache Sache ist, macht doch die
Neuberechnung der Koordinaten aus den gednderten Seiten und
Winkeln noch viel Umstinde, und es bleibt das Bediirfnis be-
stehen, bequem und iibersichtlich von den alten zu den neuen
Koordinaten {iberzugehen, namentlich dann, wenn der Betrag
der MaBstabinderung noch unbestimmt ist und erst, wie bei
der Feldermethode, durch Anpassung an Nachbargebiete be-
stimmt werden soll. Es ist auch noch eine zweite Form der Auf-
gabe der MaBstabinderung ins Auge zu fassen, die dann ein-
tritt, wenn die Abmessungen des Dreiecksnetzes zwar moglichst
ungeédndert bleiben sollen, dieses aber einer neuen Bezugsfliche

anzupassen ist, wie das z. B. beim Ubergang vom Besselschen
Miinchen Ak.8b, 1942 1 3
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oder Clarkeschen Ellipsoid auf das internationale Hayford-
sche Ellipsoid vorkommt. Da es dabei auf die Anderung des
GauBschen Kriimmungsradius in entsprechenden Gebieten bei-
der Bezugsflichen oder, genauer gesagt, auf das geinderte Ver-
hiltnis der Dreieckseiten zu diesem Kriimmungsradius ankommt,
liegt im Grunde die gleiche Aufgabe vor wie bei der MaBstabs-
inderung des Dreiecksnetzes, und auch dabei wird man sich
eine Neuausgleichung des Netzes und eine Neurechnung der
Koordinaten gern ersparen.

Das ist dadurch méglich, daB man im Falle der MaBstabs-
inderung das Gebiet der Bezugsfliche, das vom Dreiecksnetz
eingenommen wird, einer Abbildung unterzieht, die zwar nicht
streng ahnlich ist, aber der Ahnlichkeit doch méglichst nahe
kommt, oder im Falle der Anderung der Bezugsfliche unter Bei-
behaltung des Mafstabes die Deckungsgleichheit auf der neuen
Bezugsfliche nach Mdoglichkeit erreicht. Eine solche Abbildung
ist mit dieser Forderung noch nicht eindeutig bestimmt; man
kann ihr noch Bedingungen auferlegen, die sie auBler der Fast-
ghnlichkeit streng zu erfiillen hat. Denkt man sich das Drei-
ecksnetz mit einem Koordinatennetz {iberzogen, so kann man
verlangen, dal} eine Schar Koordinatenlinien streng dhnlich ver-
andert wird (lingentreue Abbildung) oder dal3 bei der Abbildung
alle Flichen im gleichen Verhiltnis verindert werden (flichen-
treue Abbildung) oder daf3- die Winkel, unter denen sich irgend-
welche Linien treffen, bei der Abbildung ungeindert bleiben
(winkeltreue Abbildung) oder dafl die geoditischen Linien des
Dreiecksnetzes wieder in geoditische tibergehen (geodétische Ab-
bildung). Alle diesc Abbildungen kénnen als Ersatz fiir die grund-
sdtzlich unmégliche dhnliche (oder kongruente) Abbildung gelten.

Fragen wir uns, mit welchen Mafstabsinderungen bei der An-
wendung zu rechnen ist, so gibt die Erfahrung, daB solche, so-
weit sie von unsicherer Basismessung oder von der Anhidufung
von Winkelmessungsfehlern herriihren, unter 1: 20000 bleiben
werden, wihrend Kriimmungsinderungen beim Ubergang von
einer Bezugsfliche zur andern wohl auf 1 : 5000 ansteigen kénnen.
Immerhin wird es fiirs erste gentigen, bei der Berechnung Glieder,
die das Quadrat dieser Verinderungen enthalten, zu vernach-
lassigen. Alle Abbildungen, die im folgenden in Betracht ge-
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zogen werden, entspringen folgenden Grundgedanken. Man bil-
det das Gebiet des Dreiecksnetzes mit méglichst geringer Ver-
zerrung auf einer Ebene ab, verdndert diese Abbildung streng
ahnlich, und zwar so, daB die dhnlich verdnderte Abbildung mit
der urspriinglichen méglichst zusammenfillt, worauf man diese
ahnliche Abbildung nach dem gleichen Gesetz, nach dem die
Abbildung in der Ebene erfolgte, auf die gekriimmte Bezugs-
fliche zurtickbildet. Damit die dhnliche Abbildung der Ver-
ebnung des Netzes mit dieser selbst moglichst zusammenfillt,
muB diese vom Schwerpunkt jener Verebnung aus ohne zusitz-
liche Verdrehung vorgenommen werden, da bei der Wahl eines
anderen Ahnlichkeitspunktes oder bei einer Verdrehung die
Summe der Quadrate entsprechender Punkte der beiden dhn-
lichen ebenen Figuren zunimmt, wie sich leicht erweisen 1408t.
Wenn es sich nicht um eine Anderung des MaBstabes des
Dreiecksnetzes handelt, sondern um eine moglichst kongruente
Anpassung an eine neue Bezugsfliche, so fihrt folgender Ge-
dankengang unter der Voraussetzung, daB3 es sich um ein Drei-
ecksnetz von méifBiger Ausdehnung handelt, zum Ziele. Man
denkt sich das kleine Gebiet der Bezugsfliche, auf der das Drei-
ecksnetz urspriinglich ‘enthalten war, sowie jenes der neuen Be-
zugsfliche, auf die es aufgepalit werden soll, chne Dehnung so
verbogen, daB es kugelférmig wird, wobei die entstehende Kugel
den GauBschen Kriitmmungshalbmesser erhilt und die geoditi-
schen Linien des Gebietes in GroBkreise dieser Kugel iibergehen,
die Lingen und Winkel aber alle erhalten bleiben. Auf diesem
Wege kann man dann (freilich nur genihert) eine die Neurech-
nung des Dreiecksnetzes ersetzende Abbildung auf eine solche
zweier Kugeln von wenig verschiedenem Halbmesser zuriick-
fihren. Es kann von vornherein als feststehend gelten, daB es
sich bei der MaBstabsinderung eines Dreiecksnetzes auf der
gleichen kugelférmigen Bezugsfliche einerseits und bei der Uber-
fihrung eines Dreiecksnetzes ohne MaBstabsinderung auf eine
kugelférmige Bezugsfliche von geandertem Halbmesser andrer-
seits um dieselbe geometrische Aufgabe handelt und aus der Lo-
sung der einen die der andern herleitbar ist, wobei das MaBstabs-
verhiltnis bei der einen durch den Kehrwert des Verhaltnisses
der beiden Kugelradien bei der andern zu ersetzen ist.
g
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Abbildungen in Polarkoordinaten.

Das Dreiecksnetz sei auf der kugelférmig verbogenen Bezugs-
fliche durch Polarkoordinaten mit dem Schwerpunkt als An-
fangspunkt gegeben. Die Polarradien p seien nicht gréBer als
300 km, so dal3 das Verhiltnis p : » den Betrag von 1 : 20 nicht
libersteigt. Dabei ist » der GauBsche Kriimmungshalbmesser im
Ursprung der Polarkoordinaten.. Das Netz wird nun auf ver-
schiedene Art auf die Beriihrebene im Ursprung abgebildet,
diese Abbildung im Verhiltnis 1 - £, wobei £ < 0,0002 bleiben
soll, vergréBert (fiir negative £ verkleinert) und dann auf die
gleiche Art auf die Bezugskugel zuriickgebildet. Der Polarradius
der ebenen Abbildung sei ¢/, jener der Ruckabbildung auf die
Kugel 2. Die Polarwinkel bleiben ungeindert.

1) Wir beginnen mit einer lingentreuen Abbildung der Polar-
radien Esistdann ¢’ =pund P=¢' (1 +4)=p(1 -+ £). Das Ab-
bildungsverhiltnis im Kleinen lings des Polarradius ist dabei

dp :
— =1 -+ k also konstant. Dagegen ist das Abbildungsverhiltnis

dp
. P
sin—
,
in der Querrichtung: P verdnderlich mit p. Wegen der
5
sin 4
,

Kleinheit von g kann man die Sinus durch die beiden ersten

”
p2
_ , . dS P 62
Glieder der Reihe ersetzen. Demnach wird: —=— — - =
s e 6f
672
PP (1+24)
62 02 2
=Q0+k) =0+ E1——( +2/e)) 1—}—»9 -]
? 67 67°
1___ - —
67‘2

: : 1 2 .
wobel 42 vernachlissigt und — - = durch 1+6E_2 ersetzt wird.
7

1_.._._

67’2‘
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Nach Ausmultiplikation und Vernachlassigung des vierten Po-

2
tenzen von ° erhalt man: z£= 1+ 4 (1—- ? o). Zwischen
r ds 37°

2
fi-liz 1+ /4 und d—§= 14+ 4 (1——-9—-) indert sich demnach das
dp ds 372
Abbildungsverhdltnis eines Linienelementes mit der Richtung,
da aus Symmetriegriinden die dullersten Werte dieses Verhilt-
nisses in die Richtung lings des Polarradius und quer dazu fallen
miissen. Dic gréfite Winkeldnderung erfahrt der rechte Winkel,
dessen Schenkel die Hauptrichtungen halbieren. Diese ist der
Spanne zwischen den dussersten Abbildungsverhiltnissen, in un-

2

serem Fall also Al gleich.
37*

2) Eine zweite lingentreue Abbildung der kugelférmig ver-
bogenen Bezugsfliche erhalten wir im Lotri} des Netzgebietes
auf die Bertihrebene im Schwerpunkt. Bei dieser Abbildung blei-
ben die konzentrischen Kreise um den Schwerpunkt erhalten,

nicht aber die Radien. Es besteht die Beziehung p'=7 sin 12
7
P
und nach Vergréerung der Abbildung mit1+4£ ¢ (1 + £)=#sin—
P
p :
Hieraus folgt: (1+£) sin ® —sin™. Durch Reihenentwickelung er-
» r

92 . P2

hilt man:

p2
Im Korrektionsglied v 2kamn man ohne Schaden P durch den
7

Niaherungswert p (14-4) und P2 durch p? (142 4) ersetzen, wor-
aus die Abbildungsbeziehung mit dhnlichen Vernachlissigungen

2
wie vorhin folgt: P=p (14 4) (1 4+ 3£ 2—). Das Abbildungsverhalt-
e

- . ap 2
nis lings der Radius wird hier e = 1-+£4 (1 + P—Z) Inder Quer-
) 7

richtung wird das Abbildungsverhiltnis
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. P p2

—_— 1 —

as " P 6
P e
' ysin® P —
v 672

P2
Im Nebenglied 1-—-6~—2 kann man P durch den Niherungswert
7

p (1-F£) ersetzen und erhilt schlieBlich nach den gleichen Um-
dS

formungen wie vorhin P 1} £ wie es den Voraussetzungen
s

der Ableitung entspricht. Die Spanne zwischen den #duBlersten

Abbildungsverhiltnissen und damit die groBte Winkelinderung
9 .

wird hier é% und ist dreimal so groB wie bei der vorigen Ab-
7
bildung.

3) Wir wenden uns jetzt der flichentreuen Abbildung zu und
leiten die Beziehung zwischen p und ¢’ aus der Tatsache her,
daBl die Cberfliche einer Kugelhaube gleich dem Inhalt eines
Kreises ist, dessen Halbmesser der Schne des kreisférmigen Halb-
messers der Kugelhaube gleich ist. Die zum Halbmesser p gehérige

Sehne ist aber 2 7 sin —p—, woraus p' =27 sin e folgt. Dem mit
27 27

1+ 4 vergréBerten Halbmesser des ebenen Kreises entspricht
dann bei der Riickabbildung auf die Kugel ein sphirischer
Halbmesser P, der folgender Gleichung geniigt:

P

(1+k)2rsin-P— =27sin—.
27 27

Durch Reihenentwickelung ergibt sich zunichst wieder:
2

2 P
(14+k)p — 2 l=p 1——-~—-) und nach Ersatz von P im
24 7% 2472

Klammerausdruck auf der rechten Seite durch den Naherungswert
247
woraus das Abbildungsverhiltnis lings des Polarradius zu

p (-+£) mitden tiblichen Vernachlidssigungen: P=p (1-44) (1 -{——1 i ),

P 2 :
oo = 144 (1—{— -p-—q) hervorgeht. Das Abbildungsverhiltnis in
3 477
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. P

n__.

_ .. as Py

der darauf senkrechten Richtung wird wieder: —— = )
s

¢ sin &

7

: aS o .
woraus durch Entwickelung —— =14 |1——] folgt. Die
ds 47> .

Spanne zwischen beiden Abbildungsverhiltnissen und damit die
2

gréfite Winkelverzerrung wird: £ p_o Bemerkenswert ist noch,
272

dafB das Mittel der duBBersten Abbildungs;ferhéltnissc genau 1+ £
wird, wihrend es in den vorangegangenen Fillen teils groBer,
teils kleiner als dieser Wert ist.

4) Fir die winkeltreue Abbildung wird zunichst die Kugel-
haube vom sphirischen Halbmesser p durch Inversion in die
Beriihrebene im Mittelpunkt der Haube abgebildet, woraus die

Bezichung ¢ = 27 tg ;Q_ hervorgeht. Durch VergréBerung von
27
¢ mit 1+ £ und Riickinversion folgt fiir P die Gleichung:

P P A . :
+Atg 5= tg-2 -, aus der nach dhnlichen Reihenentwicke-
r x

2
lungen und Vereinfachungen wie frither P=p(1 44 (1‘— 69—2)
=

folgt. Das Abbildungsverhiltnis ist hier in beiden Richtungen
aZP Z

das gleiche, nimlich & =1 + (1— 9—). Eine Winkelverzer-
dp 2%

rung im kleinen Bereich findet nicht statt, aber das VergroQe-

rungsverhiltnis nimmt nach auflen ab.

5) Bei der nun zu betrachtenden geoditischen Abbildung wird
die Kugelhaube vom Kugelmittelpunkt aus auf die Berithrebene
im Scheitel projiziert, wobei alle GroBkreise in gerade Linien
Ubergehen. Dabei besteht folgender Zusammenhang zwischen
dem sphirischen Polarradius p auf der Kugel und dem Polar-
radius p’ in der Berithrebene p’ = 7 tg p. Nun wird ¢’ im
Verhiltnis 1 4 £ vergréBert und dann auf die Kugel zuriick-
projiziert.
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Daraus folgt:
el P
+ktg—=tg —.
» »

Die nun anschlieBende Reihenentwicklung ergibt als Zu-
sammenhang zwischen P und p

2
P=p (1—}—/%(1——-2--9—2).
-,

)

Das Abbildungsverhiltnis lings des Polarradius wird
2
af—li =1 +k (1—2-9—), wihrend es quer dazu durch
do »?
a8 P 2 2
Il PR )= 14+ £ 2
s ¢ 372 72

ausgedriickt wird. Die Spanne zwischen beiden und damit die

2
groBteWinkelverzerrung wird 3 % % und istdamiterheblich gréfer
2 7

als bei den vorausgegangenen Abbildungen. Dabei nimmt das
mittlere Abbildungsverhiltnis nach auflen noch erheblich stir-
ker ab als bei der winkeltreuen Abbildung.

Abbildungen in rechtwinkligen Koordinaten.

Bisher waren die Punkte des Dreiecksnetzes auf Polarkoordi-
naten mit dem Schwerpunkt als Anfangspunkt bezogen und
die Hilfsabbildung in die Ebene, die dann einer VergréBerung
unterzogen wird, geschah auf die Beriihrebene im Anfangs-
punkt. Nun soll ein rechtwinkliges Koordinatensystem eingefiihrt
werden, dessen Achsen wieder durch den Schwerpunkt gehen,
aber die Hilfsabbildung soll nun auf den Beriihrzylinder an die
Bezugskugel lings der Abszissenachse erfolgen. Dieser Zylinder
wird dann in die Ebene abgewickelt und das damit verebnete Netz-
bild dhnlich vergréfert. Das vergréferte Netzbild wird hierauf
wieder zylindrisch verbogen und lings der Abszissenachse mit
der Bezugsfliche in Berithrung gebracht. Hierauf erfolgt die
Rickabbildung auf die Bezugsfliche, und diese soll als Ersatz
flir das zu vergrdBernde Dreiecksnetz dienen. Dabei konnen die
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Hilfsabbildungen der Bezugskugel auf den Beriihrzylinder nach
verschiedenen Gesetzen erfolgen. In nachstehenden Ableitungen
sollen die Soldnerschen Koordinaten des urspriinglichen
Netzes mit x (Abszisse) und y (Ordinaté) bezeichnet werden,
jene der zylindrischen Abbildung mit x’ ' und die Soldner-
schen Koordinaten des durch Riickabbildung vergrélerten Netzes
mit X und Y.

6) Wir beginnen mit der ldngentreuen Hilfsabbildung, die
durch 2" =z und 3 =y gekennzeichnet ist. Nach Vergroferung
mit 1 -+ 4 und Rickabbildung auf die Bezugskugel erhilt man
X=z(-+k Y=y(1-+£). Die Unformung des Dreiecksnetzes
besteht also darin, daB3 die Soldnerschen Koordinaten der Eck-
punkte in vergrofertem MaBstab auf der gleichen Bezugskugel
aufgetragen werden. Das groBte und kleinste Abbildungsver-
hiltnis liegt jetzt in der Ordinatenrichtung und quer dazu. In

Vg

cos

dS dX 2

der Ordinatenrichtung istes 1 -+ £und quer dazu —— = e
N

dx x
cos —
¥
. . ) . al
Durch Reihenentwickelung gelangt man zu -d——=1 + £ 1—-—-—2).
s 7

Die Spanne ’im Abbildungsverhiltnis und damit die groBte
2

Winkelverzerrung ist é'gg. Das Abbildungsverhiltnis nimmt im
-
Mittel mit wachsender Ordinate ab.

7) Es folgt nun die flichentreue Hilfsabbildung der Bezugs-
kugel auf den Bertihrzylinder, bei der die senkrechten Abstinde
der Dreieckspunkte von der Ebene des Abszissenkreises als Ordi-
naten in die Zylinderabbildung iibernommen, die dann durch

die Gleichungen 2’ = 2’ ' = 7sin 4 ausgedriickt werden. Aus der
72

im Verhiltnis 1 ++ %2 vergréBerten Hilfsabbildung gehen
dann durch Riickabbildung die folgenden Koordinatenbezie-
hungen fiir das veriinderte Dreiecksnetz hervor: X ==z (1 4 £),

sin = (1 + &) sin :—V;, welchletztere durch Reihenentwicklung auf
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Y=y +4) (1 + = ) fiihrt. Das Abbildungsverhiltnis lings der

d Y .
Ordinate wird == 14+ £ (1 -+ yn) Quer dazu errechnet sich’
v & ‘
das Abbildungsverhiltnis zu:

Y 2

cos- e
as rdXx 272 y°
_ e sl =2,
ds  ydx (t+4) pr T (1 "'”)

COSs S aere-

s 2=

Die Spanne zwischen beiden und damit die grofite Winkelver-
2

zerrung wird z,égl—z-, also doppelt so grof3 wic im Falle 6, aber das
>

mittlere Abbildungsverhiltnis bleibt 1+ 4 und ist lings der

Ordinate fest.

8) Bei der winkeltreuen Hilfsabbildung der Bezugskugel auf
den Zylinder gelten die aus der Merkatorprojektion abgeleiteten

2
Formelnx' =% ' =y (1 +6£_2) und fiir die Riickabbildung der
Vd
mit 14k vergroBerten Hilfsabbildung folgende: X = x (1 +4),
y2 2
Y(1+ : o) =(144)y (1—{—»63/-{;), wobei letztere durch Einfiih-
s

¥ (1 +2 A y?

fiir 14
6

schlieBlich

2

72
2

V=y (1 + £ (1——; 0)) ergibt. Das Abbildungsverhéltnis liangs
72

Y 2
der Ordinate wird o= = (1-}4) (1—--) Auf den gleichen Wert
5

fiihrt wie zu erwarten das Querabbildungsverhiltnis:

Y
cos -
dS 4dX s y*
oS’
=
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Das Abbildungsverhiltnis ist hier unabhingig von der Richtung,
eine Winkelverzerrung findet nicht statt, es nimmt das Abbil-
dungsverhiltnis mit der Linge der Ordinate ab. Eine geoditische
., Abbildung der Kugel auf den Hilfszylinder kommt nicht in
Frage, wohl aber kann man die durch Vermittelung der Hilfs-
ebene gefundene, durch Polarkoordinaten dargestellte geodatische
- Abbildung auf Soldnersche Koordinaten umrechnen und erhalt
dann die Formel

X=x (1—|-,é (1—\2g ’:2)) s (I-I—é (1_ 3x23—7}:22_3{?)),

Da aber die Koordinatenrichtungen hier nicht mit den Rich-
tungen grofter und kleinster Lingenverzerrung zusammenfallen,
hilt man sich bei der Erérterung der Verzerrungsverhiltnisse
besser an das frither Gesagte.

Die bisherigen Erorterungen bezogen sich auf die Aufgabe,
ein Dreiecksnetz auf der gleichen Bezugsfliche méglichst genau
dhnlich zu verindern. Wir wenden uns nun der Aufgabe zu,
ein Dreiecksnetz méglichst kongruent auf eine neue Bezugs-
fliche zu ubertragen, deren GauBscher Krimmungsradius aus
dem fritheren durch VergréBerung mit 1 4~ £ hervorgeht. Die
Ableitung der Formeln zur Berechnung der neuen Koordinaten
aus den alten beruht auf folgendem Gedankengang. Man bildet
die Kugelhaube, auf die das Dreiecksnetz bezogen war, auf eine
Hilfsebene oder einen Hilfszylinder moglichst verzerrungsfrei ab
und legt diese Abbildung an die vergréflerte Kugelhaube, worauf
die Riickabbildung auf diese erfolgt. Die Formeln der Riick-
abbildung gehen aus jenen der direkten Abbildung durch Er-
satz von 7 durch 7 (1 -+ 4') hervor. Es geniigt, das Ergebnis
dieses Gedankenganges in ciner Formeltafel unter Verzicht auf
die Wiedergabe der Einzelrechnungen niederzulegen. In dieser
Tafel sollen die Formeln zusammengestellt werden, die fiir eine
Verbindung beider Aufgaben gelten, wobei sowoh! eine Ver-
inderung des Maf@stabes eines Dreiecksnetzes wie ecine solche
des Kriimmungsradius der GauBschen Kugel erfolgt. Wird in
diesen Formeln &' = o gesetzt, so gehen sie in die abgeleiteten
Formeln fiir die Netzverinderung {iber, setzt man £ = o, so hat
man die Formeln fiir eine neue Bezugsflache.



Formeltafel fiir die Umrechnung eines Dreiecksnetzes auf den MaBstad 1 - k und den Kriimmungsradius r (1 4 k')

Abbildungsverhiltnis

Art der Abbild Koordinatenneuformun .
i EERE S im Radius quer dazu Mittel vg;:f:&;g
1) langentreu 02 o8 o

lings des Radius [P=7p (1 4- 4) 1+ £ 1+é—(é—k')§ﬁ L+ E— (k=X 670 —('é—/ﬁ")gﬁ

k=
- 2) langentreu 02 ot ot gl
8 & % quer zum Radius P=p(1+,é+(&'—fé’)-—;) 12 G—E) 1+ 4 1+/»’+(/5’—/3)7§ (h—&) -
g% 372 7 7 7
t=le
52 flachent Peol1 st ety LN bt pmt) (et B |1 42 ()&
£3 3) flachentreu =gl Y) e 17 a2l e e
s .8 .
— E 2 2
& & 4) winkeltreu P=p(1 +,{-—(,é—/c’)6p;§) 1+ E—(h—F) fr—‘- 1+ (B k) f’_é VA (f—E) ;’rg o
= 2 2
Ay
~ 202 202 2 a2 , 2
5) geoditisch P=p 1+’—"*("~'_k')'~pz‘ L h— () 25 1+/6~(11—/r:'),,p.2' ‘i-/c—(,é~é’)'opg‘ —('é—k)z'&a
g 37 7 27 47 27
g 6) lingentreu e P .yt
£ 72 7/ lingsderOrdinate | Y=y (14 4) 1+ 4 L4 A—(k—F") & 1AL —(b—F") pe= (b—#) =3
T+ . y -
=32 e N YR , 2
S % 7) flachentreu Y=y(1+é+(é—/é)33—r2) 1A+ (E—) Vs b b (k) Lo+ a (4—#) 2%
-
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Bei der Auswahl der anzuwendenden Formeln ist zunichst
die allgemeine Gestalt des Dreiecksnetzes zu beriicksichtigen. Ist
es nach allen Richtungen ungefihr gleich ausgedehnt, so kommen
die Formeln fur Polarkoordinaten in Betracht; {berwiegt die
Ausdehnung in einer Richtung, so sind jene fiir rechtwinklige
Koordinaten mit der Abszissenachse in dieser Richtung an-
gezeigt. Sodann ist es das mittlere Abbildungsverhiltnis, das
moglichst geschont werden soll, was durch Bevorzugung der
flichentrecuen Abbildungen geschieht, bei denen es dem an-
gestrebten VergroBerungswert 1 -- £ gleichkommt. Der Ge-
sichtspunkt mangelnder Verzerrung im Kleinen wird dabei meist
zurlicktreten miissen, weil diese mit durchschnittlicher Verzerrung
im GroBen verkniipft ist. Die langentreuen Abbildungen kommen
dem Bediirfnis nach Erhaltung der urspriinglichen Koordinaten-
werte entgegen und kénnen gewihlt werden, wenn die eintreten-
den Winkelverzerrungen zu vernachlissigen sind. Um eine Vor-
stellung von den zu erwartenden ZahlengréBen zu geben, sei ein
Beispiel gerechnet, das an der Grenze der zuldssigen Anwendung
steht.

Zahlenbeispiel

Ein abgerundetes Dreiecksnetz von 600 km Durchmesser, das
auf dem Besselschen Erdellipsoid mit 45° mittlerer Breite ge-
rechnet war, soll um /,549, verkleinert auf das internationale
Ellipsoid {ibertragen werden. Das Verhiltnis der GauBschen
Kriimmungsradien beider Bezugsflichen ist bei der Breite von
45° 1,0001553. Hiernach ist £ = — 0,000040 und £’ = 0,0001553
anzusetzen. Es wird £ — £’ = — 0,0001953. Das Verhiltnis p : »
ergibt am Rande des Dreiecksnetzes 300: 6377,36 = 0,0470414.

Wihlen wir die flichentreue Abbildung in Polarkoordinaten,
3

so gelten folgende Formeln: P — 7 = £p -+ (b — #') L; =
12 72

At p°
=|\t+—— ) P—p=p (—— 0,0000400 — 0,0000163 -) =
12 g8 r

= — 12,000 — 0,011 == — 12,011 m.

Das Abbildungsverhiltnis schwankt zwischen 1 — 0,00004013
und 1 — 0,00003987 und ist im Mittel 1 — 0,0000400. Die grofte
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Verzerrung eines Winkels zwischen zwei Kurven am Rande des
Triangulationsgebietes ist 0,0223 Bogensekunden.

Bei Wahl der geoditischen Abbildung wire die Formel
2

P —p =p {—0,0000400—0,0001302 Po—) anzuwenden gewesen, die
2

am Rande des Gebiets P — p =-—12,000 — 0,086 = — 12,086 m
als Radiusverinderung ergibt. Das Abbildungsverhiltnis
schwankt zwischen 1 — 0,00003957 und 1 — 0,00003978 und be-
trigt im Mittel 1 — 0,00003968. Die gréBte Winkelverzerrung
am Rande belduft sich bei der geoditischen Abbildung auf
0,067 Bogensekunden.

Angesichts der Zahlen dieses Beispiels liegt der Gedanke nahe,
daB3 es iberhaupt gleichgiiltig sei, auf welche Art man den win-
zigen Verzerrungen, die bei Anderung des MaBstabes oder der
Bezugsfliche eintreten, Rechnung trage und somit dieser Arbeit
der Boden entzogen seci. Das ist aber durchaus nicht der Fall.
Die hier vorgetragenen Abbildungen haben das gemeinsame
Kennzeichen, dall in den Reihenentwickelungen fiir (P —p):p

das Glied erster Ordnung in ® fehlt. DaB das nicht bei jeder
”

geometrisch einfach ableitbaren Abbildung der Fall ist, mdge
folgendes Beispiel zeigen. Ein zu vergréflerndes Dreiecksnetz sei
durch die geographischen Koordinaten seiner Eckpunkte ge-
geben. Was liegt da niher, als dal3 man bei der VergréBerung
die Koordinaten des Mittelpunktes festhilt und die Koordinaten-
unterschiede der Eckpunkte gegeniiber denen des Mittelpunktes
im gewtlinschten Verhdltnis vergréBert, um zu den Koordinaten
des vergroferten Netzes zu gelangen? Die rechnerische Ver-
folgung dieses Gedankens zeigt aber alsbald, dal dann Ab-
weichungen vom gewiinschten Ahnlichkeitsverhiltnis auftreten,
die Lagendnderungen von mehreren Dezimetern bewirken bei Ver-
hiltnissen, die mit den vorstchend entwickelten Formeln einige
Zentimeter betragen. Es liegt daran, dal} in den Reihenentwicke-
lungen Glieder erster Ordnung auftreten, die die Ahnlichkeit
storen.

Es liegt im Zuge der Zeit, Dreiecksmessungen lber méglichst
weite Rdume auszudehnen und einheitlich auszugleichen. Hier-
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durch werden sie ein fiir allemal auf einer bestimmten Bezugs-
fliche festgelegt, deren Abinderung aufs dulerste erschwert
wird. So wiirden die vorhin entwickelten Formeln fiir eine ein-
heitliche Ubertragung des deutschen Netzes auf das internatio-
nale Ellipsoid nicht ausreichen. Es bliebe da kaum etwas anderes
iibrig, als das grofle Netz in mindestens 4 Stiicke zu zerlegen
und jedes Stiick von seinem Schwerpunkt aus auf den neuen
GaulBschen Kriimmungsradius umzurechnen und die umgerech-
neten Stiicke auf der neuen Bezugsfliche nach dem Felderverfah-
ren wieder zusammenzusetzen. Von diesem Gesichtspunkt aus
wire es verniinftiger, den einheitlich auszugleichenden Dreiecks-
netzen von vornherein keine grofere Ausdehnung zu geben, als
es ein einheitlicher GauBscher Kritmmungsradius noch zulidft.
Die Umformung solcher kleinerer Dreiecksnetze nicht nur auf
einen neuen MabBstab und eine neue Bezugfliche, sondern auch
auf ein neues Azimut und eine Verschiebung des Ausgangs-
punktes lings des Meridians unterliegt dann keinen Schwierig-
keiten. Die Zusammenfiigung der umgeformten Dreiecksnetze
zu einem einheitlichen Ganzen ist nach dem Felderverfahren
immer noch mdéglich. Auf diesem Wege kann auch den
Schwierigkeiten, die der Einbeziehung zahlreicher astronomischer
Ortsbestimmungen im Wege stehen, am leichtesten begegnet wer-
den. Man darf nicht aus dem Auge lassen, daf z. B. im deutschen
Netz infolge der Mingel des alten Besselschen Basisapparates der
MaBstab um 1: 100000 schwankt, daB der Kriimmungsradius der
Bezugsfliche infolge der unsicheren Kenntnis der Erdabmessun-
gen und der ortlichen Geoidabweichungen um etwa 1 : 10000
unsicher ist und Meridianverschiebungen des Ausgangspunktes
um 50 m sowie Drehungen des Ausgangsazimuts um 1-2'’ durch-
aus moglich sind. Daher ist eine allzu starre Bindung der Mes-
sungen an eine bestimmte Bezugsfliche nicht ratsam, vielmehr
ist eine gelenkige Aneinanderreihung von gut ausgeglichenen
Dreiecksnetzen miBigen Umfangs vorzuzichen. Die Einzelglieder
solcher Reihen kénnen dann nach Bedarf neuen Erkenntnissen

entsprechend einfach abgeéindert und neu zu einem Ganzen ver-
bunden werden.



