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Die Flichen mit gegebener Form des Linienelementes.
Von F. Lindemann,

Vorgetragen in der Sitzung am 7. Juli 1923,

Wie ich in einer friiheren Abhandlung?) gezeigt habe, ist die
Benutzung der Parameter der Minimalkurven fiir die Behandlung
der Biegung einer Fliche von besonderem Vorteile. Dasselbe gilt
fiir das allgemeine Problem, alle Flichen zu finden, deren Linien-
element ds in der Form

ds? = edu® + 2fduv -} gdv® = 2 I'da dp

gegeben ist. Fiihrt man durch Losung einer gewdhnlichen Dif-
ferentialgleichung die Parameter o, f der Minimalkurven ein, so
lit sich das Problem auf eine Reihe von Quadraturen zuriick-
fihren. Die Hilfsmittel dazu sind in meiner fritheren Abhand-
lung gegeben; die damaligen Gleichungen in anderer Zusammen-
stellung und Reihenfolge benutzt, fithren bei passender Wahl der
willkiirlichen Funktion zum Ziele.

Ist eine Losung schon bekannt, so ergeben sich wieder
(vgl. unten Nr.10 ff.) die Gleichungen meiner fritheren Abhand-
lung; es werden aber einige Berichtigungen der fritheren Resul-
tate ndtig (vgl. unten Nr. 11).

1. Sind «, f die Parameter der Minimalkurven auf der Fliche,
so lassen sich die Koordinaten @, y, # eines Punktes dieser Fliiche
in folgender Form darstellen:

1) Vgl. meine Arbeit: ,Die Biegungsflichen einer gegebenen Fliche®,
Abbhandlungen der Bayerischen Akademie der Wissenschaften, math.-phys.
Klasse, Bd. 39, 1921; im folgenden kurz zitiert als ,Abhandlung®. Es wird
jetat 2w fiir 4 —;c geschrieben, so dali © an Stelle des Zeichens o' der
Abhandlung steht.
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. oW . aW
c=if [cosm Al da — cosin i - 5p (Z/)J,

r

1) y=i]f [Sin A 3313 da — s - 8;V dﬁ‘] ,

g= { (W.da 4 Wsdp) = W,

wo zwischen Z, 1, W die folgenden Gleichungen bestehen:

ey alg W, 24 EXe al

—tgw = . = 2°%_ cotg @ - - & VVE.
@ p ap 2a du du

du e dlg }Vﬂ. . 5 aa) el 3lg PV,L’

3 da T 3P ap = 3f
(3) h— = 2w;

w ist zu 2 konjugiert imagindr, also o rein imaginii'r. Die
vier Gleichungen (2) reduzieren sich durch (3) auf zwei Glei-
chungen (fiir 4z und st,), und von diesen ist wieder die eine Folge
der andern, da sie durch Vertauschung von i mit —i aus ein-
ander hervorgehen. Infolge dieser Gleichungen sind dz und dy
totale Differentiale. Aus (2) folgt ferner:

Das GaufBische Kriimmungsmat der Fliche (1) ist
1 82le IV Lot~ Dy it,
® T a0p = 2T -cosnte’)
und die Fundamentalgrofe F':
(6) = 2 cosm® o - W, W,
so da das Linienelement ds durch die Gleichung:
(6 a) ds* =2I'dadp

gegeben wird; hierbei sind (wie auch im folgenden) die Diffe-
rentiationen durch Indices angedeutet. Durch Elimination von
w aus den Gleichungen (2) ergibt sich die zwischen I7 und W
hestehende (schon von Bour aufgestellte) Gleichung:

W.aWep—Wig+ W Wyl Iy — W, . Fg— Wyg W, I,
(7 = I"—2W, Wg Fip, wo I'' = logI'.

1) In Gleichung (28) der Abhandlung fehlt der Nenner 2 auf der
rechten Seite.
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Sie wird von den drei Koordinaten @, y, # der Gleichungen (1)
befriedigt und ist ein besonderer Fall einer allgemeinen von Dar-
bhoux und Enneper aufgestellten Gleichung, die von den drei
FundamentalgroBen 14, I, G bei allgemeinen Flichenparametern
abhiingt, und die ich a. a. O. nach den Vorlesungen Ennepers
elementar abgeleitet habe, wiihrend Darboux zur Ableitung die
Theorie der Differentialparameter benutzten.

2. Uns beschiiftigen zuniichst die Gleichungen (5) und (6).
Erstere kann wegen (3) in der Form

)

geschrieben werden, oder in der Form:

2 dlag I 2 g I
q 7 , 1 5 — 5 [ Sie - Balilh I
) du (/'/’ tg o 2 af) ) ] (/'" t20 2 2 ) ’

3? lgF . ;.ﬂ Wy — ;.a wg
a3 cosin®m

man kann daher setzen:
algl’  3lgQ elg " _ dlge

(10) Z;tgo — ] lotgo + 4

8/{ T oep du du
Zufolge (6) 1st aber:
SIQS;F = —2wgtgw dlg ?;“ ”f/",
() ’ :
elg I alg W. W,
=20t T

also auch:
3lg 02 ,2lg W_“ U_'/,v

g+ mp) tgm = SI=E : :

(12) o oo
, (2,—(:))t<rcz)=algg— y e Wa Wy
& Lo da “‘ du ’

Besteht also zwischen 2 und o die Gleichung (8)
und ist die Gleichung (6) erfiillt, so gibt es eine Funk-
tion 2, die gleichzeitig je den beiden Gleichungen (10)
oder (12) geniigt.

Vertauscht man ¢ mit — ¢ und geht dabei Q in ' (a in g,
Zin y, o in — ) iiber, so ergibt sich ferner:

dlglm  3lgL algl’  3lg

(13) m.tgow+ 3 L wptgo — 1 2p = 3p

Sitzungsb. d. math.-phys. K1. Jabrg, 1923. 14
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__2lgt ,algW.W,

(tta — W) bg 0 =

(14 da # da ’
3 lg Q! Alg W, W
(g + wp) tgw = — o 4 1 -0 a»ﬁ——ﬂ.
Aus den Gleichungen (10) und (13) folgt
dlg 20 alg QL
5 — om = 2 hee — go = —2—"—
(l ‘)) (;'/g Allﬂ) tc w 3/)) ? ()(l A”“) to w Jda ’
und diese Gleichungen werden mit (11) identisch, wenn man setzt:
W, W; 1
Ol ot V. W, — o i 2 e — - =t —
(16) lg Q0 lgW. Ws—1gl', Q8 I 9 cosin® "

Um diese Gleichung (16) zu befriedigen und gleichzeitig
die Gleichungen (10) und (13) mit den Gleichungen (2) in Uber-
setzung zu bringen, hat man zu setzen:

(17) B 0 - s

Aus der ersten Gleichung (12) und der zweiten Gleichung (14)
erhilt man unter Benutzung von (16) und (11)

dlgQQ  algl’ algW.W,

by — g — 2 wp) tgw = 2 — 0,
(kg — 1p wg) tg w 3 + 3/ 2

ebenso, wenn man nach « differenziert; folglich:

(18) L— = 2wm, wie in (3).

Da g zu 2 konjugiert sein sollte, folgt hieraus, daf 4 und p
den gemeinsamen imaginiiren Teil w haben. Ist umgekehrt (18)
erfiillt, so ergibt sich aus (15) wieder die Gleichung (16), ndm-
lich 2cos®w 20" = 1.

Bestehen also die Gleichungen (8) und (6) und wird
2 gemib (17) bestimmt, so bestehen auch die Gleichun-
gen (2) und (3), und als Folge derselben ist auch (4) erfiillt.

8. Berechnet man 7. aus den Gleichungen (10), so ergibt

sich unter Beriicksichtigung von (17), wenn I ==lg I':
j g2 w, (3lgQ
lap = 1 ‘; t R =] ) }’ L
g (3“3ﬁ il ﬁ) ORY T it \ ap " "Iﬂ>
(19) 32 ]n‘ ) ‘ Q
= N AT L Mg 3l ! _t N
( dudf 1 "”) cotg sin w ( i 1717}, also:
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alg

t ]’n 1 ( 1’1, + I’“) 1 (; 31,‘.’;..(2
Cotgw- 1, g- = w, gl )= . (O = B
o 47 9sintm LAl sin2m\

af R

Es ist dies eine partielle Gleichung erster Ordnung
fiilr £, wenn I’ und o gegeben sind; sie ersetzt die Glei-
chung (8), da man A aus £ berechnen kann. Durch Vertauschung
von ¢ mit — i ergibt sich eine entsprechende Gleichung fiir €',
néiimlich:

. . L dlg ' dlg Q'
(20) Igsinw-cosm — (I ws+ Ipm,) = vy = — o
i 7 }

4. Sind I und » gegeben und ist / eine Losung von (8),
so st die allgemeine Liosung durch /- ¢ (w) gegeben, wenn ¢
eine willkiirliche Funktion hezeichnet. Zu jeder Lisung 2 4 ¢ (w)
gehort ein Wert Ig 2 + 7 (), und aus (10) ergibt sich:

2n ' p' () tg v = 7' (w).

Da der imaginiire Teil von Z gleich o sein soll, so muf ¢
stets eine reelle Funktion von o bezeichnen; es set @ = iq, und

v (@) == 1 (9), 7 (o) =@+ if, (9.
¢'(0) = =y (@i, 7' (w)=—if(+ /1.
Andert sich lg Q additiv um y (m), so verwandelt sich lg Q'
in lg Q' 4 f(g) — ifi(g) und es wird nach (13):

— i tgo = (=@ +ifi@) (—) = fil@ + if' (@),
dagegen nach (21):

— iy (@Qtge = (@ + ifi (@) (— ) = fil) —if' (@),
folglich f'(g) = 0. Nun ist nach (16) lg 2 4 lg Q' eine fest
gegebene Funktion von w, es mub also f(g) -+ if, (@) +7 (@) —if, (9
= 2f(q) = 0 sein.

Zu einem gegebenen Werte von o gehdren so unendlich viele
von einer willkiirlichen Funktion v (g) abhiingige Werte von A4

Ist aber 7 gegeben, so gehdren zu jedem Z unendlich viele
Werte von m, die von einer willkiirlichen Funktion f(p) abhiingen,
wenn 4 = p + o gesetzt wird. Wiichst tg o um 7 (p), so wichst
lg 2 um g (p), lg ' um ¢, (p), wobei zufolge (10) und (13):

(22) (=g, L =—91(p),

wenn f, zu f, g, zu g konjugiert ist, und nach (16):
s 14*
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9(0) + 9,(p) = 0,
woraus folgt, dafi ¢(p) rein imaginiir sein mull; ebenso ist dann
f(p) rein imaginir.

5. Wie zwischen W und @ und zwischen W und ¥, so mul
auch zwischen I und o eine Relation bestehen. Die Aufstellung
derselben scheint umstindlich zu sein; statt dessen kann man
Relationen zwischen I7 und einer Hilfsgrofie & aufstellen.

Die Gleichungen (17) sind nur moglich, wenn die Bedingung

QVF QVF
(23) %}S{I =2 5311: = W.z
erfiillt ist; andererseits folgt aus (2)
We.p = W.2stgw, also auch:
(24) Wolg+ Wpu. = 0, also auch: Q2715+ Q' ., = 0.

Die Bedingungen (29) und (29 a) sagen also wesentlich das-
selbe aus, ndmlich, daBl die Gleichungen (2) eine gemeinsame reelle
Losung W zulassen. In der Tat erhilt man aus (10) und (13):

(24a) Qs+ Qu)tgw =1 F;Q + Qp— 3 FL Q' — O,

und der Ausdruck rechts verschwindet wegen (23).
Da der absolute Betrag von £ durch. (16) gegeben ist,
kann man setzen

id -1
(25) Q ‘ ¢

= — =
V2 cosin »

wo 6 reell ist. Wegen (10) und (13) wird dann die Gleichung (23):

(26) 8"‘S (—51‘; F;—; + i (5/; + tg [OX (l)/;) —l— e id (l (),,, = }, ]’1,‘,, — tg [ON] (I),‘) =0,

Es geniigt ¢ der Gleichung, welche aus (19) oder (20) ver-
moge (25) entsteht, ndmlich:

(27) F.psinw-cosine = J (I wp 4+ Fpo,) + i (0,05 — 030,).

— e
V 2 cosin »

Sei zur Abkiirzung
(28) M:=)Fp+ids, N=}I,—id,, L ==logcosinom,
so erhalten wir aus (26) und (27):
Lpe® — Loe=# = ¢ M —e N,

(29) P
Ly N + L. M = — I';5sin* 0,
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und hieraus durch Auflssung:
L, (Meid4- Ne=#)y = — Figet’sin*w — N(Me*— Ne—%),

30
B0 (M Ne=i%) = — Fipe 0 sin* @ 4 H(M et — Ne- )

Die Elimination von L durch Aufstellung der Integrabilitiits-
Bedingung fiihrt zu dem Resultate:
3 (— Iigeidsin®*m — N(Me' — Ne—i9)
3p ( ’ Meid 4 Ne—#0 )
31 I Ize=sin®ow 4 M(Met? — Ne—')

du

Fithrt man die Differentiationen aus, so wird dies eme lineare
Gleichung zwischen S = sin®w, S, und S;; eine ebensolche Glei-
chung entsteht aus (27), wenn man die linke Seite mit cosin® w
= 1 — S multipliziert. Fiigt man in (27) auf beiden Seiten den
Faktor sin w cosin @ hinzu, so entsteht eine lineare Gleichung fiir
S(1—2S), S, und S;. Aus diesen drei Gleichungen kann man
S, S., S; berechnen; stellt man dann durch doppelte Berechnung
von S,.; die Integrabilitits-Bedingung auf, so entsteht die ge-
suchte, nur von I"abhiingige Differentialgleichung fiir o.

Partikulire Losungen derselben kann man immer angeben.
Die beiden Gleichungen (29) niimlich werden miteinander identisch,
wenn

(312) ¢ = oL, e = —pl,
Lse” — L,e=" = — o I'psin? w,
oder:
(31b) Lze™ + L,e= =10, IFusin®*o = — 2L, Ly,
0*L,Lg = —1.

Nun ist nach (25) und (17)
eV I = W,cosinw-V2, e "VF= W cosin o - V‘Z, also:
(Lpeit® + Loe=)V F = V2. cosin- (L We + L. Wp)

= — V2 cosinw - (wp W, + o, Wp) tg o,
und wegen (2):

(82) (Lgetd 4 Loe Y ign, VF=—7V2cosinw (wpita— o gy Weop.

Aus der ersten Gleichung (31h) folgt also das Verschwinden
von g tt, — w, Az, und damit geht die Gleichung (8) iber in
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(33) I g cosin? w = — 2w, wg,

d. h. in die zweite Gleichung (31b). Besteht also eine der beiden

ersten Gleichungen (31D), so gilt auch die andere, und es sind

dann die beiden Gleichungen (29) erfiillt, sobald eine erfiillt ist.
Setzen wir das Bestehen der Gleichung (33) voraus, so folgt

aus (8) nach obigen Entwicklungen die Gleichung w; pte — .23 = 0;

und hieraus gemifs (32) die erste Gleichung (31b), andererseits

vermdge (10) und (13):

lg 2 o, dlg & )

2p da !

= (w. I+ 03 F,) 4 i(w. 05 — wg0.) + 2w, 05 tg w;

, - 9
0= (0. s+ ws F') +

das ist aber wegen (33) wieder die Gleichung (27), die mit der
zweiten Gleichung (29) identisch ist. Gentigt also w der Glei-
chung (33), so sind auch die beiden Gleichungen (29)
erfiillt.
Definiert man eine Grofie v durch die Gleichung cosin o
~diw = dw, so geht (33) iiber in
F. 4+ 2w, = 0,

deren Charakteristiken sind (I'* = I7)p), q¢ = t;, p = w.):

. da _df __ —dwm _ —dp —dgq
(34) 2¢  2p 2I* It T Fp

Ist o gefunden, so muB 6 den beiden Gleichungen (29) ge-
niigen, und somit auch der ersten Gleichung (31h). Die Inte-
gration von (32) lifit eine willkiirliche Funktion in die Lisung
eingehen; 0 ist dann vollkommen bestimmt. Aus (25) findet man
daun £ und 2 aus (17) wird W bestimmt und aus (10) bzw.
(13) 72 und .

Durch Integration der partiellen Gleichung erster
Ordnung (33) erhilt man also eine Klasse von Flichen
mit gegebenem Linienelemente, die von einer willkiir-
lichen Funktion abhingen (also noch nicht alle gesuchten
Flichen).

Die Gleichungen (29) reduzieren sich auch aufeinander, wenn
die Bedingungen
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¢?=9N, e~ =—pM, ¢*M—e " N=— ol zsin*m, oder:
(35) Me?? - Ne—1? =10, Fgsino=-—-2MN

erfilllt sind; aber dann ergibt sich mittels obiger Umformungen:
MW, 4+ NW; =0 und hieraus unter Benutzung von (24a), (10)
und (12): 2725 1y — wppt, + . iz = 0; ferner aus (8):

Fscosin®w = — 2 (A tta + o, p),
und es wird

MN = — (i — wp) (tta + 0,) tg* 0 = (Ap pt.. + 0a wp) tg* o,
so dafi die zweite Gleichung (35) erfiillt ist. Die erste Glei-
chung (35) liefert eine partielle Gleichung erster Ordnung fiir o,
nimlich :

(36) QFy 40 e + QI —id)e i = 0.

Ist 0 gefunden, so ergibt sich o aus der zweiten Glei-
chung (35); es hingt also 6 von einer willkiirlichen Funktion
ab, o ist dann aber vollkommen bestimmt. Man findet auf
diese Weise eine zweite Klasse von Flichen, die das
Problem liésen, und zwar durch eine lineare partielle Glei-
chung fiir 0, wihrend die obige Gleichung (83) fiir o nicht
linear war.

6. Dab die Gleichung(7) infolge der aufgestellten Bedingungen
tatsiichlich erfiillt ist, liBt sich direkt in folgender Weise er-
kennen. Die Gleichung (7) schreiben wir in der Form:

1/‘,(4 “ 1‘f,)ﬂ o -‘/If(i ﬂ . T‘fuil , -Z(j/:' _ ”Q?ﬂ 1 -Z’T.a .]jz Fﬁ
W.OW, T Waw, T W, F T W, F I
Gy ( F _)) Plgl_ 3 lg I

W, “)aasp = T Faap

Aus (6), (2) und (3) folgt:

-”/'/4 @ _ 1Va il ) : nl TIfﬂ B __ 11/(4 I o al
w, = W, TEodtget o pt=— g Tt 2eptgo+ 1y
=l.tgw + F. = I'p—uptgo.
Sei t = tg w, so wird also die linke Seite von (37):
we
(Frt 2ty (Fp—upt)— (I 2 ) Ip— (Fp—pot) Fo - Fo Fg— «h; Ifr

Wwe : , .
= — . jug l:—’ “w, ”ff., = (g pto — Ao 1p) tg* w;
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wegen (5) stimmen folglich die beiden Seiten der Gleichung (33)
in der Tat iiberein.

7. Da das allgemeine Problem, alle Flichen mit gegebenem
Linienelemente (6a) aufzustellen, auf eine partielle Gleichung
zweiter Ordnung zuriickfithrt, so gilt dasselbe, wenn eine dieser
Flichen als gegeben betrachtet wird, d. h. wenn alle Biegungs-
flichen einer gegebenen gesucht werden; es ergeben sioh
indessen wesentliche Vereinfachungen Die Lisung dieser Auf-
gabe habe ich in der ,Abhandlung® in einer besonderen Form
erhalten, die sich hier in folgender Weise ergibt.

Es mogen die Buchstaben

(== W) fiir die gegebene Fliiche und bzw.
. » gesuchte

/." fty Oy Fe a, ﬂy z, Y,
uroon s
D, W, W, F,ap, &,

die bisherige Bedeutung haben. Dann ist nach (8):

AL Y

bl

3° lO‘F ARy — lg (]) W, — P, 2,
(38) S oo M Rl 2

dadf cosin® @ cosin? I8

Diese Gleichung libit sich in folgender Form schreiben:

(39) /D ()'(l t’G o — (I)IL tO‘ Q&)) == ?{ (/:ﬂ tg ) — (])ﬂ tg \1‘3);.
dua
es gibt also eine Funktion R, die den Gleichungen geniigt
lg : .
(40) D tgW=1,tgw + - 2 —E, Dptg I8 = Zptg o + a;ﬂk.
und durch Vertauschung von i mit —i, wenn R' zu I kon-
jugiert ist:1)
. alg B e dlg It
(40a) Yrtg W = uptgw — - ;ﬂ y Potg W = u,tgo — Y
Andererseits miissen analog zu (2) die Gleichungen
3lgt. dlg
g =25 — _ S.pok
(41) Dy tg B 3p v, tg I ¥

bestehen; und benutzt man die Gleichungen (2) auch zur Um-
formung der rechten Seite von (40) und (40a), so ergibt sich:
(42) t.=1iRW,, (p=—iRR'W;,

1) Die Gleichungen (40) und {40a) sind die Gleichungen (79) der Al-
handlung.
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wobel rechts zuniichst ein willkiirlicher konstanter Faktor stehen
kann; derselbe ist gleich i gewiihlt, um Ubereinstimmung mit
der Bezeichnung in der Abhandlung herzustellen. Die Koordinaten
& 1y, ¢ eines Punktes der Biegungsfliche werden

= [ [eosin @ RW,da+ cosin W- ' W,df],
43) = [[sin® RW,da--sin ¥- R W, df],
=i [RW.da— R Wsdf],
in Ubereinstimmung mit den Gleichungen (83) der Abhandlung.
Damit in (43) unter den Integralzeichen vollstindige Dif-
ferentiale stehen, muf aufier den Gleichungen (40) noch die Be-
dingung

(44) 3p du 0
erfiillt sein. Analog zu (24) muB auch die Gleichung
(45) D RW, — W, R W, =0

bestehen. HEs i1st in der Tat:
QRW, I Hv_‘i,:a -

(46) ap - tg W (P RW, — P, R Wp).
Es 1st ferner

(47) F=2%lpco8® W = 2W, W;cos?w,

oder R R cos? 8 = cos?w.

8. Hat A fiir die gesuchte Fliche dieselbe Bedeutung wie 0
fiir die gegebene Fliche, so ist, wenn man noch die Bezeichnungen:
2P=0 4+ VW, 2p=i4n, t=tgo, T=tg,

R=vrelv, R =yreir, ()=logd, q=logt

(48)

zur Abkiirzung einfiihrt, unter Benutzung von (10), (40), (40a)
und (25):
I)fg_Tz {,F;; + ll/; =_p[;t + l:(/’ﬁ = ,‘12-1’1;; —i— i()/,' + i(/‘/;,
Pu—,[= - gFrlr. + i ltz =prct+ é(pu = é‘F('l + i(srl, + iq-ru
(49a) A=0+4p:

Die Grie I hat der Differentialgleichung zu geniigen, die
sich aus (31) nach Obigem ableiten liBt. In diesem Falle aber

(49)
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kann 4 durch zwei sukzessive Gleichungen erster Ordnung ge-
funden werden. Nach (27) bestehen fiir o und 4 die Gleichungen:

(50) F"U? = .12 [Fv QJ + 1(% (3)7 Iw”/” - "" ['Z(” ()] + i ‘-,)a
wenn zur Abkiirzung:
(50 a) Lo 2] = [t v] = wuzp + vo 2
(s 72) = warp— vpge = — @ w)-
Die linke Seite der Gleichungen (50) erscheint dann in
der Form:

(51) Fiop={T,P)=(0p =@ P)T=I(@nt
und die zweite Gleichung (50) wird wegen (49a):
(51a) Fip= 31T, Q1+ (6 0) + i (€ 9);

und in dieser Form ergibt sie sich direkt aus (49) verméoge (51).

Aus (49) und (51) erhiilt man auch:
(51 b) ((L): P) T = -Wr:/)‘ = ((L?’ p) ¢ + i((L), (/1)1

und ebenso
(B5le) (@ P)T'=(@nt+i(g9) =L+ ig )

Eliminiert man (@, ) aus den Gleichungen (51 a) und (51 b),
so ergibt sich eine Identitit. Die Gleichungen (40a) und (40b)
sind eine Folge der Gleichung (38), vorausgesetzt, daf I einer
gewissen Bedingung geniigt, die sich ebenso ergibt, wie die Be-
dingung (19) oder (20) fiir 2 bzw. £2'; diese Bedingung ist
durch die Gleichung (51a) gegeben, welche wegen (49) durch
(51b) oder (51c¢) ersetzt werden kann.

Die Gleichung (47) wird wegen der in (48) eingefiihrten
Bezeichnung
(52) - r?cosin? W = cosin® w.

Die zu (18) analoge Gleichung ist eine Folge von (40) und
(40 a), aus denen man durch Subtraktion erhilt:
(D, =) =0u—1)t42r:, (Pp—p) T = p—1p)t+ 205,
wo ¥ = lgr.

Aus (52) erhiilt man weiter:

(52a) ro = W, T — w,.t rp = Wp T — wyt.
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Es wird also in der Tat
53) D, -V, =2, Ppy—V; =28W;, &—V=23.
Die Gleichung (44) wird:
(53a) W p(efrte=in)+W et (rptiqp)+ Wee™ ' (ri—ip.) = 0.
9. Die letztere Gleichung ist mit (51 D) identisch, wenn:
(53 D) Weelr = 0Q., Wge—ir = p @y,
2cosing - W,z 4+ W,etvwg -+ Wee=ivr, = o {(@, p)t — I},
also auch:
Wap(WeQu+ W Qp) -+ W We(Quig + W
=W.Wp{(Q, p)t — Fup}:
hierin ist nach (52a), (2) und (48):

Quriy+ Opre = [0, W) T —[Q, 0]t = 2 2. 28,

cosin® 98
W[ W, Q) =W. Wst(Q.rs— Qpu) =W. Wit {(Q p) + [© o]}
Setzt man dies ein, so ergibt sich:
Fgcosin? P = — 2, W,

Das ist aber die Gleichung (33). Durch den Ansatz (53 D)
findet man also dieselbe besondere Klasse von Biegungs-
flichen, die wir im Anschlusse an (33) aufgestellt hatten.
Sie hiingen nur von der Grofe I ab, nicht von den GréBen W, 2, u, .

Die Gleichung (53a) wird auch mit (51¢) identisch, wenn
die Relationen

— @, o],

(54) 0q,. = W. e, oqp=Wpe v, also W.qge'r — Wyqe=iv=0.
(54a) o{F.s—(q, P) Ty =W.ple'rt+ e i)+ Worieh 4+ Wrie ™'
erfiillt sind; die letzte Gleichung wird, wenn man p eliminiert:
(54b) {Fip — (g, )T W.Ws = Wes[ W, q] + W Wp[r, q],

und wenn man W mittels (2) eliminiert:

2,y

{I’uﬁ_ (Q1 1)) 1,} = (qra;'p’— q/fAll’L)t + [)llﬂ QJ = ](Y(:/)j + cos? w + [).'7 QJ’
also schlieBlich unter Benutzung von (51¢):
(54¢) g 228Dk L ] 4 i(g, @) = 0.

cos®
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Besteht umgekehrt die Gleichung (54 b) und die dritte Glei-
chung (54), so lifit sich ¢ so bestimmen, dal die Gleichungen
(53a) und (51¢) sich auf eine Gleichung reduzieren. Vermige
der dritten Gleichung (54) wird die Gleichung (44), welche mit
(53a) 1identisch ist: '

W LW, al + W Wl g + i (g, )t = 0;
so da wegen (54 b) auch die Gleichung (51a) erfiillt ist. Man
findet also eine besondere Klasse von Biegungsflichen der ge-
gebenen Fliche, indem man ¢ aus der dritten Gleichung (54)
und darauf ' durch die partielle Gleichung (54¢) herechnet;
W, D, ¥ ergeben sich dann aus (52), (40) und (40a).

Unendlich viele, von einer willkiirlichen Funktion
abhiingige Biegungsflichen der gegebenen I'liche findet
man hiernach durch LosungeinerpartiellenlinearenDiffe-
rentialgleichung erster Ordnung und durch Quadraturen.

Diese Flichen gehdren nicht zu den beiden Klassen, die wir
in Nr. 5 aufstellten und die zu der gegebenen Fundamentalgroie 17
gehdrten. Man findet daher alle, von zwei willkiirlichen
Funktionen abhingigen Biegungsflichen, indem man zu-
erst eine der beiden Klassen aufstellt, die sich zufolge Nr. 5 aus
der Grofe I7 ableiten lassen, und dann aus jeder dieser Flichen
gemifs den Gleichungen (54) und (54 ¢) weitere, von einer andern
willkiirlichen Funktion abhingige Flichen bestimmt.

Hiermit ist auch die Aufstellung aller Flichen mit
gegehenem Linienelemente auf die Losung zweier suk-
zessiver partieller Gleichungen erster Ordnung zuriick-
gefiibrt.

Aus (49) folgt noch:

(55) (p, D) I'= (p, ) 2.
Auch diese Gleichung kinnte man statt (51a) henutzen,

denn sie geht wie diese aus (49) hervor. Sie wird mit (53 a)
identisch, wenn: '

W,eir = o (p.t — P, T), Wgeiv = o(ppt — PpT)
= — {0 @, = —i0qp, also:
(etr 4 e iYW, 5+ eir Worg 4+ e Wi, = 0,

(55 a) ”r,,ye"’/ Pp iV;C”“l Vo = 0.
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Aus der zweiten Gleichung wird ¢, aus der ersten sodann

= lg » gefunden, je durch eine partielle Gleichung erster Ordnung.

Durch die beiden Gleichungen (55) findet man also alle

(von zwei willkiirlichen Funktionen abhingigen) Bie-
gungsflichen der gegebenen Fliche (1).

Daf die so gefundene Funktion £ der Differentialgleichung (7)

oder (37) geniigt, erkennt man in folgender Weise. Es ist nach

(47), (41) und (53):

,:au ‘-/z/; « ”ru 7 }V f
= — 2w, t+ 21,1 + —+
Lo e Wy
Wfl'l
— [l,t _l’ + 2 )\_‘5“ ’ J— 2 (l)at e ‘ll(Lt + TV;L
I/‘/(lll 7]
=D, T—J,t+- W+ Wenn t=tgw, I =tgly,
:n,:' s -”f/}f} g
ebenso: =T 4 ot W ferner:
‘/' I3

EL 1‘ oo TV'a « - F 7 "

LA = S =
F Iu+1!_ Wb =g~ — ks T LV+W
Sel also zur Abkiirzung:
]Vau - ~ IV} i
&=y —ht H= y tuwt

so wird die linke Seite der Gleichung (37):
S+ o TYSH-YT)—-66OH -1 -G+ 2.1

+60— M — — T (Y- b T,

s S [y
und denselben Wert nimmt die rechte Seite an, analog wie oben
bei Gleichung (37) in Nr. 6.

10. Als Beispiel betrachten wir die Biegungsfliichen der
Rotationsflichen. Isteine Rotationsfliche durch die Gleichungen
z =1 (a—p)-cos(a+p), y=1TI(a—p)sin(a+p), z2=>D(a—p),

P24 I+ =0
dargestellt, so ist (4 — i = 2 w) fiir die gegebene Fliche

Fi . FeyFR P, Fi*— T
tg mn = lp — — - hog = B

1" 1 <P -1‘_'2 + ]_’n:_u k] ]fv?, + ]"]‘2

1

1":20052(1) ”u” ’———4]—'1— l/’((l _ﬁ)7
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also I eine Funktion allein von a — g, die wir mit y(a — f3)
bezeichnen (vgl. § 5 der Abhandlung).

Aus (34) findet man die Gleichungen der Charakteristiken
in der Form:

2ap =a*—b—y, 2aq=a*+4by,
u—’r—ﬂzfd(;z-;fﬁ—{—c, aw =y da—dp)+¢,

wenn «, 0, ¢, ¢ Konstante bedeuten.

Ist v und somit o gefunden, so ist auch W und ¢ bekannt
und »' bestimmt sich aus (54 ¢).

Die am Schlusse von Nr. 5 angegebene Methode verlangt
die Losung der Gleichungen (55a), d. h. hier:

— (e e iy D (a — ) F (e'rrp— e~ i) D (« — ) = 0,
e gs e ire, =0.
Aus letzterer Gleichung findet man

wetr — fe=in = f(g),

wenn [ eine willkiirliche Funktion bezeichnet; fiir »' ist noch
eine lineare partielle Gleichung erster Ordnung zu lgsen. Soll die
neue Fliche wieder eine Rotationsfliche werden, so mui ¢ = =
und » = Konst. sein (vgl. § 6 der Abhandlung).

Die so gefundenen Flichen sind bekanntlich die Evoluten-
flichen der von Weingarten studierten Flichen, zwischen deren
Kriimmungsradien eine Relation bestebt; auch letztere Flichen
konnen demnach angegeben werden.

Versuchsweise machen wir den Ansatz:

(56) P= =)ot Fila— .

Zwischen den Funktionen y, und §§ bestehe die Bedingung:
(569) vile —F)Fla—F _ (‘w‘ 2 g
cos? Y, y Yy !

wo y == I" die gegebene Funktion von « — f# bezeichnet. Knt-
sprechend wird:

(57) n=Fa—pf 4 Fola—p),
(8) i—p=(a— T+ Fyla— )= Fola— ) =2v, =20.
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Hier ist 2 — ;¢ rein imaginir, ebenso a —f; also ist §
eine reelle Funktion von « — f, §, ist zu %, konjugiert imaginir.
Zwischen den vier Funktionen v, %, §, und §, bestehen die beiden
Gleichungen (56 a) und (58), so daf ¥ durch v, bestimmt ist und der
imaginiire Teil von §, gemif (58) sich aus § und y; berechnet,
withrend der reelle Teil von §, (und §,) willkiirlich bleibt.

Endlich findet man W aus (2) durch Quadratur:

(59) le W, = [ Jtgodf=—J[F@@—f)a
S Fila— ltgyia— p)-dp+ O,
wo ( noch eine Funktion von « sein kann; ebenso
60)  IgWp=—futgode = — J[§F—p-p
+ File—p)l tgy (a0 — f)-da - (7,
wo (' noch von f abhingen kann.
DaB die Gleichung (6), d. h. (e« —f) =2 W, W;cos® w
durch die Werte (59) und (60) tatsiichlich erfilllt wird, erkennt
man in folgender Weise: es ist

lgW.=a § §'(a—p)-tgy,-da—p)
+ I Fila — p)-tgy, - da — p),
lg W= —pJ & @—pgy, dla—p)
= Fila—p)-tgy, - dla —p),
also: lg W Ws = (« —p)-J, + J,

und hierin durch partielle Integration unter Benutzung von (56a):

'EZ%@>mtmf—fﬁw;wl@*m:%wyh“aﬁF
@=ﬂ&—m»mm—f@f—emﬁwdw—m
=@ F) ter, — S Qv —w—pHF) ot A=)
— (- %»tGV'-°vﬁng+ZﬁMthCKa +f(z/f2 )
= (§:-B)tgy - 2w tgy, -2lgcosy + ﬂ( -f)- a—]i a-fi).

Das letzte Glied der rechten Seite ist gleich log I und
somit wird in der Tat: log I = lg (2 W., Wy cos? y;) bei passender
Bestimmung der Integrationskonstanten.



Do
—
Lo

1. Lindemann

Aber hier ist noch die Bedingung zu erfiillen, daB W,da
+ Wsdp ein vollstindiges Difterential sei; das ist nur erfiillt,
wenn { (a — f) = Konst., und wenmn §, = F, = reell ist.

Fiir die Rotationsfliche der Kettenlinie ist F, =«

- cosin (« — ), wo a eine Konstante bezeichnet (vgl. § 12 der
Abhandlung), also

F=2I7"=y=2a* cosin®(« — f3).
Fiir die Kugel vom Radius 1 ist (vgl. § 5 der Abhandlung):

2
F=92F =g —f) = — o,

2 I v —4f cosin® (« — f3)

Da hiermit die Bestimmung aller Flichen konstanten Kriim-
mungsmasse auf partielle Gleichungen erster Ordnung zuriick-
.gefithrt ist, so ist damit indirekt auch die Integration der Diffe-
rentialgleichung

geleistet; vgl. meine frithere Arbeit in den Sitzungsberichten der
Akademie von 1922, S. 22. Damals hatte ich obige Gleichung (55)
noch nicht aufgestellt; deshalb miissen einige Angaben dieser
Arbeit iiber die Art der einzufithrenden willkiirlichen Funktionen
abgeindert werden.

11. Aus demselben Grunde leidet die Abhandlung an einer
Liicke, indem den willkiirlichen Funktionen der Lisung ein zu
grofier Spielraum eingeriiumt wurde, wie die Herren Liebmann
und Kommerell richtig bemerkten. Unter Hinzunahme der
Gleichungen (33) und (55) wird diese Liicke ausgefiillt, und unter
Benutzung der frither aufgestellten Gleichungen gelingt es doch
wieder, die Losung auf bekannte Probleme zuriickzufithren.

Die auf Seite 27 der Abhandlung iiber die Integration der
Gleichung s = sin z gemachten Angaben, welche Operationen zur
Bestimmung von R, R, @, ¥ auszufiihren sind, miissen auf Grund
der jetzt erreichten Resultate abgeindert werden.

Ferner ist als Ergiinzung zu der Abhandlung hervorzuheben,
dat die in § 7 derselben besprochene Schwierigkeit tatsichlich
nicht besteht; infolgedessen fiihrt das in § 8 angefiihrte Verfahren
zwar zu neuen Lisungen der Bourschen Differentialgleichung,
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aber nicht zu neuen Flidchen, sondern nur zu orthogonalen Trans-
formationen der gegebenen Fliche; man weist das durch ge-
schickte Anwendung der Relationen fiir die Koeffizienten der
orthogonalen Transformation nach, wie ich es fiir die Kugel tat.
Die Anwendbarkeit der von mir befolgten Methode der Variation
der Konstanten wird dadurch nicht gestort.

12. Endlich betrachten wir noch das Beispiel der Mini-
malflichen; eine solche Fliche ist dargestellt durch die Glei-
chungen (vgl. § 12 der Abhandlung):

=i [cos2a-A'da —cos2p-B'dp],
y=if[sin2u-A'da—sin2p -B'df], 2= A+ B,
wo A eine Funktion von «, B eine solche von / hezeichnet.
Es 1st
L=2u, wu=2p7, w = —f,
=2 A'B' cosin? (« — ).
Wiihlt man 4 und B als Variable, so werden die Gleichungen
z=1f[cos2U-dA—cos2B-d 1],
y=if[sin2A-dAd —sin2B-dB], z= A+ B,
I'=2cos*(A—B), w=A-—-2].
Die Gleichung {44) wird hier, da W4y = 0 ist:

3L | 3l 0
o " a4
man darf daher setzen
3l ‘ oL
=0 F=—3p

und dann erhiilt man aus (43):

o ' oL
S O d A — NI/ o
S—I[cos(f) ¥ dA—cos¥l 51 (Z])’],
—_ -1 31) 21 1778 91) 3 P
J/—f[sm(])-a——-dfl 51111-9]),.(113’], L= iP(4,B.

wo P eine rein imaginire Funktion bezeichnet. Es sind das die
Gleichungen (98) der Abhandlung, aber P ist nicht willkiirlich

withlbar, sondern geniigt der Gleichung (52)
Sitzungsb. d. math.-phys. KI. Jahrg. 1923, 15
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;fj —IE cosin® I = cosin® (a — f).

Die Gleichungen (55a) werden hier:
eit/ (,DB J— e——t'lp (PA — O, cf,/\ r}} + e [ 7."1 — 0.
Fiir die Bonnet-Schwarzschen Biegungsfliichen ist » = 1,
¢ = konst.
Die Integration geschieht analog wie bei den Rotationsfiiichen.

Es geniigt P auch den aus (38) und (40) folgenden Glei-

chungen (¥ = lgtg w):

2 g 2lgls 2lg Py
a)sm :Bj = % ap o Bﬂ( T + 2tg m)
- . 1() PU P Ig P ‘
__"’/‘ 9(1 +Qu( 73/; ‘]"2tg(l)>.
Verbesserung.

Seite 195, Zeile 10 und 6 v. u. Tdes: ,(55}° statt ,(19)".

Seite 195, Zeile 13 v. u. Lies: ,zwei partielle Differentiaigleichungen
erster Ordnung und eine Reihe von Quadraturen® statt .eine Rethe von
Quadraturen®.



