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Zur Theorie der unendlichen Kettenbriiche?).

Von Alfred Pringsheim.

Vorgetragen in der Sitzung am 2. Mirz 1918.

Im Anschluf an eine in diesen Berichten von mir ver-
Gffentlichte Reithe von Arbeiten, die sich mit der Theorie der
unendlichen Kettenbriiche beschiiftigen, mdochte ich im folgen-
den einige mir niitzlich erscheinende Ergiinzungen mitteilen.
Dieselben beziehen sich zum Teil auf eine zweckmiikigere
Anordnung und Gestaltung gewisser allgemeiner Konvergenz-
kriterien, zum anderen Teil auf die Konvergenz sogenaunter
eingliedrig limitdr-periodischer Kettenbriiche bzw. einer
noch etwas allgemeineren Kategorie, die ich als ,nahezu®
eingliedrig periodische bezeichnen mdchte. Darunter ver-

- @
stehe ich hier Kettenbriiche von der Form [?Jl, deren Teil-
zihler @, durchweg innerhalb einer gewissen Umgebung

)l Uber die Konvergenz unendlicher Kettenbriiche., 1898, S. 295.

[2] Uber ein Konvergenz-Kriterium fiir Kettenbriiche mit positiven
Gliedern. 1899, S. 261.

[3] I:_Jber die Konvergenz periodischer Kettenbriiche. 1900, S. 463.

[4] Uber einige Konvergenz-Kriterien fiir Kettenbriiche mit kom-
plexen Gliedern. 1905, S. 359.

{6] Uber Konvergenz und funktionen-theoretischen Charakter ge-
wisser ]in}}héi,r-periodischer Kettenbriiche. 1910, 8. 3.

[6] Uber die Konvergenz periodischer und gewisser nicht-periodischer
Kettenbriiche mit komplexen Gliedern. 1917, S. 221

Die betreffenden Arbeiten werden im Texte, soweit erforderlich,
mit [1]—[6] zitiert.
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66 A. Pringsheint

irgend einer hestimmten Zahl a liegen. Einen Satz iiber die
Konvergenz analog gearteter Kettenbriiche von der allgemei-

[+s]
a, . .
neren Form [-—’} hat zuerst Herr Perron in seinem Lehr-
1

buche?) (S. 280) angegeben, und Herr von Pidoll (welcher
den Satz, schon vor der Verioffentlichung, aus den Korrektur-
bogen kennen gelernt hatte) hat denselben (mit unwesentlichen
Anderungen der Formulierung) in seiner Dissertation?) (8. 36)
aufs neue bewiesen. Der von mir hier mitgeteilte entsprechende
Satz diirfte, wie ich glaube, nach Fassung und Beweis den Vor-
zug ganz besonderer Kinfachheit haben®) und liefert als un-
mittelbare Folgerung eine Behandlung des ,limitiir-periodischen®
Falles, die kiirzer und einfacher ist, als die frither von mir
angegebene?).

§ L

S I. Uber zweckmissige Fassung und Anordnung gewisser
Konvergenzkriterien fiir unendliche Kettenbriiche.

1. Withrend die Konvergenz bzw. Divergenz eines unend-
lichen Kettenbruches (einschlieBlich des besonderen Konvergenz-
bzw. Divergenzcharakters) keine Anderung erleidet, wenn man
ihn in einen iiquivalenten tiberfithrt, so zeigen gewisse Kon-
vergenzkriterien ein entgegengesetztes Verhalten, indem sie
bei irgend einem bestimmten Kettenbruche eine Entscheidung
liefern konnen, wiihrend sie bei unendlich vielen mit jenem
dquivalenten vollstindig versagen. Dies gilt insbesondere von

1) Die Lehre von den Kettenbriichen.“ Leipzig 1918.

2) ,Beitrige zur Lehre von der Konvergenz unendlicher Ketten-
briiche. Miinchen 1912.

3) Der Vollstiindigkeit halber sei noch bemerkt, daf Fassung und
Beweisfihrung des Satzes in Bezug auf die hier nicht berithrte Frage
nach der Gleichmiifiigkeit der Konvergenz fiir den Fall, daf die oben
mit @, nnd a bezeichneten Grofien Funktionen einer komplexen Variablen
sind, nach bekannten Methoden leicht ergiinzt werden konnen,

4) 5. [5], S. 86,
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einem hiiufig angewandten, fiir einen speziellen Fall zuerst von
Seidel und Stern aufgestellten, von mir auf Kettenbriiche
mit beliebigen komplexen Gliedern iibertragenen Kriterium?),

nach welchem der Kettenbruch {6;;] unbedingt konvergiert, wenn:
v ]l

(A) b, —la,l >1 =123 ...
Transformiert man aber den betreffenden Kettenbruch in

den ihm dquivalenten: {cl—al o b —] , so tritt an die Stelle
2

e,b’ el
der obigen Differenz fiir » > 2 die folgende:

o)+ (|00 —levani),

welche infolge der Willkiirlichkeit von ¢,_1, ¢,, auch wenn die
Beziehung (A) besteht, jede beliebige reelle Zahl vorstellen
kann. Nun habe ich zwar spiiterhin gezeigt®), daf man durch
passende Anwendung einer Aquivalenz-Transformation jene
Konvergenz- Bedlnguna in die folgende iiberfithren kann:

| p—1

®) Vo< wes,

welche fiir alle dquivalenten Kettenbriiche gleiche Wirksamkeit
besitzt®). Aber diese bis zu einem gewissen Grade zufillige
chronologische Folge der beiden Kriterien (A) und (B) er-
scheint doch keineswegs als die wirklich logische, da ja das
Kriterium (A), wie unmittelbar ersichtlich, einen speziellen
Fall (ndmlich: p, = |,)) von (B) darstellt. Aus diesem Grunde
hielt ich es neuerdings fiir wiinschenswert, an die Spitze der
ganzen Darstellung das Kriterium (B) zu stellen, dem ich nun-

1) s, [1], S. 311.
%) g, [3], S. 367.

a,
3) Indem ja der Ausdruck b lb ungeiindert bleibt, wenn
r—1"»
a, durch ¢,_ ¢, a,
br—l " ¢ bv»—-l
b, e b,

ersetzt wird.

(f)*



68 A. Pringsheim

mehr (mit gewissen, im wesentlichen schon frither von mir hinzu-
gefiigten vervollstiindigenden Zusiitzen) die folgende Form gebe:

" Der Kettenbruch [%ij (bei beliebigen komplexen
v ]l

a,, b, einschlieBlich a, = 0) ist wunbedingt konvergent,
wenn eine unbegrenzte Folge positiver Zahlen ¥,
existiert, derart dafi: ¥, <1 und fiir » > 2:

[0<z9 <1

) 1o<15;1b—i<.),,1(1-ﬂ)‘)

Dabei ist, falls a,| > 02) stets:
(M iFZ’TI< N

oy S1—9, b,

1.

auBier wenn durchweg:

I = 9, (1 —9)F 0 (»>2)
0,10,

und zugleich

b 00— 0. () _
(I 22:*‘ 11‘52193. Ay =+ >,
in welchem Falle die Beziehung besteht:

] a’”- “’_ —]; a’l
(1 {z,,.J‘— 11—, b,

Die unbedingle Konvergenz des Kettenbruches bleibt
auch noch im Falle #; = 1 erhalten, aufier wenn
die besonderen Bedingungen (IY) und (II') gleich-
zeitig bestehen: der Kettenbruch ist alsdann aufer-
wesentlich divergent®).

A 1

Dy
%) Ist ag = 0, so konvergiert der Kettenbruch gegen Null, ab-

gesehen von dem Einzelfalle, auf den sich die folgende Fufinote bezieht.

1) Der Vergleich mit der Bezeichnungsweise in (B) gibt: J, =

3) Bzw. von der Form -8—, falls ay = 0.











































































