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Der Transversalensatz fiir die Kugel

und fiir die hyperbolische Ebene.
Von Heinrich Liebmann in Miinchen.

Vorgelegt in der Sitzung vom 3. April 1937.

Der Transversalensatz, d.h. der Satz, dafl die Verbindungs-
strecken (4D, BE, CF) der Ecken A, B, C eines euklidischen
Dreiecks {4 BC} mit den Mitten D, £, F der Gegenseiten ein-
ander in einem Punkt S schneiden, wird durch Kongruenzsitze
und das Postulat von der Winkelsumme (« 4- -+ v = =) be-
wiesen, und es scheint zunichst so, als gelte der Satz nur fiir
die euklidische Geometrie.

Doch gilt er auch far die Kugel, was wohl meist durch trigono-
metrische Rechnungen bewiesen wird, und ebenso flir die hyper-
bolische Ebene, wobei der Beweis durch hyperbolische MalB-
bestimmung erbracht wird, die aber auch durch rein synthetische .
Betrachtungen ersetzt werden kénnen (Lit. 1 S. 87). Der Beweis
kann aber fiir die Kugel elementargeometrisch geleistet werden,
d. h. allein durch Bentitzung von Kongruenzsitzen und fast eben-
so ecinfach fur die hyperbolische Geometrie, in letzterem Falle
allerdings zunichst unter der beschrinkenden Voraussetzung, daB3
{4 B(} einen umschriebenen Kreis besitzt (§ 1).

Weitergehende Betrachtung erfordert der Beweis, wenn das
hyperbolische Dreieck keinen umschriebenen Kreis besitzt (§ 4).

Dabei wird immer dic Zentralprojektion des ebenen Dreiecks
beniitzt, einmal vom Mittelpunkt einer geeignet gewdahliten Kugel
des euklidischen Raumes aus, dann vom unendlich fernen Mittel-
punkt einer Grenzkugel des nicht-euklidischen Raumes, und der
Umstand, dal3 bei Zentralprojektion gerade Linien in Haupt-
kreise der Kugel bzw. Grenzkreise auf der Grenzkugel iibergehen,
auf der bekanntlich die cuklidische Geometrie gilt (Lit. 2 5. 12,
Lit. 3 S. 50).

In § 2 und § 3 werden die erforderlichen Hilfssitze der hyper-
bolischen Geometrie besprochen. In § 4 ist eine andere Grenz-
kugel als in § 1 zu wihlen, wie wir sehen werden.
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§ 1. Transversalensatz fiir die Kugel und gewisse Dreiecke
der hyperbolischen Ebene.

Die Kugel sei in einen cuklidischen Raum eingebettet, lA, B, C}
das zu untersuchende Dreieck; D, £, F die Mittelpunkte der
Hauptkreisbogen (BC), (CA), (AB) und O liegt auf der Senk-
rechten der Ebene AAC, die die Ebene im Mittelpunkt des um-
schriebenen Kreises trifft. Projiziert man zentral (von O aus) auf
dic Ebene ABC, so ist selbstverstindlich vorausgesetzt 4 = A,
B = B, C =C, wihrend D, E, F in die Mittelpunkte D, 72, I
von (BC), (CA), EF) iibergehn. Die drei Ebenen ODDA,
OLEEB, OFFC haben dann die beiden Punkte O und S = (4 D)
X (BLE) X (CF) gemein, also eine Schnittgerade, die die Kugel
in (AD) X (BE) X (CF) trifft, demnach gechen die drei Haupt-
kreisbogen (Transversalen des sphirischen Dreiecks) durch einen
Punkt S.

Dieser ganz cinfache und wahrscheinlich in manchem Lehr-
buch der Elementargeometrie enthaltenc Beweis des Transver-
salensatzes fiir die Kugel wurde vorausgeschickt, weil der jetzt
zu erbringende Beweis fur den Transversalensatz in der hyper-
bolischen Geometrie ganz dhnlich verlauft. —

Es sei {ABC} ein Dreieck der hyperbolischen Geometrie, das
einen umbeschriebenen Kreis mit dem Mittelpunkt 47 be-
sitzt. Man errichtet dann auf der Ebene des Dreiecks in A7
die Senkrechte M/ Ooco. Legt man die Grenzkugel durch ABC
und bringt die Verbindungslinien D0Oco, FOco, FOcc der
Mittelpunkte D, Z, F der Sciten des hyperbolischen Dreiecks mit
der Grenzkugel zum Schnitt (D, Z, ), dann sind D, Z, F die
Mittelpunkte des durch Zentralprojektion auf der Grenzkugel von
Oco aus entstandenen Grenzbogendreiecks {4BC]. Weil
aber hier die cuklidische Geometrie gilt, schneiden die Grenz-
kreisbogen (4D), (BE), (CF) einander in einem Punkt S, und
O S trifft die Ebene in einem Punkt S, in dem sich die Ge-
raden (AD),(BE),(CF) schneiden. Damit ist der Transversalen-
satz fiir das ebene Dreieck {4 BC} bewiesen.

Dieser Beweis gilt aber, wic gesagt, nur fir den Fall, dal3 das
ebene Dreieck ecinen umbeschriebenen Kreis besitzt, auch ist der
Vollstindigkeit halber hervorzuheben, dall nun nicht mehr wic
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in der euklidischen Geometrie (4.5) = 2 (SD), (BS) = 2 (SE),
(CS) = 2 (SF) ist.

Verschiedene Versuche, diesen Gedankengang auf den Fall zu
tibertragen, daB die Ecken des ebenen Dreiecks {ABC} auf
cinem Grenzkreis oder auf einer Abstandslinie liegen, waren nicht
durchfiihrbar.

§ 2. Ein Satz der hyperbolischen Ebene.

Errichtet man in der Ebene des Dreiecks {ABC} die Mittel-
senkrechte #Fs auf (4 B) — natiirlich nach der Seite hin, auf
der C liegt — und auf ihr wieder die Senkrechten g, die (4C)
und (BC) treffen (Schnittpunkte Q und 2), dann gehen (427,
(BQ), (CF) durch einen Punkt. (Dies wird in § 4 bewiesen.)

§ 3. Mittelliniensatz nach Lobatschefskij.

Die Mittellinie D/ des hyperbolischen Dreiecks schneidet die
Mittelsenkrechte FFoo von (AAB) senkrecht. Der Beweis wird
durch Symmetrickongruenz gefiithrt, wobei zu beachten ist, dal3
die Lote (AA4,), (BB,), (CC,) auf die Mittellinie dieselbe Linge
besitzen (Lit. 2 5. 34). Die Mittellinie DE gehoért also zu den
oben mit g bezeichneten Geraden, d. h. (4D), (BE), (CF) gehen
durch cinen Punkt (§ 2). Wenn also der Hilfssatz in § 2 bewlesen
ist, ist damit der Transversalensatz des allgemeinen hyperboli-
schen Dreiecks bewiesen.

§ 4. Beweis des Satzes in § 2.

Auch hier wird wieder ecine Grenzkugel beniitzt, die aber jetzt
nicht durch die Ecken des Dreiecks {4BC} geht, sondern die
Ebene des Dreiecks im Mittelpunkt 7 von (A4 B) beriihrt. Wieder
ist die Zentralprojektion von Oco aus zu beniitzen, wobei auch
wieder die Bilder der Punkte und Geraden durch Uberstreichung
bezeichnet werden, also geht 4 in A, B in B, C in C {iber,
und die auf /Feo senkrechten Geraden g in Grenzkreisbogen g,
die auf #Feo senkrecht stehen, was man durch Spiegelung an
der Ebene FFo Foo Oco erkennt. Da auf der Grenzkreiskugel
die euklidische Geometrie herrscht, sind alle g zueinander paral-
lel, und da (§ 2) DL einer ,,Geraden’ g angehéren, steht DE
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auf FFoo senkrecht und DZE ist zu (AB) parallel. Jetzt be-
niitzen wir den elementar, ohne die Lehre von den harmonischen
Punkten zu beweisenden Satz der euklidischen Geometrie:
Schneidet man die Seiten (AC) und (£C) mit Parallelen g zur
Grundlinie (4B), so erhilt man Schnittpunkte § und 2, und
die Punkte (4AP) X (BQ) liegen auf der Geraden CF, die die
Ecke C mit der Mitte & von (AB) verbindet.

Diesen Satz wenden wir auf das in die Ebene zuriickprojizierte
Dreieck {ABC} an und erkennen, dal3 zu den Punktepaaren PQ
auch das Paar DE gehort, also gehen (4D), (BE) und (CF)
durch einen Punkt. —

Der hier mitgeteilte Beweis ist immer noch umstindlich, in-
sofern als der Raum und die Grenzkugel beniitzt werden, wihrend
die beiden anderen Schnittpunktsitze (Schnittpunkt der Winkel-
halbierenden und Hohenschnittpunkt) bekanntlich in der Ebene
ohne Bentitzung des Raumes gefiithrt werden.

Literaturverzeichnis.

1. H. Liebmann, Synthetische Geometrie (Leipzig 1934).

2. N. L. Lobatschefskij. Ubersetzt und mit Anmerkungen heraus-
gegeben von F. Engel (Leipzig 1898).

3. H. Liebmann, Nichteuklidische Geometrie, 3. Auflage (Berlin und
Leipzig 1923). Vgl. auch R.Baldus, Nichteuklidische Geometrie (Berlin
und Leipzig 1927) S. 111 u. 112. Baldus verwendet bei seinem Beweis des
Transversalensatzes die Grenzkugel nicht, aber (S. 112) die projektive Geo-
metrie und hebt ebenfalls hervor, daf ein rein planimetrischer Beweis ohne
jede Verwendung des Parallelenaxioms, also im Bereich der fir die ab-
solute Geometrie, d. h. gleichzeitig fiir die euklidische, sphirische und hy-
perbolische Geometrie gilt, noch nicht gefiihrt ist. Ubrigens wihlt er den
Weg in das Gebiet der nichteuklidischen Geometrie (S. 57), ,,der von den
Elementen der euklidischen Geometrie ausgehend, iiber die Elemente der
analytischen und der projektiven Geometrie fihrt*, dem Grundgedanken
von Cayley und Klein folgend — mit den weitgehenden Erginzungen,
welche die neuere Axiomatik fordert.



