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Zur Axiomatik der reellen ebenen projektiven Geometrie:

Die Unabhingigkeit des Vertauschungsaxioms V,
von den Verkniipfungsaxiomen.

Yon Max Steck, Miinchen.

Vorgelegt von R. Baldus in der Sitzung vom 9. Januar 1937.

§ 1. Fragestellung und Voraussetzungen.

1. In meiner Dissertation® habe ich gezeigt, dafl zur liicken-
losen Begriindung der tragenden Aussagen der reellen, ebenen,
projektiven Geometrie neben den reinen ebenen Verkniipfungs-
axiomen I. 1, I. 2, I. 3 (etwa in der H7/bertschen Fassung)?® und
I. 9* (in der Liebmannschen Fassung, s. Anm. 3 S. 4) ein, eine
geometrische Inzidenzforderung in Evidenz setzendes sog. Ver-
tauschungsaxiom eingefithrt werden kann, das zusammen mit
den Verknipfungsaxiomen die Hauptsdtze dieser Disziplin be-
griindet. Dieses Axiom wurde dann in der unter meiner Mit-
arbeit entstandenen ,,Synthetischen Geometrie''® von A. Lieb-
mann in zwei Axiome V, und V, (das ,kleine’ bzw. , grofle”
Vertauschungsaxiom) aufgespalten. Beide Axiome wurden in
diesem Werke auf ihre Tragweite als Begriindungstriger der
Hauptsitze der projektiven Geometrie untersucht.

In zwei weiteren Arbeiten? konnte ich zeigen, dal jedes der
beiden Axiome einen sog. Vertauschungskalkil erméglicht, wo-
nach mit den unter V; fallenden sechs ,,kleinen‘ Vertauschungen
O, (v=1, 2, ..., 6) und mit den neun unter Y, fallenden
sgroBen® Vertauschungen W0 (uw = 1, 2, . . ., 9) nach bestimm-

1 Das Zeuthensche Postulat und das Prinzip der Vertauschung zur Be-
griindung der projektiven Geometrie, Heidelberg 1932, insb. § 12 S. 46.

2 Grundlagen der Geometrie, 7. Aufl., Leipzig-Berlin 1930, S. 3.

3 Leipzig-Berlin 1934, S. 9 und 14.

4 Zur Struktur der Vertauschungsaxiome ¥, und ¥, (Vertauschungskalkiil),
Sitz.Ber. d. Heidelb. Akad. d. Wiss. (Math.-nat. Kl.) 1934, 16. Abh., und:
Der W';-Vertauschungs-Kalkiil, ebd. 1935, 5. Abh.
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ten (dort bewiesenen) Regeln formallogisch und geometrisch wi-
derspruchsfrei operiert und ,,gerechnet werden kann. Dabei
kénnen die beziiglichen Aussagen der projektiven Geometrie
systematisch als zwischen den Vertauschungen bestchende Gleich-
heitsbeziehungen abgeleitet werden. In diesen beiden Arbeiten
wurde (implizit) ferner auch gezeigt: Alle Pascalanordnungen
von 6 Punkten der Ebene verhalten sich in der (veellen) projek-
tiven Geometrie, die Hilbertschen Verkniipfungsaxiome 1. 1 und
1. 2 vorausgesetzt, in bezug anf Vertauschungen gleick.

Endlich konnte ich mit Hilfe der ebenen Verkniipfungsaxiome
zeigen,! dalB3 das kleine Vertauschungsaxiom V; dem Desargues-
schen-, das groBe Vertauschungsaxiom V, dem Pappus-Pascal-
schen Satze, als den beiden Grundpfeilern bei der Begriindung
der Aussagen der projektiven Geometrie, quivalent ist. Dar-
tiber hinaus ergab sich aus diesen Aquivalenzbeweisen das sog.
Hessenbergsche Ergebnis, d. h. die Ableitung des Desarguesschen
Satzes aus dem Pappus-Pascalschen Satze (Beweisbarkeit von
Viaus V,). Infolgedessen sprechen wir jetzt von der ,, kleinen Ver-
tauschungsaussage V,*, dagegen vom Vertauschungsaxiom V,.
Damit ist der //ilbertsche Satz 61 (s. Anm. 2 S.1) S.111, auf an-
derem Wege und wesentlich kiirzer, rein geometrisch neu bewie-
sen. Im Anschlul hieran gelang es, das axiomatisch wichtige Er-
gebnis zu gewinnen, daf} jede Gleichheitsbezichung zwischen
Vertauschungen eine gruppentheoretische Transpositionsglei-
chung darstellt. Damit sind die auf V; und V, beruhenden, d. h.
mit V; und V, axiomatisch begriindbaren Aussagen der projck-
tiven Geometrie als Aussagern aus der Theorie der Permutations-
gruppen erkannt. Man kann also mit den beiden Vertauschungs-
tatsachen und mit den unter sie fallenden Vertauschungen ,,gco-
metrische Axiomatik als Gruppentheorie® treiben und so diesen
Teil der geometrisch-axiomatischen Forschungsdisziplin als cine
bestimmte Anwendung der Theorie der Permutationsgruppen
auffassen; umgekehrt 1408t sich diese letztere Theorie durch V;
und V, auch mit geometrischem Sinngehalt erfiillen und dirckt
geometrisch deuten.

! Die Abhingigkeit der Vertauschungsaxiome und das Hessenbergsche
Ergebnis (Geometrische Axiomatik als Gruppentheorie), Deutsche Math. 1

(1930), S. 165-74.
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Damit ist die Tragweite von V; und V, in der Axiomatik der
(reellen) projektiven Geometrie herausgestellt.

2. Allein es fehlte bisher ein (rein geometrischer) Beweis fiir die
Unabhingigkeit von V,; und V¥, von den chenen Verkntipfungs-
axiomen, d. h. es fehlte der Nachweis der Nichtbeweisbarkeit der
Vertauschungstatsachen Vi und V, aus den ebenen Verkniipfungs-
axiomen 1. 1-1. 3., 1. 9*. Diesen Nachweis wollen wir in dieser
Arbeit erbringen.

Wegen der obengenannten, fiir V; und V, nachgewiesenen
Aquivalenz mit dem Desarguesschen-, bzw. Pappus-Pascalschen
Satze, sind dann damit gleichzeitig Teile der fundamentalen /77/-
bertschen Sdtze 54 und 58 tiber die Beweisbarkeit des Desargies-
schen-, bzw. Pappus-Pascalschen Satzes (s. Anm.2 S.1), S. 83
und 105, neu bewiesen. Und zwar ist unsere Beweisfiihrung eine
rein geometrische, die ohne die Einfithrung Nichtdesarguesscher-,
bzw. Nichtpappus-pascalscher Zahlensysteme auskommt.

Es ist die fur ¥, und V, zu erweisende Unabhingigkeit der ana-
loge, sogar in den Beweismethoden parallellaufende Vorgang und
Beweis, wie er von R. Baldus fur das Fano-Axiom Fy (in der Bal-
dusschen Bezeichnungsweise: Axiom I. 9) in einer axiomatisch
wichtigen Arbeit! erbracht worden ist. Aus diesem Unabhingig-
keitsbeweis folgt dann fiir das Liebmannsche Axiomensvsten (s.0.)
der reellen, ebenen, projektiven Geometrie die Notwendigkeit der
Einfithrung der Vertauschungsaussage V, als Axiom. Der Un-
abhdngigkeitsbeweis seinerseits gelingt — analog wie beim Faro-
schen Axiom Fy -— durch die existentielle Ableitung und Aufstel-
lung cines in sich formallogisch widerspruchsfreien finiten ,, Punkt-
Geraden*‘-Systems von der Form eines ["edlensystems,® das den
ebenen Verkniipfungsaxiomen gentigt, weil es ausschlieBlich mit
deren Hilfe gewonnen ist, wobei dic Elemente des Systems exi-

! Iin Axiomensystem der komplexen projektiven Geometrie, Sitz.-Ber. d.
Bayer. Akad. d. Wiss. (Math.-nat. Abt.) 1932, § 4, insb. S. 171. In dieser
Arbeit wurde erstmalig ein Unabhiangigkeitsbeweis reiiz geometrisch gefiihrt.

? Diese Veblensysteme, ihre Einordnung in einen allgemeinen geometri-
schen Zusammenhang, ihre Theorie und ihre Aufstellung habe ich in der Ar-
beit: Uber finitie Geometrien und ihren Zusammenhang mit der Axiomatik
der projektiven Geometrie, Deutsche Math. 1 (1930), S. 578-88, ausfithrlich
behandelt.
1~
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stentiell durch ein Axiom gesichert sind (s. unter 3). In der end-
lichen Geometrie dieses, durch eine Inzidenztafel definierten und
realisierten Vebdlensystems (oder dieser ebenen Konfiguration)
miissen, um die Unabhingigkeit von ¥, und V, nachzuweisen,
die beiden folgenden Forderungen erfillt sein:

1. Innerhalb der endlichen Geometrie des aufzufindenden Ves-
lensystems muld cs ein allgemeines Pascalsches Sechseck ge-
ben, d. h. sechs Punkte, von denen keine drei kollinear liegen,
die in Pascalscher Inzidenzanordnung (II;) mit einer wohl-
definierten Geraden pgy als Pascalscher Gerade sind.

2. Fir diese Pascalanordnung (I1,) mit p, ist innerhalb der
Geometrie des aufzufindenden Vebleisystems weder die Aus-
sage von ¥V, noch diejenige von ¥V, restlos beweisbar.?

Kann ein Veblensystem angegeben werden, das diesen beiden
Forderungen Genitige leistet, so folgt daraus, dafl die Aussagen
von V; und V,, weil innerhalb dieses Systems nicht beweisbar,
im Rahmen des ZLiebmannschen Axiomensystems als axioma-
tische Aussagen anzuschen sind, d. h. es folgt — weil dic ge-
nannte Beweisbarkeit von V; aus V, mit [. 1.-I. 3, I. o* gilt -
die Notwendigkeit der Einfithrung von V, als Axiom der reellen,
cbenen, projektiven Geometrie.

3. Der Existenznachweis eines den obigen Forderungen 1 und 2
gentigenden Vebdlensystems setzt, wice ich in der unter Anm. 2 5.3
genannten Arbeit gezeigt habe (s. insb. deren § 3, wo ich die
Theorie der Veblensysteme und ihrer Geometrien ausfiithrlich ent-
wickelt habe),? die folgenden Axiome voraus:

Y. Es gibt endlich viele (als verschieden wnterscheidbare),

swei verschiedenen Dingsystemen angehirende Flemente,
s Punkte' und | ,Geraden'*.

! Nicht ,,restlos** bedeutet hier: nicht @//e unter ¥, bzw. ¥, fallenden Ver-
tauschungen sind beweisbar (vgl. §§ 3, 4).

% Vgl. auch meine beiden weiteren diesbeziiglichen Arbeiten: Eine voll-
stindige endliche Geometrie des vollstindigen Vierecks, Deutsche Math. 1
(1936), S. 588-92, und: Eine vollstiindige endliche minimale Pagpus-Pascal-
sche Geometrie, ebd. 2 (1937), (erscheint demnichst), sowie meine Arbeit:
Die Fundamentalsiitze in der endlichen projektiven Geometrie S (21/2/3),
Monatsh. fiir Math. und Physik, Jahrg. 1937 (erscheint im Aprilheft dieser
Zeitschrift).
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A 1*: Durch zwei (als verschieden unterscheidbare) ,,Punkte
ist stets genaun eine ,,Gerade'' bestimmit.

A R*: Durch zwei (als verschieden unterscheidbare) ,,Geraden'’
15t stets genau ein ,,Punkt'' bestimmst.

Aus ihnen folgen die dort (im §1) abgeleiteten Sdtze S. 1 und
S. 2 iiber die Struktur der die Veblensysteme definierenden In-
zidenztafeln, deren Zeilen den bezifferten ,,Punkten‘ 1, 2, ...,
7, deren Kolonnen den bezifferten ,,Geraden* (1), (2), . . ., (%)
entsprechen, wobei stets an den und nur an den Stellen der Tafel
Inzidenzzeichen X stehen, an denen sich Zeile und Kolonne
zweier inzidenter Elemente treffen, wenn das in den Axiomen
vorkommende Wort , bestimmt‘‘ hier die Inzidenz bezeichnet.

4. Zur eindeutigen Fixierung der Ideen der vorliegenden Ar-
beit seien die Aussagen von V,; und V, in der folgenden pri-
zisierten, durch die Untersuchungen meiner beiden in der
Anm. 4 (S.1) genannten Arbeiten implizierten Form formu-
liert.

Es seien 1, 2, 3, 4, 5, 6 Punkte der Ebene, von denen keine drei
in einer Geraden, d. h. £ollinear liegen. Diese Punkte seien in
Pascalscher Inzidenzanordnung (Ily), d. h.: werden sie als Eck-
punkte eines (geschlossenen) Sechsecks betrachtet, so hat dasselbe
die Eigenschaft, daB sich die drei Paare seiner Gegenseiten (1, 2),
(4, 5); (2, 3), (5, 6); (3, 4) (6, 1) in Punkten einer Geraden p,
treffen.

Nach dieser definitorischen Festlegung von (II,) lauten die
Aussagen von Vy und V, in prizisierter Fassung:

Vi: Bilden die Punkte1,2,3, 4, 5,6 in dieser Reihenfolge eine
Pascalsche Inzidenzanordnung (11,) it der Pascalgera-
den py, so bilden sie auch dann nock je etne — wntereinan-

der und von () wit py verschiedene — Pascalsche
Inzidenzanordnung (w,) wit den Pascalgeraden p, (v =
1, 11, 117),

also mit (w,) == (77) und p, == p5 fir v == 9; (=) == (1Iy)
und p, =F p, fur v, v = I, II, 111,

weni man gleichartige, d. k. entweder zwer ungerade
oder zwei gervade bezifferte Punkie nizteinander vertauscht.
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Nach meiner ersten unter der Anm. 4 (S. 1) genannten Arbeit
gibt es auf Grund von ¥V, die folgenden sechs ,,kleinen* Ver-
tauschungen @, (v =1, 2, ..., 6):

O, =143, O, =3<>5, 0,0 =1<->3,
D,B =4<«—>6, OO =246, O, =—=2<>4,

von denen je zwei, einzeln auf (11y) ausgeiibt, auf dieselbe, von
(I1y) mit py verschiedene Pascalsche Inzidenzanordnung () mit
#. (v=1, II, II1) fuahren. Und zwar folgt durch Ausiibung von

O, D oder @M auf (IIy) mit po dic Pascalanordnung (=, ) mit p, ,
D, oder @™ auf (1l) mit pydie Pascalanordnung (x,,) mit g, ,
O, @ oder ®,® auf (I1y) mit pg die Pascalanordnung (w,,) mit p,,,

wobel noch gilt:

(Tcl) __%: (T‘:n)) (TCII> '%f: (TCIII>’ (nnx> '_%_' <W1>
])x-%_‘Pu’ pu ‘_%:Puw (pur) :%: (j)l)

Entsprechend lautet die Aussage von V, in prizisierter Fas-
sung:

Vy: Bilden die Punkte 1, 2, 3, 4, 5, 6 in dieser Reilenfolge eine
Pascalsche Inzidenzanordnung (11,) mit der Pascalgera-
den py, so bilden sie auch dani nock je etne — unteretnander,
von den (w.) mit p. (v =1, 11, I1]) und von (11,) mit
poverschiedene — Pascalsche Inzidensanordinung (11,)
mit den Pascalgeraden p, (1 =1, 2, ..., 9),

also mit (IT,) == (II3) und p, == pn fur p == y;
(I1,) == (=) und p, == p. (v == I, 11, III); (I1,)) ==
(1) und p. == pg flir p, L =1, 2, .. ., 9,

wenn man ungleichartige, d. /. je einen ungerade mit
einem gerade bezifferten Punkt (oder umgekehrt) ver-
tauscht.

Nach meiner zweiten unter der Anm. 4 (S. 1) genannten Arbeit
gibt es auf Grund von V, die folgenden neun ,,groflen* Ver-
tauschungen ¥ (u =1, 2, ..., 9):

Wi =142, P /@ 23 VO =354

Wi w346, Wiz 1<—yq, VO =2y,

VD = g>35, V™ 2 cs>6, V0 =6<>1,



Die Unabhingigkeit des Vertauschungsaxioms V, 7

von denen jede einzelne, ausgeiibt auf (Il,), (Il,) mit p, in eine
davon verschiedene Pascalsche Inzidenzanordnung (I1,) mit p,
(=1, 2, ..., g) iberfithrt, wobei die (II,,) und p, auch unter-
einander und von den (x,) bzw. p, (v = I, II, III) verschieden
sind.

Der Nachweis der Unabhingigkeit der Aussagen V; und V,
von den ebenen Verkniipfungsaxiomen, d. h. die Notwendigkeit
der Einfihrung von V, als Axiom der reellen, ebenen, projek-
tiven Geometrie liuft dann darauf hinaus, zu zeigen, dal es ein
Veblensystem oder eine endliche Geometrie gibt, in der die aus
V, und V, folgende (oben angebene) Verschiedenheit der
durch Austibung der kleinen und groflen Vertauschungen aus
(Ily) mit py hervorgehenden Pascalschen Inzidenzanordnungen
(r,) mit p, (v =1, II, IIT) bzw. (II,) mit p, (=1, 2, ..., 9)
nicht durchgehend bestecht oder erfillt ist, was mit dem
Nachweis der obigen Forderungen 1 und 2 gleichbedeu-
tend ist.

5. Dieser Nachwelis soll jetzt schrittweise gefiihrt werden; und
zwar zeigen wir im § 2 die Existenz des Veblensystems S (31/2/6)
(oder der Konfiguration (314)), dessen Inzidenztafel wir in der
durch den obengenannten Satz 8. 2 verlangten involutorisch
reziproken Form (Symmetrie der Inzidenzzeichen X zu einer
Diagonale der Tafel) angeben. Diese Tafel sichert dann in for-
mallogisch cinwandfreier und widerspruchsloser Weise die Exz-
stenz einer endlichen Geometrie aus 31 ,,Punkten’" und ebenso-
vielen ,,Geraden’ mit einer gegenseitigen Inzidenzbindung, die
genau gleich 6 ist. (D. h.: Das Veblensystem S (31/2/6) besteht
aus 31 ,,Punkten und 31 ,,Geraden’; ,,Punkt’ und , Gerade*
sind durch A.1* und A.2%* festgelegt; auf jeder ,,Geraden®
liegen 6 ,,Punkte’* und durch jeden ,,Punkt’ gehen 6 , Ge-
raden‘‘.)

Der § 3 weist die Existenz einer allgemeinen Pascal/schen In-
zidenzanordnung (I1,) mit der Pascalschen Geraden (23) inner-
halb S (31/2/6) nach, womit die obige Forderung 1 in der end-
lichen Geometrie des Veblensystems S (31/2/6) erfiillt ist.

Im § 4 zeigen wir, dal} fiir die in S (31/2/6) eben aufgewiesene
(I1y) mit (25) die Aussage von V; nicht beweisbar ist, womit der
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1. Teil der obigen Forderung 2 als in S (31/2/6) erfuillt nachge-
wiesen ist.

Analog liefern wir im § 5 den Nachweis des 2. Teils der obigen
Forderung 2, der darin besteht, daf3 gezeigt wird, daf3 innerhalb
S (31/2/6) und fiir die in dieser endlichen Geometrie existierende
(I1y) mit der Pascalgeraden (25) (s. § 3) auch die Aussage von
V, nicht restlos beweisbar ist.

Damit ist dann der Beweis der Unabhingigkeit von ¥, und
V, von den ebenen Verkniipfungsaxiomen und damit auch die
Notwendigkeit der Einfithrung von V, als Axiom der reellen,
ebenen, projektiven Geometrie vollstindig erbracht. Die Beweis-
methode ist cine rein geometrische und beniitzt an axiomatischen
Bausteinen nur die obengenannten Axiome E; A. 1* und A. 2%,
kommt also okne alle Hilfsmitiel der Analysis aus, die man
sonst — auller in der unter Anm. 1 (S. 3) genannten Arbeit von
R. Baldus— fir die Lésung derartiger axiomatisch subtiler Frage-
stellungen heranzuzichen pflegt, wenn man diese Problematik
beim Aufbau eines Axiomensystems nicht sogar stillschweigend
iibergeht.

§ 2. Das Veblensystem S (31/2/6).

Die folgende Inzidenztafel, deren Zeilen den bezifferten ,,Punk-
““1, 2, ..., 31, deren Kolonnen den bezifferten ,,Geraden’
(1), (2), ..., (31) entsprechen, definiert und reprisentiert eine
endliche Geometrie aus 31 ,,Punkten und 31 ,,Geraden*, in
der durch jeden ,,Punkt® genau 6 ,,Geraden'‘ gchen, und in der
jede ,,Gerade'’ mit genau 6 ,,Punkten‘ belegt ist. Die Tafel ist
mittels der Axiome E, A.1* und A.2* gewonnen und geniigt
den Aussagen der Sitze S.1 und 8. 2. Thre Aufstellung gelang
unter Anwendung des aus E, A, 1* und A. 2* folgenden ,,Spiege-
lungsprinzips’, das ich in der unter Anm. 2 (S. 3) genannten
Arbeit im § 6 aufgestellt und als systematische Methode fur die
Gewinnung der Inzidenztafeln involutorisch reziproker finiter
Systeme oder Konfigurationen angegeben und begriindet, sowie
an zwei Beispielen erprobt habe. Dal3 § (31/2/6) aullerdem eine
vollstindige endliche minimale Desarguessche Geometrie enthilt,

ten

werde ich in meiner Habilitationsschrift beweisen.
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Tafel S (31/2/6).

| €S T & Gy T ) \ﬁm)m.\m)m)‘hs’mmm\!m hom us\'wushqw ()_qi(yJuﬂ

2|8 ||| w|a|t|F || o>
N

Diese Tafel ist in bezug auf die gestrichelt eingezeichnete Dia-
gonale symmetrisch. (/nvolutorische Reziprozitdt.)

Nennt man die den 31 Zeilen entsprechenden ,,Punkte
Punkte im gewdhnlichen Sinne und die Punkte einer jeden
der 31 Kolonnen der Tafel — in formallogisch einwandfreier
Weise — ,,kollinear’, so beweisen wir in den folgenden
§§ 3-3, daB dieses Veblensystem die im § 1 unter 2 genannten
Forderungen 1 und 2 erfillt und daher das Problem dieser
Arbeit 16st.
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§ 3. Die Existenz einer allgemeinen Pascalanordnung (IZ,)
in § (31/2/6).

Wir behaupten den folgenden Existenzsatz:
Satz Ny: Das Sechseck o, der Punkte

Gy = { 13, 14, 12, 9, 26) 29}
st innerialb des Veblensystems S (31/2/0) ein allgemei-
nes, d. h. keine drei seiner Eckpunkte liegen kollinear;
es besitzt ferner die Eigenschaft, daff seine Eckpunkte
in der angegebenen Reihenfolge eine Pascalsche Inzi-

denzanordnung (11,) mit der Pascalschen Geraden (25)
bilden.

Beweis. a) Um den ersten Teil von N, Gber die Allgemeinheit
von 6, zu bewcisen, haben wir zu zeigen, daf3 keines der mog-
lichen Tripel von Eckpunkten von 6, einer Kolonne der Tafel
S (31/2/6) angehért. Die Anzahl dieser méglichen Tripel ist gleich
der Anzahl der Kombinationen zur 3. Klasse (ohne Wiederholung)
aus den sechs Elementen 13, 14, 12, 9, 26, 2g. Diese Zahl ist be-

kanntlich
6\ 6! -
3] T 3te-3) T 2”

Die 20 méglichen Tripel sind die folgenden:

1. 13, 14, 12 11. 12, 26, 29 i

2. 14, 12, 9 {<21)} 12. 12, 29, 13 {(‘2/>}
A S L B Y
5. 26, 20, 13 13. 20, 13, 14

g. 29, 13, 12 {(‘11>} 1;). 26, 14, 12 {(28)}
7. 13, 12, 9 17. 29, 14, 12

8. 13, 9, 26 {(9>} 18. 29, 12, 9 {<27)}
9. 14, 9, 26 {(28>} 19. 13, 26, 12 |(5)}

10. 14, 26, 29 {° 20. 14, 9, 29 [(6)].

L Die aus (2% — 2 - 1) ,,Punkten* und ebensovielen ,,Geraden‘ bestehen-
den Veblensysteme sind von der Art, dafl durch je zwei, dem gleichen Element-
system angehdrende Llemente genau ezz Illement des anderen Element-
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Man crkennt aus den in den geschweiften Klammern beigefiig-
ten Kolonnen der Tafel S (31/2/6), daB3 keines dieser Tripel ein
und derselben Kolonne dieser Tafel angehért, womit der erste
Teil des Satzes gezeigt ist.

b) Jetzt ist nachzuweisen, dal3 die Punkte von o, in der oben
angeschriebenen Reihenfolge innerhalb S (31/2/6) cine Pascal-
sche Inzidenzanordnung (11) mit der Pascalgeraden (23) bilden.
In der Tat! Bringen wir diec Gegenseitenpaare von 6, innerhalb
S (31/2/6) zum Schnitt, so erhalten wir:

B (13, 14) X (9, 26) =17 [Kolonnen (16) und (12)]
(Hg): 4 (14, 12) X (26, 29) = 2 {Kolonnen (21) und (23)}
(12, 9) X (29, 13) = 3 [Kolonnen (17) und (11)}.

Da dic Punkte 2, 3, 17 nach Tafel S (31/2/6) der Kolonne (23)
angehoren, liegen sie kollinear; mithin sind {13, 14, 12, 9, 26, 29|
in dieser Reihenfolge in S (31/2/6) in Pascalanordnung (I1) mit
(25) als Pascalscher Gerade. W.z. b.w.

§ 4. Die Nichtbeweisbarkeit von V; in § (31/2/6).

Den sechs unter V¥, fallenden kleinen Vertauschungen ent-
sprechen an (I1) die folgenden:

D0 = 13<>12, D@ = 12426, DO == 13<—>26;
O, - g<—>20, D0 — 14<>29, D, == 14<>0.
Wir behaupten jetzt den folgenden
Satz Ny: Ubt man jede dieser sechs O dnnerhals S (31/2/6)
etnzeln auf (1) wiit (25) aus, so ergibt sicit nwr eine
etnzige nene, von (1) mit (25) verschiedene Pascalsche

Inzidenzanordnung mit der Pascalschen Geraden (20);
die Aussage von Vy ist also inneriald S (31/2/6) nur in

systems bestimmt ist. Ferner trigt jede ,,Gerade eine Belegung von genax
2 ,,Punkten‘ und durch jeden, ,Punkt® gehen genai 72 ,,Geraden®” (nz = 2, 3,
4,...). Ich schreibe daher die Vedlensysteme im Symbol S (7% — 7 = 1]22),
dasaus drei—durch Zisuren unterschiedene — Termen (Elementterm | Axiom-
term|Inzidenzterm) besteht. —S(31|2|0) ist das fiir 7 = 6 eintretende 'ed/er-
system.
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etnem einzigen Vertauschungsfall, statt in dreten, mit
den (ebenen) Verkniipfungsaxiomen beweisbar.

Beweis. Der Beweis zerfillt gemifl den sechs kleinen Ver-
tauschungen @, in sechs Einzelschritte.

1. Die Austibung von 51(1) = 13 <> 12 auf (I_I o) mit (23) ergibt:

(12, 14) X (0, 26) =27,  |(21) und (12)]
(14, 13) X (26, 29) == 15, {(16) und (23)}
(13, 9) X (29, 12) = 8§, { (9) und (27)}

mit (8, 15, 27) == (20) kollinear. Diese Pasca/anordnung ist
ersichtlich von (II,) verschieden.

2. Ubt man jetzt EISI(L’) = 12 <> 26 auf (ﬁ(,) mit (25) aus, so

kommt:
(13, 14) X (9, 12) = 15, {(16) und (17)}
(14, 26) X (12, 29) = §, {(28) und (27)}
(26, 9) X (29, 13) = 27, {(12) und (11)}

mit (8, 15, 27) = (20) kollinear. D. h. ©,® fihrt in S (31/2/6)
auf dieselbe Pascalgerade (20), wic @,®, was der Aussage
von V; widerspricht.

Mithin ist ¥, in S (31/2/6) fiir diesen kleinen Vertauschungsfall
@, ® nicht erftllt, und wir kénnten es — da es sich bei der ganzen
Fragestellung nur um die Angabe sog. ,,Ausfallbeispiele'' han-
delt — mit diesem einzigen aufgewiesenen Ausnahmefall bereits
bewenden lassen. Um aber dic in IV, ausgesagte generelle Nicht-
beweisbarkeit von V¥, in S (31/2/6) zu zeigen, miissen wir auch
noch die analogen Untersuchungen fiir die tibrigen ®,¢) explizit
durchfiihren.

3. ©,0) = 13 <26, ausgeiibt auf (II,) mit (23), liefert wicder
dieselbe Pascalgerade (20), was V; widerspricht:

(26, 14) X (9, 13)== 8 {(28) und (9)}
(14, 12) X (13, 29) = 27 {(21) und (11)}
(12, 9) X (29, 26) == 15 {(17) und (23)}

mit (8, 15, 27) == (20) kollincar.
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4. D, = g<—>29 ergibt auf (ﬁo) mit (25) ausgeiibt:

(13, 14) X (29, 26) = 15 {(16) und (23)}
(14, 12) X (26, Q) =27 {(21) und (12)}
(12, 29) X (9, 13) = 8 t(27) und (9}

mit (8, 13, 27) = (20) kollinear und in Ubereinstimmung mit
dem Ergebnis unter 1.

5. Dassclbe Ergebnis, das mit dem unter 2 gewonnenen iber-
einstimmt, erhilt man auch bei Austibung von ®,®)=14<—29
auf (IIy) mit (25):

(13, 29) X (9, 26) = 27 {(11) und (12)}
(29, 12) X (26, 14) = 8 {(27) und (28)}
(12, 9) X (14, 13) = 15 {(17) und (16)]

mit (8, 15, 27) = (20) kollinear.

6. Endlich licfert auch die Ausiibung von ®;® = 14 <>9 auf
(I1,) mit (25) wieder dasselbe, V; widersprechende Ergebnis:

(13, 9) X (14, 26) =8 {('9) und (28)}

(9, 12) X (26, 29) = 15 {(17) und (23)}

(12, 14) X (29, 13) = 27 {(21) und (11)]
mit derselben Kollinearlage (8, 13, 27) = (20).  W.z.b.w.
Diese Einzelnachweise haben also —— wenn wir zusammenfas-
sen — ergeben, daf} die unter ¥V, fallenden kleinen Vertauschun-
gen ©;9 (v =1, 2, ..., 6) innerhalb der endlichen Geometrie

des Veblensystems S (31/2/6) nur zu einer einzigen neuen, von
(IIy), der Ausgangsanordnung, verschiedenen Pascal/schen In-
zidenzanordnung fithren, entgegen der Aussage von V3, die drei
solcher Pascalscher Inzidenzanordnungen verlangt. Damit ist
gezeigt, dal ¥, mit den ebenen Verknlpfungsaxiomen nicht
beweisbar ist.

§ 5. Die Nichtbeweisbarkeit von V, in §(31/2/6).

Den neun unter V, fallenden groBen Vertauschungen entspre-
chen an (II,) die folgenden:
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‘—17'1(1) = 13<>14 ‘T"l(?) = 144> 12 ‘?1(3) == 12<4>0;
YW —12<>290 W®=13<>9 W,0— 14<>26;
V0= g<—>26 Y,®=206«>29 W= 29<«>13.

Ubt man nun diese grolen Vertauschungen innerhalb S (31/2/6)
einzeln auf (II,) mit (25) aus, so miite, wenn dic Aussage von
V, in S (31/2/6) beweisbar wire, je eine von (1ly) mit (25) ver-
schiedene neue Pascalsche Inzidenzanordnung resulticren; diese
neun durch grofie Vertauschung erhaltenen Pasca/anordnungen
und ihre Pascalgeraden mufiten nach V, ferner untereinander
und von den durch kleine Vertauschung gewonnenen verschie-
den scin. Dal} dies nicht der Fall ist, lehrt dic Anwendung groBer
Vertauschung auf (ITy) mit (25) in S (31/2/6), was wir im folgen-
den Satz genau festlegen:

Satz Ny: Ubt man jede der neun ‘_I_)"l(.”) innerhalb S (31/2]6) ein-
zeln auf (o) mit (25) aus, so ergeben sich nur vier
nene, untereinander und von (11,) mit (25) verschiedene
Pascalsche Inzidenzanordnungen it den Pascalsclen
Geraden (15), (1), (31) und (8); die Aussage von V,
ist also innerhalb S (31)2/6) nur 2 vier Vertauschungs-
Jdllen, statt in neun, mit den (cbenen) Verkniipfungs-
axiomen beweisbar.

Beweis. Der Beweis zerfillt wieder in neun inzelschritte.

1. Die Austlibung von P, = 13414 auf /HO) mit (25) ergibt:

(14, 13) X (9, 26) = 17 {(16) und (12)}
(13, 12) X (26, 29) = 20 { (5) und (23)}
(12, 9) X (29, 14) =16 {(17) und (14)}

mit (16, 17, 20) == (13) kollincar, eine Pascal/anordnung, die
ersichtlich von (Il) mit (25) verschieden ist.

2. Ubt man jetzt ¥,® = 14<—>12 auf (ITy) mit (23) aus, so

kommt:
(13, 12) X (9, 26) =10 | (5) und (12)}
(12, 14) X (26, 29) = 2 {(z1) und (23)}
(14, 9) X (29, 13) = 4 { (6) und (11)}

mit (2, 4, 10) = (1) kollincar und == (23), die (11 ;) kennzeichnet.
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3. Die Ausiibung von ¥,®) = 12 <>9 auf (ﬁo) mit (25) liefert:

(13, 14) X (12, 26) = 19 {(16) und (2)]}
(14, 9) X (26, 29) = 20 {( 6) und (23)}
(9, 12) X (29, 13) = 3 {(17) und (1)}

mit (3, 19, 20) = (31) kollinear und == (23).

Mit Ausnahme der letzten fithren nun die simtlichen folgenden
Austibungen groler Vertauschungen aber jetzt entweder auf
(I1y) mit (25) oder auf eine der beiden ersten abgeleiteten Pascal-
anordnungen mit den Pascalgeraden (15) und (1) zuriick und
zeigen somit die Nichtbeweisbarkeit des Axioms V), innerhalb
des Systems S (31/2/6).

4. ‘?‘1“) = 12 <—> 29, ausgeiibt auf (ﬁo) mit (23) ergibt:

(13, 14) X (9, 26) = 17 {(16) und (12)}
(14, 20) X (26, 12) — 24 {(14) und (2)]
(29, 9) X (12, 13) = 11 {(30) und (3)}.

(11, 17, 24) = (23) liegen zwar wieder kollinear, aber auf der-
selben Geraden (23), die (1I,) kennzeichnet; d.h. ¥, liefert
innerhalb S (31/2/6) wieder die Ausgangspascalanordnung, was
der Aussage von V, widerspricht. Mithin ist V, in S (31/2,6) im
grolien Vertauschungsfall ;™ nicht beweisbar, und wir kénn-
ten es wieder mit dem Aufweis dieses einzigen Ausnahmefalles
bewenden lassen, um die Nichtbeweisbarkeit von V, in S (31/2/6)
zu zeigen. — Der Vollstindigkeit halber und zur expliziten
Durchfithrung des Beweises von Satz N3 miissen wir aber
jetzt auch noch die tbrigen groflen Vertauschungsfille unter-
suchen.

:. Uben wir also W™ = 13 <—>9 auf (II) mit (23) aus, so folgt
5 1 3 9 o/ >/ i

wieder (ﬁo) selbst, also die Nichtbeweisbarkeit von ¥V, fur 1';,®
innerhalb S (31/2/6):

(9, 14) X (13, 26) = 25 { (6) und (7)}
(14, 12) X (26, 29) = 2 [y 0 (23}
(12, 13) X (29, 9) = 11 [ ) o GOt

mit (2, 11, 25) == (25) kollinear.
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6. Dasselbe Ergebnis liefert die Ausiibung von ¥;® = 14 <—> 26:

(13, 26) X (9, 14) = 25 { (7) und (6)]
(26, 12) X (14, 20) = 24 { (2) und (19)}
(12, 9) X (29, 13) = 3 {(17) und (11)]

mit (3, 24, 25) = (25) kollinear.

Die zwei folgenden groBien Vertauschungen ¥, ¥, ® fithren
beziiglich auf die unter 1 und 2 erhaltenen Pascal/schen Inzidenz-
anordnungen mit den Pascalgeraden (15) bzw. (1) zuriick, was
wieder die Nichtbeweisbarkeit der beziiglichen Aussagen von
V, in S (31/2/6) zeigt.

7. Die Austibung von W',V == g <—> 26 auf (ﬁo) mit (25) ergibt:

(13, 14) X (26, 9) = 17 {(16) und (12)}
(14, 12) X (9, 29) = 7 {(21) und (30)}
(12, 26) X (29, 13) = 28 { (2) und (11)}

mit (7, 17, 28) = (13) kollinear. Dies fihrt also auf 1 zuriick.

8. Ubt man ¥,® == 26 <> 29 auf (ﬁo) mit (25) aus, so crgibt

sich:
(13, 14) X (9, 29) = 19 [(16) und (30)|
(14, 12) X (29, 26) = 2 {(21) und (23)]
(12, 9) X (26, 13) = 6 {(17) und (7)}

mit (2, 6, 19) = (1) kollinear. Dies fuhrt also auf 2 zuriick.

9. Ubt man endlich noch ¥, = 29 <—> 13 auf (IT,) mit (25)aus,
so folgt eine neue Pasca/anordnung:

(20, 14) % (0, 26) =10 {(14) und (12)}
(14, 12) X (26, 13) = 7 {(21) und (7))
(12, 9) X (13, 29) = 3 {(17) und (1)}
mit (3, 7, 10) = (8) kollinear. W. z. b. w.

Zusammenfassend 148t sich also hier sagen: Die unter ¥, fal-
lenden groBlen Vertauschungen W, (u =1, 2, ..., 9) fithren,
ausgelibt auf dic Pascalanordnung (I1) mit der Pascalgeraden
(25) innerhalb der endlichen Geometrie des Veblensystems S (31/
2/6) nur zu vier, untercinander und von (Il,) verschiedenen Pas-
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calschen Inzidenzanordnungen, entgegen der Aussage von V,,
die verlangt, dall neun solcher Pascalanordnungen vorhanden
sind. Damit ist also gezeigt, da3 ¥, mit den ebenen Verkniipfungs-
axiomen nicht beweisbar ist. Das Hauptergebnis fassen wir im
folgenden Satz N, zusammen:

Satz Ny: Die Vertauschungsaussagen Vi, und V, sind mit den
ebenen Verkniipfungsaxiomen nicht beweisbar, d. k. von
diesen unabhingig. Da aber V| aus Vy mit Hilfe der
ebenen Verkniipfungsaxiome beweisbar ist, geniigt es,
die Aussage von V, neben den ebenen Verkniipfungs-
axtomen als Axiom in die Axiomatik der reellen ebenen
projektiven Geomelrie einzufiihven.

Es sei bemerkt, dall S (31/2/6) ein minimales Veblensystemn
ist, mit dem dieser Unabhingigkeitsbeweis gefithrt werden kann,
denn jedes niederelementigere Vedlensystem enthilt, wie man
leicht zeigen kann, kein allgemeines Pascalsches Sechseck, so
daB in thm also die fiir die Unabhingigkeit notwendige For-
derung 1 (§ 1 unter 2) nicht erftllt werden kann.



