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Abschitzung der Bildlinge von Randelementen bei kon-
former Abbildung auf den Einheitskreis.

Von Helmut Unkelbach in Miinchen.

Vorgelegt von Herrn Perron in der Sitzung vom 17. Oktober.

In der vorliegenden Arbeit soll das folgende Problem behandelt
werden: Gegeben sei ein einfach zusammenhingendes Gebiet
G der {-Ebene und ein Punkt g, in seinem Innern. 2 = g(0) sei
eine Funktion, welche G auf den Kreis |z] <C 1 konform abbildet,
so daf3 g(¢,) = o ist. Der Rand von G moége einen Jordanbogen R
mit den Endpunkten g und &, enthalten. Dann entspricht &
einem Kreishogen z = ¢¥!, wo { ein gewisses Interwall ¢; <4 <d,
durchliduft. Es soll nun auf Grund der geometrischen Eigen-
schaften von G und der Lage von {; innerhalb G die Linge
o = Y, — ¢, unseres Kreisbogens abgeschitzt werden. Beson-
deres Interesse bictet dabei der Fall, dafl G das AuBere eines
Polygons, R eine Polygonseite und ¢, der unendlich ferne Punkt
ist.! '

Von wesentlicher Bedeutung fiir unsere Betrachtungen ist
ein Satz von Léwner,? welcher folgendes aussagt: Wenn fur
lz|]<<1 die Funktion f(z) regulir und |f(z)|<1 ist, wenn
f(0) = o ist und wenn f (z) auf einem Bogen der Linge « des
Kreises |z| = 1 stetige Randwerte vom Betrag 1 besitzt,
so bildet f (z) diesen Bogen auf einen nicht kiirzeren ab. Die
Linge bleibt nur bei den Drchungen ez erhalten.

Auf Grund der vorhin eingefithrten Bezeichnungen kénnen
wir den Satz von Léwner auch folgendermaBen aussprechen:

! Unsere Betrachtungen lassen sich leicht auf den Fall ausdehnen, daf
£ ) =2z, mit |zo| < 1 ist. Alle Sitze der vorliegenden Arbeit gelten auch
fiir diesen allgemeineren Fall, wenn man die Bildlinge von £ durch das mit
27 multiplizierte harmonische Maf} des Bildes von & im Punkte z, in bezug
auf den Einheitskreis ersetzt (s. R. Nevanlinna, Eindeutige analytische
Funktionen, Berlin 1936).

2 K.Léwner, Untersuchungen iiber schlichte konforme Abbildungen des
Einheitskreises. 1. Math. Ann. 89 (1923).

Munchen Ak. Sb, 1936, IIT 18
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Liegt G innerhalb des Kreises [{|<1, ist {, = o und fillt R mit
einem Bogen der Linge B des Kreises [{| = 1 zusammen, so ist

o ZP.

Das Gleichheitszeichen kann nur dann stehen, wenn G gleich
dem Einheitskreis ist. Es ist nun unsere Aufgabe, den Satz von
Loéwner von den einschrinkenden Voraussetzungen iiber G,
¢, und R weitgehend frei zu machen. Dies gelingt bereits im fol-
genden

Satz 1.

Das Gebiet G moge als Teil einer unbegrenzten Riemann-
schen Fliche § aufgefaBt werden. Die geometrische Konfi-
guration von §, G, R und {; mége so beschaffen sein, daf3
sich auf § drei schlichte Kreisbogen (oder gerade Strecken)
£, kq, /5 konstruieren lassen, welche den folgenden Bedingun-
gen geniigen:

1. Die Kreisbogen £; und 4, bilden ein Kreisbogenzweieck
G4, das {; im Innern enthilt und dessen Ecken mit g
und ¢, zusammenfallen;

2. £ soll durch ¢, ¢; und ¢, hindurchgehen;

3. £5 soll keinen inneren Punkt von & enthalten;

4. £ soll so gewihlt werden, daBl R keinen inneren Punkt
von G, enthilt.

Die (auf §, und zwar innerhalb G; gemessenen) Winkel
zwischen £, und 4 bzw. £, und £; mégen mit ¢ bzw. 6, be-
zeichnet werden. Dann gilt fiir die durch z = g ({) ver-
mittelte Abbildung:

Gy

Das Gleichheitszeichen kann nur dann gelten, wenn & gleich
G, und R gleich 4, ist. '
Beweis: Wir konstruieren zunichst eine Funktion z = g1 (),
welche G, auf den Kreis |z|<1 konform abbildet, so da3 g,(Z,) =
o. Durch

e eTZ'(Z; - 2;]_)0'_1
C—2
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mége Gy auf die Halbebene { (#)>>0 bzw. ¥ (#)<Co abgebil-
det werden, so daf3 £, der positiven Halbachse entspricht. Dann
ist

6;—0 _ -
e )

uy=1uly) =r-¢ A

7 und = sind positive Konstanten, die wir nicht niher zu be-
stimmen brauchen. Die Abbildung auf den Kreis |z|<{1 erfolgt
dann durch

_n— 1,

z _

%w— ity

Dabei ist z(0) = ¢ o1 und z (co) = 1. Also entspricht

. . . 6,—0C
£, cinem Bogen mit der Linge oy = 2 ©— 2+ —— .= oder
G
1

a L
o, = 2 — 7, wie in Satz I behauptet wurde.
G
1

Ist ' von G verschieden, so betrachten wir den Durchschnitt
G4 der Gebiete G und G;. Auf Grund der Bedingungen 3. und 4.
ist G, cin einfach zusammenhingendes Gebiet, welches {; im
Innern enthiilt. Die Funktion z = g, () moge G, auf den Kreis
|z|<Z1 abbilden, so daB3 g, ({y) = o ist. £y mdge dabei einem Bogen
der Linge o, entsprechen. Bezeichnet man die Umkehrfunktion
von z = g, ({) mit L = 7, (z), so crfullt die Funktion z4 =
¢ (2, (2)) = g« (2) die Voraussetzungen des Satzes von Lowner,
= 1 mit der Linge
2m—au, auf ecinen Bogen des Kreises |z, = 1 mit der Linge
2

und zwar bildet sie einen Bogen des Kreises |z

n—o ab. Also ist 2m—o=27—0u, oder
o< oty ey

Ebenso erfiillt die Funktion z4s = g1 (£, (2)) = g« (¢) die Vor-
aussetzungen des Satzes von Léwner. Sie bildet einen Bogen

des Kreises |z| = 1 mit der Linge «, auf cinen Bogen des Krei-
ses |zyx| = 1 mit der Linge «, ab. Also ist
oy Xty 1)

18*
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Wegen G== G, ist G, ein echtes Teilgebiet entweder von G oder
von (5. Daher scheidet in (I) oder in (II) das Gleichheitszeichen
aus. Also gilt a < 2 z— 7, W. z. b. w.

1

Die Bedingungen 1. bis 4. von Satz I sind fir weite Klassen
von Gebieten G erfiillbar, falls das Randelement R hinreichend
klein ist. Fir groere Teile des Randes kann es dagegen leicht
vorkommen, dal3 die Bedingung 4. nicht mehr erfillbar ist. In
diesem Falle ist dann die Abschiatzung durch Unterteilung von R
vorzunehmen.

Wir wollen nun wieder zur Betrachtung solcher Funktionen
zuriickkehren, welche auf einem Bogen der Linge o stetige
Randwerte vom Betrag Eins annehmen. Dabei beschrinken
wir uns jetzt auf solche Funktionen { = % (s), welche den Kreis
|z|<C1 auf ein schlichtes Gebiet abbilden; fiir |4 (z)| wollen wir
jedoch im Gegensatz zum Satz von Loéwner keine obere Schranke
festsetzen. Auch in diesem Falle kann man zu einer einfachen
Abschitzung von « gelangen, wenn man statt der Normierung
f (0) = o eine beliebige Normierung mit |4 (0)| =1 betrachtet.
Es gilt nimlich der nachstehende

Satz 11

Die Funktion { = /% (2) moge die folgenden Bedingungen
erfiillen:

1. = / (2) vermittelt ecine schlichte konforme Abbildung
des Kreises |z[<1;

2./ (z) besitzt auf cinem Bogen der Linge « des Kreises
|z| = 1 stetige Randwerte vom Betrag Eins;

3. der Bildbogen B von « moge in positivem Sinn durchlaufen

werden, wenn « in positivem Sinn durchlaufen wird;!

4. |% (0)| 21

Dann ist notwendig

R
A
A

! Dieser Sachverhalt braucht beim Satz von Léwner nicht vorausgesetzt
zu werden, da er dort aus |f (z)] = 1 folgt.
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Das Gleichheitszeichen gilt nur fiir solche Funktionen { =
%14 (2), welche den Kreis |z|<C1 auf die lings eines Teiles von
[¢| = 1 aufgeschlitzte {-Ebene so abbilden, daB |% (0)| = 1ist.

Satz II ist lediglich ein Spezialfall von Satz I. Um das einzu-
sehen, denkt man sich das durch B iiberdeckte Stiick des Kreises
[{| = 1 durch einen Schlitz s aufgeschlitzt, wobei £ als inneres
Ufer von s aufzufassen ist. Dann diirfen wir £, gleich  wihlen.
Da das Gebiet G wegen der Schlichtheit den Schlitz s von auBen
her nicht tiberschreiten kann, diirfen wir das aullere Ufer von s

als 4, auffassen. Ist |4 (0)| = 1, so ergénzt £ den Schlitz s zum
vollen Einheitskreis. G ist in diesem Fall die durch s aufge-
schlitzte {-Ebene und es ist ¢ = = und 6,= 2 7. Daraus folgt be-

reits « <m. Ist |2 (0)|>>1, so ist < = und daher a<(=, w. z. b. w.
Wir wollen nun den Satz Il auf die konforme Abbildung des
AuBeren eines schlichten Polygons auf den Einheitskreis an-
wenden. Dabei verstehen wir unter dem AuBeren Y eines schlich-
ten Polygons ein einfach zusammenhingendes, schlichtes Gebiet,
welches den Punkt oo im Innern enthilt und dessen Rand sich
aus cendlich vielen geraden Strecken zusammensetzt. Diese De-
finition umfal3t z. B. auch solche Gebiete, welche aus der lings
ciner ganz im Endlichen verlaufenden, stiickweise geraden Linie
aufgeschlitzten ILbene bestehen. Man wird die Abbildung natur-
gemil} so normieren, dall der Punkt { = oo dem Nullpunkt des
z-Einheitskreises entspricht. Dann gilt der folgende

Satz III.

Bildet die Funktion { = p (2) das Aufere ¥ eines schlich-
ten Polygons so auf den Kreis ]z:<1 ab, dal3 der Punkt
{ = oo dem Punkt z = o entspricht, so gilt fur die Bild-
linge A einer beliebigen Polygonseite /

A<

Das Gleichheitszeichen steht nur dann, wenn 9 die lings einer
geraden Strecke aufgeschlitzte Ebene ist.

Beweis: Wir transformieren die {-Ebene durch eine lineare
Transformation {y= ¢ (¥); dabei moge diejenige Halbebene,
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welche mit Y das Randstiick / (d. h. das duflere Ufer von 7) ge-
meinsam hat, in den Kreis [{4]|<{1 iibergehen. Dann erfillt die
Funktion {y = £ (p(2)) = /4 (2) die Voraussetzungen von SatzII;
insbesondere ist |/z4 (0)| = 1. Daraus folgt unmittelbar dic Be-
hauptung von Satz III.

Fiir die Summe A;-42, der Bildlingen zweier aufeinander-
folgender Polygonseiten /; und /, liefert Satz III lediglich die
triviale Ungleichung A 42, <2 7. Diese Abschitzung 14Bt sich
jedoch gemiB Satz IV fur den Fall verbessern, da3 /; und /, als
Seiten von P aufgefallt eine Ecke bilden, deren Winkel kleiner
als 27 ist. :

Satz IV

Bilden die aufeinanderfolgenden Polygonseiten /; und /,
einen innerhalb P gemessenen Winkel ¢ mit # < ¢ < 2,
so gilt fiir die Summe A, 42, ihrer Bildlidngen bei der durch
{ = p (2) vermittelten Abbildung

a) htra<lo;
ist dagegen o <m, so gilt
b) A 4+A, < .

Beweis: Wir bezeichnen die an /; und /, liegenden Polygon-
ecken fortlaufend mit ,, 3, {5 und den von {; tiber 3 nach ¢,
fithrenden Kreisbogen mit X. Nun kénnen wir fiir n<lo<{2=x
Satz I unmittelbar zur Anwendung bringen: £, sei das duBere
und 4, das innere Ufer von &X; £ ist dann die von ¢4 {iber 0o nach
{, verlaufende gerade Linie. § sei die Riemannsche Fliche von

E:—E; 4, bzw. £ mdgen dem gleichen Blatt von § angchoren
wie der tber £, bzw. £ gelegene Teil von ¥P; dagegen moge 4,
cinem andern Blatt von § als £; angeho6ren. Dann sind alle Vor-
aussetzungen von Satz I erfillt; es ist 6,= 2w, und eine leichte
elementar-geometrische Betrachtung ergibt ¢ = ¢. Daraus folgt
die Behauptung a). Ganz analog verlduft der Beweis der Be-
hauptung b); dabei spiclt die gerade Strecke {; {, dic Rolle
von K.

Nach Satz IV besteht ein gewisser Zusammenhang zwischen
den Bildlingen der Polygonseiten und den Winkeln des Poly-
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gons. Dies legt die Frage nahe, ob es in manchen Fillen nicht
moglich ist, die Bildlingen explizit durch die Polygonwinkel aus-
zudriicken. Ich will im folgenden zeigen, daf3 dies in zwei Fillen
wirklich zutrifft: wenn das Polygon ein Dreieck und wenn es ein

Deltoid! ist. Von dem trivialen Fall des reguldren 7-Ecks (7\ = 27:)

konnen wir dabei absehen. Die Berechnung der Bildlingen der
Dreiecksseiten fithrt zu einer bemerkenswerten Analogie mit den
Sitzen der elementaren Dreiecks-Geometrie. Es gilt ndmlich der
folgende

Satz V.

Bildet die Funktion { = p, (z) das AuBere des Dreiecks
A1A44,4 5 mit den AuBenwinkeln v, (v = 1, 2, 3)? so auf den
Kreis |z|<C1 ab, daB der Punkt { = co dem Punkt z =0
entspricht, so bestchen zwischen den Bildlingen A, der Drei-
ecksseiten 7, und den AuBenwinkeln y, die folgenden Be-
ziehungen:

a) Sinus-Satz:
F1t Aot Ag == sin Ay tsin Aysin Ag;3
b) Cosinus-Satz:
75 = 714752 %1 A COS Ay

Die Bezichungen zwischen y, und 2, bleiben also richtig,
wenn wir y, durch /, und %, durch y, ersetzen.
Beweis: Wir konnen die Abbildung so normieren, dal3
Ay = pg (1) ist. Nach der Schwarz-Christoffelschen Formel hat
dann die Funktion { = p, (2) (abgesehen von einer Ahnlichkeits-

b D.i. ein Viereck, welches beziiglich einer Diagonalen symmetrisch ist.

* Bezeichnet man die Winkel des im Endlichen gelegenen Dreiecks mit y,,
0 ist y, = 7w — ¥/

3 Aus dem Sinus-Satz und aus ¥ 2, = 2= folgt leicht %, =< =, d.1i. die Aus-

r=1

sage von Satz III fiir den Spezialfall des Dreiecks. Auf diesem Wege habe
ich urspriinglich Satz III bewiesen. Den Hinweis auf den einfacheren und
weitertragenden Beweis mit Hilfe des Satzes von L § wner verdanke ich einer
miindlichen Mitteilung von Herrn Professor Dr. Carathéodory.
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Transformation der Variablen {) notwendig die folgende Gestalt:
3 n Pe . 1 gy
. _ _ 44 _ )‘32 . —XZ\ g
L= py (2) _](z D7 (t—e™ ) (t—e ) = @D

Dabei ist z, irgendein Wert mit o<|~0|<1; die Ecken A4, und
A, entsprechen den Punkten z = ¢* und z = ¢~ "' des Kreises
|z| = 1. Den Integranden g3 (#) kann man fiir |¢|<C1 folgender-
malen entwickeln:

a—i

Py () = +——+ao+a1t+

Alsoist  pg(2) z—»aj—g—l—a_l log z4+agz+ ...+ C.

Da z = o ein Pol 1. Ordnung von pj (2) sein mub, ist das Residu-
um a_, des Integranden gleich Null,! d. h.

[—z~-1ﬁ3(t)] T

oder y1t e e+ yadi= 0,2 (Iv)
d. h. 71 70 cOS Ayt 5 cOs Ay = 0O
und Yo SIN Ag — 75 SIN Ay = O.

1 Durch Betrachtung der Residuen des Integranden gelingt es oft, die Kon-
stanten in den Schwarz-Christoffelschen Formeln so zu bestimmen,
daB sich die Abbildungsfunktion eines vorgegebenen polygonalen Bereiches
ergibt; dies trifft auch in solchen Fillen zu, wo es sich nicht um die Abbil-
dung des AuBeren eines Polygons handelt. Eine ausfiihrlichere Arbeit iiber
diesen Gegenstand habe ich in Vorbereitung.

2 Istdiese Bedingungsgleichung nicht erfiillt, so vermittelt die Funktion (IIT)
nicht die konforme Abbildung des z-Einheitskreises auf das AuBere eines
Dreiecks. Diese Tatsache ist in der neueren Literatur zum Teil ibersehen
worden. Dagegen findet sich, wie ich nachtriglich feststellen konnte, in einer
schon lingst vergessenen Arbeitvon J. C. Kluyver (,,Konforme Abbildungen,
welche von der -Funktion vermittelt werden‘*; Zeitschr. f. Math. u. Phys.,
Leipzig 1895. S. 132) eine hnliche Bedingungsgleichung fiir die konforme
Abbildung des AuBeren eines beliebigen Polygons auf die Halbebene;
die in Satz V ausgesprochenen Zusammenhinge werden allerdings durch die
Abbildung auf die Halbebene etwas verschleiert,
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Die Auflésung dieser Gleichungen ergibt unmittelbar die Be-
hauptung von Satz V. Durch Satz 'V b) ist A, eindeutig bestimmt,

3
da nach Satz III A, < = ist. Wegen % y, = 27 kann man auch

Ve=1

SChI‘CibCI’l: )\3 = arccos (1 — 2. _Xlih—‘ TC)

X1 X2

1A
d

Auf analoge Weise erhilt man den folgenden

Satz VI.

Bildet die Funktion £ = p,, (2) das AuBere des Deltoids
A1A45A45A45 mit der Symmetrielinie 4,45 und den Aullen-
winkeln y, (v = 1, 2, 3) so auf den Kreis |z{<(1 ab, dal der
Punkt £ = co dem Punkt z = o entspricht, so sind die Bild-
lingen 7, und 2, der Deltoidseiten /= A;A4,=A4,A4} und
lo= AyA,= ALA, bestimmt durch

fa— /1 cOs hy = L1 A3,

€os Ay = R
2 Y2 2 e

Beweis: Wir konnen aus Symmetriegriinden die Abbildung
so normieren, dall 4,= pp (1) und Az= pp, (—1). Nach der
Schwarz-Christoffelschen Formel hat dann die Funktion
{= pp(z) (abgeschen von einer Ahnlichkeits-Transformation)
notwendig die folgende Gestalt:

z 71 sz 7

c;p’)@):/. (t—1) " (B—2¢tcosh +1)" (¢ +1)7 - ‘% %)

“0

Dabci entsprechen die Ecken A4, und A} den Punkten z = ™
und z = ¢~ ** des Kreises [z = 1. Ebenso wie im Falle des Drei-
ecks folgt jetzt wieder

4 o . _
[Ztl ]’D@][:O =0
oder Y172 %o €COS Ay — 5 = O. (V1)

Dies ist bereits die Behauptung.
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Satz VI gilt natiirlich auch dann, wenn 4, oder A4, als Ecke
des im Endlichen liegenden Deltoids betrachtet, cinspringend
ist; ¥, bzw. x4 ist dann negativ. Insbesondere erhalten wir fiir
7o= 7 und y;= — y4 den folgenden Spezialfall von Satz VI:

Satz Vla

Die Funktion { = p, () moge die lings S aufgeschlitzte
Ebene so auf den Kreis |z|<1 abbilden, daB der Punkt { =00
dem Punkt z = o entspricht; .S moge sich aus zwei gleich
fangen, geraden Strecken zusammensetzen, welche den Win-
kel ¢ bilden. Dann gilt fiir die Bildlinge 2, desjenigen Ufers
von S, auf welchem ¢ gemessen ist:

4

A
cos L =1 —
2 7

Die Sitze V, VI und VI a sind auch von Bedeutung fiir das
allgemeine Problem der Abschitzung der Bildlinge von Rand-
elementen. Satz V gibt uns die Méoglichkeit, statt dem Kreis-
bogenzweieck G, von Satz I ecin Kreisbogendreieck als Ver-
gleichsgebiet einzufihren, wodurch die Abschitzung in vielen
Fillen verbessert wird. Wir kénnen dann in Analogic zu Satz I
folgendes aussagen:

Satz VII

Das Gebiet G moge als Teil einer unbegrenzten Riemann-
schen Fliche § aufgefal3t werden. Die geometrische Kon-
figuration von §, &, R und {, mége so beschaffen sein, dal}
sich auf § drei Kreisbogen (oder gerade Strecken) 41, £}, 45
konstruieren lassen, welche den folgenden Bedingungen ge-
nugen:

1. Die Kreisbogen bilden ein schlichtes Kreisbogendreieck
G4, das {, im Innern enthilt und von den zwei Ecken mit
{; und ¢, zusammenfallen;

2. die drei Kreise, denen die Kreisbogen angehéren, sollen

sich in {, schneiden;

. £] und £} sollen keinen inneren Punkt von & enthalten;

4. A% soll so gewihlt werden, daB3 R keinen inneren Punkt
von G7 enthilt.

[¥8)
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Die Winkel zwischen £ und £; bzw. £ und 4; moégen mit
o7 und o; bezeichnet werden. Dann gilt fiir die durch z =
g (€) vermittelte Abbildung:

Gl +o6t—m

<t

a<arccos ([ 1—2m -
e 0, G}

Das Gleichheitszeichen kann nur gelten, wenn ¢ = G| und
R = £; ist.

Beweis: Dafl fir G = G} das Gleichheitszeichen gilt, folgt
cinfach daraus, dafl G| durch ecine linearer Transformation,
welche den Punkt ¢ ins Unendliche iberfiihrt, in das AuBere
eines geradlinigen Dreiecks transformiert wird. Im tbrigen ver-
liuft der Beweis von Satz VII ganz analog zum Beweis von Satz [.

Statt dem Kreisbogendreieck &7 kann man auf Grund von
Satz VI auch ein symmetrisches Kreisbogenviereck als Ver-
gleichsgebiet einfithren. Wir brauchen darauf nicht niher cinzu-
gchen. Auch Satz VIa lit sich mit Erfolg auf allgemeinere Pro-
bleme anwenden, insbesondere auf die konforme Abbildung des
AuBeren 9 eines beliebigen Polygons. Man kann nidmlich auf
Grund von Satz VIa folgendes aussagen:

Satz VIII

Bilden die aufeinanderfolgenden Polygonseiten /; und
ly =/, den (innerhalb 9 gemessenen) Winkel ¢ <7 27, so gilt
fur die Bildlinge 24 von /; bei der durch T = p (z) vermittel-
ten Abbildung '

% < arccos ( 1 —(_P_) < 7T,

Das Gleichheitszeichen gilt nur dann, wenn P die gemil
Satz VIa aufgeschlitzte Ebene ist.

Beweis: Wir betrachten eine Funktion { = p, (2), welche so
beschaffen ist, dal} § sich mit /; und einem Teil von /7, deckt; die
Umkehrfunktion bezeichnen wir mit z = 5, (). Dann erfullt die
Funktion 4, (p (2)) dic Voraussetzungen des Satzes von Lowner,
und zwar fihrt sic den Bogen 2, in einen Bogen der Linge
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arccos ( 1——:_%) < = lber. Daraus folgt die Behauptung. — Aus

Satz VIII folgt insbesondere lim A= o.
@0

Es erhebt sich nun die Frage, ob nicht auch in allgemeineren
Fillen die Bildlingen der Polygonseiten bei konformer Abbildung
des AuBeren eines Polygons auf den Einheitskreis sich explizit
durch geometrische GréBen ausdriicken lassen. Dies ist allem
Anschein nach nicht der Fall. Wohl 148t sich auch fiir beliebiges
P cine zu (IV) und (VI) analoge Gleichung angeben, die jedoch,
soweit ich sehe, in keinem Fall mehr zu einer expliziten Darstel-
lung der 2, fiihrt. In einigen Fillen lassen sich noch numerische
Methoden zur Bestimmung der Konstanten der Schwarz-Chri-
stoffelschen Formel angeben. Die Rechnungen sind jedoch sehr
langwierig und umstandlich.

Dagegen lassen sich statt dem Aufleren von Polygonen mit
Vorteil auch andere Gebiete als Vergleichsgebicte zur Abschit-
zung der Bildlinge von Randelementen heranzichen. Beispicle
hierfiir finden sich in meiner demniéchst erscheinenden Disser-
tation (,,Uber beschrinkte Funktionen, deren Wertevorrat ge-
wisse Liicken aufweist’*), in welcher die Aussage des Satzes von
Lowner fiir spezielle Funktionenklassen verschirft wird.



