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Uber das zweite Cousinsche Problem und die Quotienten-
darstellung meromorpher Funktionen mehrerer
Veridnderlichen.

Von Karl Stein in Miinster (Westf.).

Vorgelegt von Herrn C. Carathéodory in der Sitzung vom 6. Mai 1939.

Die Frage nach der Existenz analytischer Funktionen mehrerer
komplexer Veridnderlichen zu vorgegebenen Nullstellenmannig-
faltigkciten ist in der Literatur als das zweite Cousinsche
Problem bekannt.! Genauer handelt es sich um folgendes: In
dem (offenen) Bereich B?" des Raumes der Verdnderlichen z,

.., &, sei jedem Punkt 7 eine Umgebung U (P) und ecine dort
reguldre Funktion f, (z, ..., z,) zugeordnet. Im Durchschnitt
DWIP], U[Q]) der Umgebungen zweier Punkte 2 und Q

P . . . . 8
sei” © reguldr und ungleich Null. Gesucht wird eine in B2"
0
ad
reguliire, cindeutige Funktion F, so dafl in U(P) jeweils f
I)
regulir und ungleich Null ist. Trifft fiir cinen Bereich B*" die
Aussage, dall es zu jeder so zuldssigen Verteilung von Orts-
funktionen fp eine gesuchte Funktion F gibt, zu, so sagen wir,
in B2 gelte die zweite Aussage von Cousin.

In enger Bezichung zu dieser Aussage steht die folgende, als
Aussage von Poincaré bekannte: Ist die Funktion f (2, . . ., 2,)
in B*"™ meromorph und eindeutig, so gibt es zwei in B2" regulire,
cindeutige und teilerfremde Funktionen g und %, so da3 in B2%
gilt

* Wegen des Literaturnachweises vergleiche man H. Behnke und K. Stein,
Analytische Funktionen mehrerer Verinderlichen zu vorgegebenen Null- und
Polstellenfliichen. Jber. der D.M.V. 47, 1937, S. 177. Wihrend der Nieder-
schrift der vorliegenden Note erschien noch: K. Oka, Sur les fonctions ana-
Iytiques de plusieurs variables complexes 111, Deuxiéme probleme de Cousin,
Journ. Sci. Hirosima Univ. A 9, 1939, S. 7-19.
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Es ist leicht zu sehen, dafl die Aussage von Poincaré sicher
in allen Bereichen B%™ zutrifft, in denen die zweite Cousinsche
Aussage gilt.

Seit den grundlegenden Untersuchungen von Cousin?! ist die
Frage nach dem genauen Geltungsbereich der beiden formulier-
ten Aussagen ein offenes Problem. Cousin selbst hat seine Aus-
sage flr Zylinderbereiche bewiesen, von deren Projektionen
hoéchstens eine mehrfach zusammenhingend ist. Spiter zeigte
T.H. Gronwall? an einem Beispiel, dal} sie sicher fur Zylinder-
bereiche falsch wird, wenn mehr als eine Projektion mehrfach
zusammenhingt. Das Gronwallsche Beispiel ist insofern tiber-
raschend, als das sogenannte erste Cousinsche Problem, ndmlich
die Aufgabe, zu vorgegebenen Polstellen ecine meromorphe
Funktion zu konstruieren, in allen Zylinderbereichen losbar ist.
Doch lassen die Gronwallschen Uberlegungen keinen tieferen
Grund fiir die Schwierigkeiten erkennen, die das zweite Cousin-
sche Problem vor dem ersten auszeichnen.

In der vorliegenden Note sollen nun ecinige Resultate mit-
geteilt werden, die zeigen, daf3 diese Schwierigkeiten vor allem
topologischer Natur sind.? Wir ordnen jeder in einem Bereich
B*" vorgegebenen Cousinschen Verteilung 77 von Nullstellen-
mannigfaltigkeiten gewisse charakteristische Schnittzahlen zu.
Héchstens dann, wenn diese Schnittzahlen alle Null sind, existiert
zu I eine Lésungsfunktion. Hieraus ergibt sich eine Bedingung
fiir die Moglichkeit, cine in B%™ gegebene meromorphe Funktion
als Quotient teilerfremder regulidrer Funktionen darzustellen.
Weiter zeigen wir, daf3 die angegebenen notwendigen Bedingun-
gen fiir Zylinderbereiche auch hinreichend sind. Wir kénnen
ferncr Jede in cinem solchen Bereich gegebene Cousinsche Ver-

1P Cousm Sur les fonctlons de » \arnbles complexes Acta m'tth Bd. 10,
1893.

2T. H. Gronwall, On the expressibility of a uniform function of several
complex variables as the quotient of two functions of entire charakter, Amer.
Math. Soc. Trans. Bd. 18, 1917.

3 In der oben zitierten Arbeit geht Herr K. Oka ebenfalls auf die topolo-
gische Seite des zweiten Cousinschen Problems cin. Sein Hauptresultat
lautet: Wenn eine Lésung topologisch méglich ist, so auch analytisch. Un-
sere Resultate liefern Bedingungen fiir die Existenz solcher topologischen
Lésungen.
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teilung V7 zu einer zweiten V' erginzen, deren charakteristische
Schnittzahlen simtlich Null sind. Daraus folgt, dal3 jede in einem
Zylinderbereich meromorphe Funktion eine Quotientendarstel-
lung durch reguldre Funktionen besitzt, die dann allerdings nicht
teilerfremd zu sein brauchen. Zum SchluB3 nutzen wir unsere
Uberlegungen zur Konstruktion schlichter nichtrungescher Re-
gularititsbereiche aus, d. h. solcher Regularititsbereiche, in denen
dic Approximation regulidrer Funktionen durch rationale nicht
immer moglich ist.

Auf die ausfithrliche Begriindung und Ausdehnung dieser
Resultate beabsichtigt Verfasser an anderer Stelle einzugehen.

In der folgenden Darstellung beschrinken wir uns auf Funk-
tionen zweier komplexer Veridnderlichen w, z, doch bietet eine
Ubertragung auf » Verinderliche keine wesentlichen Schwierig-
keiten.

§1.

Notwendige Bedingungen fiir die Losbarkeit der Probleme
von Cousin und Poincaré.

Wir orientieren zuniichst die w-Ebene £ und die z-Ebene E?
durch Festlegung cines positiven Drehungssinns, und zwar setzen
wir wie iblich die Linksdrehung als positiv fest. Dadurch ist auch
dem R* als dem topologischen Produkt Z2 X E? eine Orientie-
rung aufgeprigt. Es sei nun §2 ein analytisches Flachenstiick und
w = f(2) seine Darstellung. Dabei ist f(z) liber E? regulir,
doch méglicherweise verzweigt. Wir nennen diejenige Orien-
ticrung von J* positiv, dic durch die Abbildung w = f (2)
von Z% auf 32 erzeugt wird. Man erhilt dieselbe Orientierung,
wenn man durch z = f! (w) die Orientierung von EZ auf §?2
libertragt.

Im folgenden betrachten wir nun einen festen Bereich B* des
R*und in ihm eine Cousinsche Verteilung 7 von Ortsfunktionen
fp- Dadurch ist in B? eine Menge M? von analytischen Flichen-
stiicken §2 definiert, denen durch die fj, jeweils cine bestimmte,
positiv ganzzahlige Viclfachheit zugeordnet ist. Wir denken uns
dic §% auBlerdem in der angegebenen Weise orientiert. Ist dann



























