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Uber eine Abwandlung des Cauchy-Lipschitzschen
Verfahrens bei gewohnlichen Differentialgleichungen.

Von Georg Aumann in Frankfurt a. M.
Mit einer Figur.

Vorgelegt von Herrn H. Tietze in der Sitzung vom 5. November 1938.

Einleitung. Die Cauchy-Lipschitzsche Methode bei Systemen
gewohnlicher Differentialgleichungen zum Nachweis eines Inte-
grals, welches bekanntlich die gesuchte Integralkurve durch
Streckenziige, deren Strecken die in ihren Anfangspunkten
durch das Differentialgleichungssystem vorgezeichnete Feld-
richtung haben, beliebig genau annidhert, bezeichnet man haufig
als direkt, im Gegensatz zu sogenannten indirekten Beweisen.
Allgemein wird man unter ciner direkten Methode ein Rezept
verstchen, dessen Anwendbarkeit an das Vorliegen eines be-
stimmten, durch gewisse Bedingungen gekennzeichneten Sach-
verhaltes 5 geknlpft ist und welches in der Ausfiihrung einer
Reihe bekannter Operationen an S besteht und zu einem ein-
deutigen Resultat fithrt. Eine Methode M,; wird man umfassen-
der nennen als eine Methode My, wenn M, dasselbe leistet wie
M,, dariiber hinaus aber auch noch in Fillen anwendbar ist,
wo M, versagt. In diesem Sinne ist die Anwendbarkeit des
Cauchy-Lipschitzschen Verfahrens an die Vorgabe eines Rich-
tungsfeldes mit einer Lipschitzbedingung gebunden; bei der
Behandlung eines nur stetigen Richtungsfeldes dagegen versagt
die Cauchy-Lipschitzsche Methode, indem sie keineswegs mehr
ein eindeutiges Resultat zu liefern braucht. Dies ist an sich ganz
natiirlich, weil es ja im genannten Falle mechrere von einem
Punkt ausgehende Integralkurven geben kann. Eindeutig ist
dagegen in diesem Fall z. B. die Vereinigungsmenge E (r) aller
vom Punkt y ausgehenden Integralkurven, die ,,Emission von
¥ nach A. Marchaud.! Will man eine die Cauchy-Lipschitzsche

! Sur les champs continues de demi-cones convexes et leurs intégrales,
Comp. math. 3 (1936), 89-127.
Minchen Ak. Sb, 1938, II 17



156 Georg Aumann

Methode umfassende ersinnen, die einschriankungslos auf stetige
Richtungsfelder anwendbar sein soll, so wird man sie zweck-
miBig so einrichten, daf} sie als Resultat £ (1) liefert. Um ein
solches Verfahren zu erhalten, ist es naheliegend, das Cauchy-
Lipschitzsche Verfahren in der Weise abzuidndern, daB3 man nicht
einzelne Niherungsstreckenziige fester Schrittlinge € nimmt und
mit ¢ gegen Null geht, sondern, da man von vornherein eine
ganze Gesamtheit von Niherungsstreckenziigen ciner gewissen
Approximationsgiite ins “Auge fallt, ctwa dic "abgeschlossene
Hualle V' (r; ¢) der Vereinigungsmenge aller méglichen von p
ausgehenden Naherungsstreckenziige einer (innerhalb des ein-
zelnen Streckenzuges nicht notwendig festen) Schrittlinge < e,
wobei die Strecken die in den Anfangspunkten vorgezeichnete
Feldrichtung aufweisen. 77 (r; €) nimmt mit ¢ monoton ab; man
wird den Durchschnitt I (x) aller 77 (r; € bilden. Die eben
beschriebene Konstruktion ist offenbar bei jedem (auch nicht
stetigen) Richtungsfeld durchfithrbar und gibt in W (1) ein ein-
deutiges Resultat. Jedoch enthilt, wie einfache Beispicle zeigen,
W (r) nicht immer alle von r ausgehenden Integralkurven. Dieser
Mangel 1aBt sich nun leicht beheben, indem man alle méglichen
»Naherungsstreckenziige'* iberhaupt heranzieht: Man betrach-
tet, € >0, 3 > o, die abgeschlossene Hiille V' (1; ¢, 8) der Ver-
einigungsmenge aller moéglichen von ¢ ausgchenden Strecken-
zlige mit einer nicht notwendig festen Schrittlinge < e und
einer Winkelabweichung < 3§ der Strecken von den in ihren
Anfangspunkten vorgeschriecbenen Feldrichtungen und bildet
den Durchschnitt 7 (p) aller V' (r; ¢, 8); diese Konstruktion ist
anwendbar auf jedes cindeutige, sonst aber beliebige Richtungs-
feld und ordnet in eindeutiger Weise jedem Punkt r die Menge
J (1) zu, die wir dze von y ausgehende Emission des betrachteten
Richtungsfeldes nennen wollen. Es zeigt sich nun, daBl bei
stetigen Richtungsfeldern? / (3) mit £ (1) iibereinstimmt, so
dall wir (sachlich wenigstens) mit unserer Bezeichnung mit
A.Marchaud in Einklang sind und daher im Falle, daf3 es nur
eine einzige von p ausgehende Integralkurve gibt, / (1) gerade
diese Kurve darstellt.

2 Von einer nebensichlichen Bedingung abgesehen, vgl. Nr. 3, A,.
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Die Konstruktion von V (x; €, 3) erscheint nach der obigen
Definition als reichlich kompliziert; wenn man aber den mengen-
theoretischen Kern herausschalt, so nimmt sic cine denkbar ein-
fache Form an. Mit dieser, von metrischen und lincaren Eigen-
schaften des Raumes absehenden, mengentheoretischen For-
mulicrung crgibt sich die Méglichkeit, ,,Differentialgleichungen®,
oder wie ich es nennen werde, ,,D-Systeme’’ und ihre ,,Emissio-
nen‘* in topologischen Raumen zu definieren. Dies wird in der
folgenden Nr. 1 kurz skizziert, jedoch hier nicht weiter ausgestal-
tet. Nr. 2 bis Nr. 4 behandeln den klassischen Fall des Richtungs-
feldes im R, im Sinne dieser neuen Auffassung.

1. D-Abbildungen in topologischen Riumen. s sei R cin topo-
logischer Raum. Jedem Punkt x &€ R sei in cindeutiger Weise
cine Punktmenge D (x) zugcordnet mit

(1) ¥ €D (xS R;

wir sprechen dann kurz von einer D-Abbildung in R. Ist M & R,

so werde die Vereinigungsmenge ' D (x) mit D (M) bezeich-
x &M

net; wegen (1) ist

(2) M S DM)C R.

Die D-Abbildung D (x) heit abgeschlossen, wenn D (x) fiir
jedes x & R abgeschlossen ist; D (x) heilit gesdttzgt,® wenn
D (D (x)) = D*(x) mit D (x) identisch ist fir jedes x € R. Esist
D (x) dann und nur dann gesittigt, wenn aus y € D (x) stets
D (y) € D (x) folgt. Aus jeder D-Abbildung D (x) 148t sich eine
gesittigte D-Abbildung herleiten: Fiir x & R bildet man D? (%),
allgemein DP(x) =D (D" (x)), p =2, 3, .. . (D' (») =D (x)),

und dann

(5
H(x)= X DP(x)
;5 =]

Oder idempotent, um eine in der Algebra gebriuchliche Bezeichnungs-
weise zu verwenden.

17



158 Georg Aumann

£ (x) ist eine D-Abbildung und in bezug auf D (x) invariant,
d. h. es gilt D (H(x)) = H (x) fiir jedes x € R; aus dieser In-
varianz folgt /A% (x) = H (x), H (x) ist gesittigt.

Wenn auch die abgeschlossene Hiille 7 (x) von A (x) (wir
schreiben daftr kiirzer I?(x)) in bezug auf D (x) invariant ist, so
nennen wir die erzeugende D-Abbildung regulir. Nennt man
ferner D (x) wunterhalb-stetig, wenn D (M) S D (M) fir jedes
M € R gilt, so haben wir den Satz:

Jede unterhalb-stetige D-Abbildung ist regulir, und die zur
reguliren D-Abbildung D (x) gehirige D-Abbildung H (x) ist
gesdttigt und abgeschlossen.

In der Tat, aus der Unterhalb-Stetigkeit von D (x) folgt
D ([? (x) € D(H @) =H(x)= H (x), wegen (2) ist aber auch
H(x) € D (H (x)). Ist andererseits /4 (x) invariant in bezug auf
D (x), dann auch in bezug auf A (x), und es gilt 77 (# (x)) =H (%);

hieraus folgt, wie leicht einzusehen, ];’(ﬁ(z)) - H([?(x)) =H(z).
Es gilt aber auch H (x) © H (H (x)).

Man betrachte nun ein D-System {De ()} in R, d.h. cin
System von D-Abbildungen 0D, in R, wobci p die beliebige
Indizesmenge P durchlduft. Die zu jedem D, (x) gehdrige Ab-
bildung A (x) werde mit H, (x) bezeichnet. Der Durchschnitt

(3) J@ =1 H,(x)
e P

ist abgeschlossen und enthilt x; er werde die von x ausgehende
Emission des Systems { D,(x)} genannt. Es gilt der

Satz: Sind alle D, (x), o € P, des Systems { D, (x) | reguldr,
so ist die zugehdrige Ewiission [(x) eine abgeschlossene und
gesattigte D-Abbildung.

Ist ndmlich D, (x) reguldr, so ist ﬁa (x) abgeschlossen und
gesittigt, und der Satz folgt unmittelbar daraus, dal3 der Durch-
schnitt S (x) = 11 S, (x) eines Systems abgeschlossener, gesdttigter
D-Abbildungen S, (x) wieder eine abgeschlossene, gesdttigte
D-Abbildung darstellt. In der Tat: S (x) ist als Durchschnitt
abgeschlossener Mengen wieder abgeschlossen; ferner folgt aus
¥y € S(x) der Reihe nach: y € §,(x) fiir jedes o, 5, (3) & S, (%),
S()E S, S S S@.




Uber eine Abwandlung des Cauchy-Lipschitzschen Verfahrens 159

Wir wollen diese Gedanken hier nicht weiter entwickeln, son-
dern uns an dieser Stelle damit begniigen zuzusehen, wie sie
sich in der Lehre von den gewdhnlichen Differentialgleichungen
anwenden lassen und auswirken.

2. Emissionen eines beliebigen Vektorfeldes. Im sz-dimensio-
nalen euklidischen Raum &, der Punkte r = (xq, ..., x,,) be-
trachten wir ein Gebiet G, in welchem ein eindeutiges Vektor-
feld v (r), |v(r)| =1, erklart ist. Bei vorgegebenen &> o,

0< 8 < g 1y € G, bezeichne D (1)) = D (y; ¢, 8) die Menge
aller Punkte 9 mit
DE G [v—rel Ze (9—1) v (re) 2|9 —ro|cosd?

also den Durchschnitt von G mit der Vollkugel vom Radius ¢
um f, und mit dem massiven Halbdrehkegel mit der Spitze g,
der durch v (r,) bestimmten Halbachse und dem Offnungswinkel
28. D (1) ist eine D-Abbildung in G. Zur Bildung eines D-Systems
nchmen wir zwel absteigende Nullfolgen

gy > e > ...>0, 8, >8,>...>0,
> >

und setzen D (1o &, 8,0 =D, (xo), # =1, 2,.. 5 Die zu{ D, (1)}
gehorige Emission bezeichnen wir wieder mit /(x); wir nennen
sie auch die zum gegebenen Vektorfeld v (¥) gehorige Emission.
Man iberlegt sich leicht, daB3 die zu D (r) gehoérige Abbildung
H (¥) nichts anderes darstellt als die in der Einleitung genannte
Menge V (r; ¢, 9).

3. Stetige Vektorfelder. Zu den Voraussetzungen tiber v (1)
in 2. nehmen wir jetzt noch hinzu, daB v (1) stetig sein soll in G.
Fir /(r) gelten dann wichtige Aussagen:

Ay J () ist gesdttige.

* Wir deuten t zugleich als Ortsvektor, der vom Ursprung des Koordinaten-
systems zum Punkt y hinfthrt. Mit ab bezeichnen wir das skalare Produkt
zweier Vektoren a, b.

® Wegen der Monotonieeigenschaften von D (x; ¢, 8) in bezug auf ¢ und §
hatte man als D-System ebensogut das System aller D (r; €, 8) nehmen kénnen,
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Denn alle D, (x) sind stetig, insbesondere also unterhalb-stetig,
und daher regulir; A, folgt nun aus dem Satz in 1.

Ferner haben wir, wenn wir unter einer von r, ausgehenden
Iutegrallurve € des Feldes v (p) cine stetig differenzierbare
Kurve v =1 (#), 0o £ ¢ <1, t (0) = 1, verstehen, deren Tan-
d;it) in jedem Punkt 1 (#) zu v (r (#)) paralle]l und

gleichgerichtet ist, den Satz

gentenvektor

Ag. Jede von vy ausgehende Integraltwrve C ist in [ (ry) ent-
halten. In der Tat ist v € C, so wird durch D, (y) eine ganz
rechtsseitige Umgebung von v auf € @iberdeckt. Da A, (r,) und
(" abgeschlossen sind, so gibt es auf C einen ,letzten' Punkt
t (¢, welcher samt seinen Vorgidngern r (), o < ¢<C ¢, noch
2u H, (ry) gehort. Wire 2' < 1, so wiirde fiir alle zu ¢ hinreichend
benachbarten 7#>>7' gelten: r () € D, (r () = H, (re), im
Widerspruch damit, daB3 r (') der ,letzte’’ Punkt ist. C ist also
ganz in H, (1o enthalten, # =1, 2, ..., also auch in J ().

Unter geeigneter Gebietseinschrinkung gilt auch cine Um-
kehrung von A,, nidmlich

Ag. Gibt es einen festen Vektor o und ein festes v > o, so daf
aw(x) > firalley & G, dann ist [ (r) identiscl mit der Ver-
etntgungsmnenge £ (1o) aller von to ausgehenden Integralburven.

Es ist klar, dal3 sich wegen der vorausgesetzten Stetigkeit von
v (¥) die in A; genannte Bedingung dadurch erzwingen 1idf3t,
daBl man die Betrachtungen auf cin gentigend kleines Teilgebiet
des urspriinglichen Definitionsbereiches von v (1) beschrankt.
Zum Beweis von A, zeigen wir, daBl durch jeden Punkt
v & J(xy) cine von 1y ausgehende Integralkurve ¢ hindurchgeht.
Wir bestimmen zu diesem Zweck einen, nach Definition von
/ (ro) vorhandenen, zu /A, (r,) gehérigen Punkt 3, mit |y, —v |
< ;Iz’ n==1,2,...7uyp, gibt es cin 4, so da3 v, & Dl (1),

also eine Folge von Punkten ro =1, o Iy 1, -+ I, h, = Yo

n

Sp =000 (y, 1) -+ - (1, r,) st ganz in /1, (r,) cnthalten, pro-
jiziert sich fiir alle hinreichend groBen 7 auf eine zu a parallele
Achse umkehrbar eindeutig und weist gegen a gleichmiBig (von

mit 1, , € D, (Fyp—1), £ =1, . .., 4, Der Streckenzug
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» unabhingig) beschrinkte Steigungen und damit auch gleich-
miBig beschrinkte Bogenlinge auf. Aus der Folge der S, kann
man eine Teilfolge { S,/ } ausgreifen, welche gegen eine stetige
Kurve X konvergiert. Offenbar enthilt X die Punkte 1y, und .
K ist ferner eine Integralkurve. Denn fiir jeden Punkt § € X
schlieB3t in ciner hinreichend kleinen Umgebung U und fir alle
hinreichend groBen 7’ jede Sehne von S, soweit ihre Endpunkte
in U liegen,® mit v (3) einen beliebig kleinen Winkel ein. Diese
Eigenschaft ibertragt sich beim Grenzitbergang S,, > K auf K
selbst, was zcigt, daBB X in jedem Punkt 3 cine zu v (3) parallele
Tangcntc im scharfen Sinne? besitzt.

4. Vektorfelder mit einer Lipschitzbedingung, Das Vektorfeld
v (r) geniigt in G einer Lipschitz- (ktrzer L-) Bedingung, wenn
es cine positive Konstante L gibt, so dal}

o) —>GD S Ly —"|

firallep’ € G, ¢ € G. Die Bedeutung dieser Bedingung zeigt der
Satz: [st v (¥) etn etner L-Bedingung geniigendes Vektorfeld
im Gebiet G und ist | v (r) — v (ro) | < 1 fiir alle 1 & G8 s0 ist
S (ro) etne Kurve, und jede von vy ausgehende Integralkurve des
Feldes v (x) ist Teilbogen von J (1g).

Beweis: 1. Wir legen das Koordinatensystem (xq, . . ., x,,) so,
daB v (ry) die Richtung der positiven x,-Achse angibt und p, der
Ursprung ist, und zeigen, dall / (ry) mit jeder Ebene x; = ¢ >0
héchstens einen Punkt gemeinsam hat, indem wir nachweisen,
dal} der Durchmesser & (¢) des Durchschnittes von J (1) mit der
Ebene x; = ¢ Null ist.

Es bezeichne A, (1'; 7) den Durchschnitt von A, (') mit der

Kugel | r— ' | £ #, ferner K (3'; 7, o) (o < o< 72c) den Durch-

® Es handelt sich also nicht nur um die Strecken von .S, die nur spezielle
Sehnen von .S,/ sind.

? Unter der scharfen Tangente einer Kurve im Kurvenpunkte 3 versteht
man die Grenzlage der Sekanten (p) (q) bei beliebiger Anniherung der
Kurvenpunkte P, 9 an 3, soferne eine solche Grenzlage Uberhaupt vorhanden
1st.

® Wegen dieser Bedingung vergleiche man die Bemerkung zu der shn-
lichen Bedingung in A,.



162 Georg Aumann

schnitt des Kegels (x—1") v ()= | r—1'| cos « mit derselben
Kugel. Wir setzen im folgenden « als so klein voraus, daf3 die
Projektion jeder Mantelstrecke von K (3'; 7, «) auf die x,-Achse

mindestens g betrigt. Wegen der gleichmifBligen Stetigkeit von

v (r) kann man zu vorgegebenem « ein V («) und ein 7 («) >0
finden, so dal} A, ():’; ¥ (oc)) c K (}:’; 7 (o), OL) fir alle r € G
und alle # > N («). Ferner gibt es eine von « abhingige mit «
gegen Null gehende Konstante 4 derart, daB der Durchschnitt
von K (1'; 7, «) mit der Ebene x; = ¢ einen Durchmesser <
A | g-xy | besitzt (x; die x,-Koordinate von 1'). Den Durchmesser
des Durchschnittes von A, (1) (oder, was in unserem Falle das
gleiche ist, von A, (xo)) mit der Ebene x; = ¢ bezeichnen wir
mit &, (¢); die &, (¢) streben nicht-steigend nach & (¢).

2. Nun verfahren wir nach bekannter Weise:? Bei festem «
wird 2 > NV () gewdhlt. Sind dann 1, ¥, zwel beliebige Punkte
von A, (ry) in der Ebene x; = ¢ > 0, so gibt es in der Ebene
xy=p, 0 < p <g, zwei Punkte Illy Ilz, so daB} r; € H,, (I;)’
i=1,2.Ists=¢g—p <Zé09, so gilt r;, & K(x;; 7 (o), a.). Nun

ist (Figur 1)

® Vgl. E. Goursat, Cours d’Analyse II (1929), Nr. 391.
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(4)  ro—1r1=2— 92 +a—1r1) +G—vD +(v1—1p),

wobei y; den DurchstoBpunkt der Achse von & (1j; » (&), o),
i = 1, 2, § den DurchstoBpunkt der zur Achse von X (13; 7 («), «)
parallelen Geraden durch ) mit der Ebene x; = ¢ bezeichnen.
Es ist |p;—9;| £A4s, =1, 2, und wegen der beschrinkten
Winkel von v () gegen v (r,) gibt es eine Konstante M, so daf3

l8—v2 | S Ms o () —2 (1) |
also auf Grund der L-Bedingung
3= SMLs|ie—ri ]
Wir erhalten somit aus (4)

dy(p +5) S As +d, (p) + MLsd, (p) + As,

oder

d,(p+9) + 2, () + )<1+ML:>

ML e (
24
< il MLs.
= (a’n (»+ ML) e
Setzen wir nun s = g , v positiv ganz und hinreichend grofB (so

dall 35 <# (a)), so liefert vollstindige Induktion

MLgq

4,(9) + e

ML—(d © +

oder d, (¢) < — (¢ML1—1), also auch d(g) < Mf, (eMLa__y),

woraus mit « > 0 (4 ->0) die Behauptung & (¢) = o hervorgeht.

3. Dal jede Integralkurve, die von 1, ausgeht, ein Teilbogen
von / (1) ist, folgt jetzt aus 3.



