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Die Briicken-Reaktanzen eines symmetrischen Filters
mit vorgeschriebenem Betriebsverhalten.

Von Hans Piloty in Miinchen.
Mit einer Abbildung.
Vorgelegt am 3. Oktober 1947.

1. Charakteristische Polynome und Briicken-Reaktanzen.

1.1. Bekanntlich! 1aBt sich jedes symmetrische Filter in allen
seinen Eigenschaften bis auf Aquivalenz eindeutig durch die Wahl
zweier fiir das Betriebsverhalten charakteristischer reeller Poly-
nome () und F(A) (A =7 ), die keinen Teiler mit rein imagi--
niren Wurzeln gemeinsam haben und von denen das eine gerade,
das andere ungerade ist, festlegen. Das Folgende wird tbersicht-
licher, wenn wir gleich zwei zueinander konjugierter Filter be-
trachten, konjugiert in dem Sinne verstanden, daf3 der Betriebs-
Ubertragungsfaktor des ecinen Filters mit dem FEcho-Ubertra-
gungsfaktor des anderen Filters bei Betrieb zwischen denselben
Widerstinden & tbercinstimmt.

Unter dem Betriebs-Ubertragungsfaktor Z (%) ist diejenige
analytische Funktion von A ==/ (0 = Kreisfrequenz) zu ver-
stehen, deren Logarithmus fiir reelle Frequenzen das Betriebs-
UbertragungsmalB g(w) = 6(w) 4 za(w) (b(v) = Betriebsdimp-
fung, a(w) = BetricbsphasenmaB) ergibt. Es ist also 8
= H (iw). Hierbei ist vorausgesetzt, da3 das Filter zwischen zwei

gleichen Ohmschen Widerstinden R arbeitet. Der Echo-Uber-

tragungsfaktor 7°(3.) ist definiert durch 7°() =”§i;§;8§’

W (i) die zwischen den Eingangsklemmen gemessene Impedanz
bedeutet, wenn die Ausgangsklemmen mit dem Ohmschen Wider-
stand & abgeschlossen sind. Zwei konjugierte Filter haben die
Eigenschaft, daB in Frequenzbereichen, in denen das eine gut

wobei

! Die hier beniitzte Theorie von Reaktanzvierpolen (hier kurz , Filter*
genannt) mit vorgeschriebenem Betriebsverhalten ist unabhiingig von Dar-
lington [2] und mir [1] aufgestellt worden.
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130 Hans Piloty

durchlift, das andere gut sperrt und umgekehrt. Niheres hier-
iiber findet sich im Aufsatz [1].

Es kann ohne Beschrinkung der Allgemeinheit angenommen
werden, daf3 2(3) das gerade und #(3) das ungerade Polynom ist.
£(3) darf auch identisch verschwinden. In diesem speziellen Fall
ist P(3) als reelles gerades Polynom ohne rein imaginire Wurzeln
anzunchmen. Dann hat man ecin reelles Hurwitz-Polynom 7 (2)
mit positiven Koeffizienten mittels der Gleichung

L) E(—») =P0) — F*(%) (M

zu bilden und es in seinen geraden Teil Z; und scinen ungeraden
Teil £, zu zerlegen. Beide Schritte geben immer eine und nur
eine Losung. _

Die beiden Betriebs-Ubertragungsfaktoren 77 und 77’ der beiden
zu betrachtenden Filter sind dann
EA
£

£

(za) HO) = wnd 20y =40 (21)

Die beiden Echo-Ubertragungsfaktoren 7" und 77 sind:

£
F O

und 77 () = H () = ﬁ&i (3b)

(3a) 70)=H =
sodal} also tatsichlich beide Filter zucinander konjugiert sind.
Eines der beiden hat nach Gl. (2a) und (2b) einen Betriebs-
Ubertragungsfaktor mit geradem, das andere mit ungeradem
Nenner. Indem man entweder das eine oder das andere Filter eines
Paares betrachtet, kann man also Betriebs-Ubertragungsfaktoren
beider Arten erzeugen, obwohl Z()) als gerades, #(}) als un-
gerades Polynom angenommen ist. Deshalb steckt hierin, wie
oben behauptet, keine Beschrinkung der Allgemeinheit.

1.2. Die Vorschrift zur Gewinnung der Kettenmatrizen X
und K’ beider Filter lautet:
Ey  Ey—P|

W1 |IE Ey—F||
G4a) |K| = e v pnl @D

1
P Eut T B | HK/HZ_ ‘

7

Diese Vorschrift ist eindeutig.! Da Filter mit {ibereinstimmender

oy — 7
P

£ mit dem Widerstand & (R = Stromquellenwiderstand = Ver-

1 Inden Kettenmatrizen ist der gegenseitige KurzschluBwiderstand

Ey—

bzw. Vo
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Kettenmatrix dquivalent sind, fithrt der geschilderte Weg von den
beiden Polynomen # und P zu bis auf Aquivalenz eindeutig be-
stimmten Filtern. In [1] ist bewiesen, dal3 alle symmetrischen
Filter sich in der geschilderten Weise durch zwei Polynome cha-
rakterisieren lassen und dafi umgekehrt zu jeder so konstruierten
Kettenmatrix realisierende Schaltungen existieren.

Es sei noch angemerkt, daf3 die Kettenmatrizen nach Gl. (4a)
oder (4b) in reduzierter Form mit / bzw. /" als Hauptnenner ge-
schrieben sind. Hitten namlich im Gegensatz hierzu alle vier
Zahler-Polynome denselben Teiler mit dem Nenner gemeinsam,
so wire dieser auch Teiler von %, und Z, und hitte deshalb nur
imaginire Wurzeln.l AuBerdem wire er auch Teiler von # und P.
Wir haben aber gemeinsame Teiler von /7 und 2 mit rein imagini-
ren Wurzeln ausdriicklich ausgeschlossen.

War /7 (2) = o angenommen worden, so fithrt unsere Konstruk-
tion auf die Kettenmatrix ecines Allpasses bzw. einer Allsperre.
Erstere besitzt den Betriebs-Ubertragungsfaktor A = Z|P, wo
E () der in P(2) steckende Hurwitzfaktor mit positiven Koeffi-
zienten, also P(x) = 4+ E() E(— 1) ist. (Oberes [unteres] Vor-
zeichen, wenn das konstante Glied des Polynoms 2(3) positiv
[negativ]). Letztere besitzt den Echo-Ubertragungsfaktor 7= £/ P.

1.3. Eine der vielen moéglichen, cine Kettenmatrix (4a) oder
(4b) realisierenden Schaltungen ist die Briickenschaltung nach
einer der Varianten von Abb. 1. Thre beiden Reaktanzen Z, und
Zy sind durch die Kettenmatrizen nach Gl. (4a) bzw. (4b) ein-
deutig bis auf Aquivalenz bestimmt. Diese Reaktanzen, die
nBriicken-Reaktanzen', kann man ebensogut als charakteri-
stische Bestimmungsstiicke des symmetrischen Filters auffassen,

braucherwiderstand) multipliziert, der gegenseitige Leerlaufleitwert u;_——
Eqg+ P . g . . -
bzw, = _g_F_ mit & dividiert zu denken. Einfacher ist es, wie im Folgenden

angenommen, & zur Widerstandseinheit zu nehmen und alle Gleichungen als
Zahlenwertgleichungen aufzufassen. Auch die imaginire Kreisfrequenz A
miBt man zweckmiBig in einer passenden Einheit ;. Die aus der Rechnung
sich ergebenden numerischen Werte fiir Induktivititen bzw. Kapazititen sind
dann Zahlenwerte zu den Einheiten Rle; und 1/Re,.

I Gerader £, und ungerader Teil £y, eines Hurwitz-Polynoms £ haben nur
rein imaginire Wurzeln,
g*
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auch dann, wenn man die vorgeschriebenen Eigenschaften durch
ganz andere Schaltungen realisieren will. Wenn man aber cine
solche Schaltung realisieren will, so bietet das keine Schwierigkeit,

oz,
2
1 2% 2
Oo—t¢
’l
2 \
27,

17
%Z,
7 2
1
%2,
e, 02’
Abb. 1. Briicken-Schaltungen
Zg = Liangs-Reaktanz Ideale Differential-Ubertrager
Zp = Kreuzreaktanz Jeder Wicklungsabschnitt hat

die gleiche Windungszahl

wenn die Briicken-Reaktanzen als analytische Funktionen Z,(2.)
und Z, () vorliegen. Denn es gibt wohlbekannte und einfache
Verfahren, zu solchen Funktionen realisierende (zweipolige) Schal-
tungen zu finden.! Die eigentliche Aufgabe dieses Aufsatzes be-
stecht darin, ein moéglichst cinfaches Verfahren zur Gewinnung
der Briicken-Reaktanzen in der Form von gekiirzten Briicken
aus den Polynomen /" und 2 anzugeben. Das fertige Rezept steht

1 Vgl. z. B. W. Cauer, ,, Theorie der linearen Wechselstromschaltungen*¢
Band I, Akad. Verlagsgesellschaft, Leipzig, 1941 S. 196 {f. u. S. 199 ff,
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in der Hauptsache schon bei Darlington [2], der hier vorgetra-
gene Beweis entstammt im wesentlichen einer brieflichen Mit-
teilung meines verstorbenen Freundes W. Cauer, jedoch habe
ich dem Cauerschen Beweis u. a. durch gleichzeitige Betrachtung
zweier konjugierter Filter eine, wie ich glaube, tbersichtlichere
Form gegeben sowie die physikalische Bedeutung der Vorzeichen-
frage genauer behandelt. Auch enthilt der Aufsatz ab Absatz 2.3
noch ecinige weitere fiir die Anwendung der Theorie niitzliche
Bemerkungen.

1.4. Bezeichnet man die Lingsreaktanz der Briicke mit Z,
die Kreuzreaktanz mit Z,, die Leerlaufreaktanz mit Z,;, die
gegenscitige Leerlaufreaktanz mit Z,,, so sind die zu einer redu-
ziert geschricbenen Kettenmatrix?!

11 H
Lo Gy (5)
G @GJ

|

NEN =

gehorigen Brickenreaktanzen gegeben durch:

G, —G U,
Za = 211_212 = ——1—U-;—~ == Gl——*—le~
G+ G U, &
4
Zb.:le—}—le:—-lbz» vzal:l_—(;-

Wir erhalten also fir jede Briickenreaktanz zwei verschiedene
Polynomquotienten, von denen der jeweils zweite aus dem ersten
vermittels der Determinantenregel der Kettenmatrix

G} —U, U, =G* (7)

! Die Kettenmatrix ist die zweireihige Matrix der Koeffizienten in den bei-
den Gleichungen, welche Primiirspannung und Primiirstrom durch Sekundir-
spannung und Sekundirstrom ausdriickt:

U= MU, +B MW/,
Si= ¢ MU, + Q(2 (W) e

also die Matrix || 61‘2[ f{ Ihre Elemente sind rationale Funktionen von A, kénnen
2

also durch Quotienten aus je zwei Polynomen angeschrieben werden. Bringt
man sie auf gemeinsamen Hauptnenner (%), so heiBt die Darstellung redu-
ziert. Diese ist eindeutig, wenn man noch normierend den Hachstkoeffizienten
des Hauptnenners gleich 1 withlt.
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hervorgeht. Von beiden Quotienten kann nur héchstens einer der
gekiirzte Bruch sein. In Wirklichkeit ist es keiner von beiden, wie
sich weiter unten herausstellen wird.

Setzt man an Stelle der Kettenmatrix (5) die Matrizen (4a)
und (4Db) ein, so erhilt man die Briickenreaktanzen unserer beiden
Filter mit gegebenen Betriebseigenschaften zu

) _Egj:_P :-EltiF_ AR Sl g — F
o« T B K F T Eg+ P « TR AP T Byt F
(8a) (8b)
Eg+ P Ey— 17 I
Zy = L‘Z'Jr P —p L=
Auch die Darstellungen der Briickenreaktanzen durch die Gl. (S8a)
und (8b) sind, wie sich zeigen wird, nicht die verlangten durch
gekiirzte Briiche.

1.5. Bevor cine Darstellung der letztgenannten Art gesucht wird,
ist es zweckmiBig, den Zusammenhang zwischen einem Filter und
dem zugehérigen (einseitig) umgepolten, dem dualen (wider-
standsreziproken) und dem konjugierten noch etwas niher zu
betrachten. Wie die Gleichungen (4a) und (4b) zeigen, fithrt Vor-
zeichenumkehr von # beim ungestrichenen Filter zum dualen,
beim gestrichenen zum umgepolten Filter. Bei den Briicken-
reaktanzen bedeutet dies, wie die Gleichungen (8a) und (8Dh)
zeigen, den Tausch von Z,, mit 1/Z,! bzw. den Tausch von Z}
mit Z;. Analog fithrt Vorzeichenumkehr von 2 beim ungestriche-
nen Filter zum umgepolten, beim gestrichenen zum dualen Filter,
und es tauscht Z, mit Z,, Z, mit 1/Z;. Der Vergleich der beiden
Gleichungen (8) lehrt schlieBlich, daf3 zwei konjugierte Filter in
der Lingsreaktanz {ibereinstimmen (Z, =Z,), wihrend die
Kreuzreaktanzen zueinander reziprok sind (Z} =1/Z}).

2. Die Briicken-Reaktanzen in Form
von gekiirzten Briichen

2.1. Um nun die verlangte gekiirzte Darstellung zu gewinnen,
zichen wir aus der Differenz® P — £ der beiden gegebenen Poly-

1 Die Einheit des Widerstandes ist 1.
2 Genau so gut konnte man die Summe P -+ /7 beniitzen.
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nome ihren Hurwitzfaktor Z,(3) heraus. Der Resthat, da P - #
keine Nullstellen auf der imaginiren Achse haben kann, die Ge-
stalt £4(—2), wo auch Z(2) ein Hurwitz-Polynom ist. Verlangen
wir noch, dafl £, und %, einen und damit lauter positive Koeffi-
zienten haben soll, so haben wir den Ansatz

POY— F() = = B, () Ey(—3) )

wobeéi das obere Vorzeichen zu nehmen ist, wenn das notwendiger-
weise von o verschiedene, konstante Glied von (%) positiv ist,
im entgegengesetzten Fall das untere Vorzeichen. Durch Gl. (9)
sind bei dieser Festsetzung die beiden Hurwitz-Polynome £ (%)
und £z (2) bis auf belanglose positive Zahlenfaktoren eindeutig
bestimmt. Es ist nun

E0) EN) = E() (10)

wie aus den Gleichungen (1) und (9) leicht hervorgeht. Die Zer-
legung von Z gemdl Gl. (10) in seine Faktoren Z, und Ej cr-
fordert keinen zusitzlichen Rechenaufwand, da es ohnehin bet der
Bestimmung von Z(2) nach Gl. (1) am einfachsten ist, die beiden
Faktoren £, und £, getrennt nach Gl. (9) zu ermitteln.

2.2. Nun ist es nur noch erforderlich, die beiden Hurwitz-
Polynome Z, und Zj; in ihren geraden (G) und ungeraden (U)
Teil gemil

Ea = Gd + U(Z

. (11)

zu zerlegen und die in den Formeln der Gleichungen (8a) und
(8b) vorkommenden Polynome durch diese neuen Polynome aus-
zudriicken. Es ergibt sich:

und wegen Gl. (9):

+ P =G, Gy —U,U;  Doppelvorzeichen im gleichen

+ F =G, Uy —U,G; Sinn wie bei Gl. (9) ¢
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Aus den Gleichungen (12) und (13) folgen schlieBlich fiir die in
den Zihlern und Nennern der Gleichungen (8a) und (8b) auf-
tretenden Polynome:

E, + P =2G,G, E,F P=2U,U,

Ey 4 F=2G,U, EFr—20.6, ¥

(Doppelvorzeichen zu nehmen, wie bei GL. (9).)
Mithin ergeben sich die Briickenreaktanzen nach den Gleichun-
gen (8a) und (8b), wenn das konstante Glied von P(2)

positiv negativ
(obere Vorzeichen in Gl. (14))  (untere Vorzeichen in Gl. (14))
zu: zu:
Za :Z(’l - UQ/GG Z(l :Z; = Ga/Ud (15>
Zy, =1]Z), = G4lU, Z, =1/Z, = UG,

Die Gleichungen (13) 16sen die gestellte Aufgabe. Thre rechten
Seiten sind in allen Fallen Quotienten aus dem geraden und dem
ungeraden Teil eines und desselben Hurwitz-Polynoms. Gerader
und ungerader Teil eines Hurwitz-Polynoms sind aber immer
relativ prim. Deshalb sind die Quotienten der Gl. (13) alle dic
gesuchten gekiirzten Briiche.

AulBerdem ergibt sich ein weiterer Beweis fiir die Realisierbar-
keit einer nach Ziffer 2 konstruierten Kettenmatrix. Denn Quo-
tienten aus geradem und ungeradem Teil eines Hurwitz-Poly-
noms sind immer Reaktanzen.

2.3. Die bisherige Darstellung kntipft unmittetbar an die beiden
charakteristischen Polynome Z(%) und P() an, weil diese die
Grundlage fir die Berechnung von symmetrischen Filtern mit
vorgeschriebener Betriebsddmpfung bilden. Man kann aber genau
so gut von der in reduzierter Polynomform gemifl Gl. (5) an-
geschriebenen Kettenmatrix ausgehen. Hat diese einen geraden
Hauptnenner G, so braucht man nur an Stelle des Polynoms P—/#

von Gl. (9) das mit ihm identische Polynom —- (2 G + Uy — Uy)
zu betrachten und in seine beiden Faktoren Z,(3) und Zgz(—2)
zu zerspalten und dann die. Briickenreaktanzen nach Gl (13),

Formeln fir Z, und Z,, aus deren geraden und ungeraden Teilen
zu bilden.
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Hat hingegen die Kettenmatrix einen ungeraden Hauptnenner
G, sind also in ihr alle mit G bezeichneten Polynome ungerade,
alle mit U bezeichneten gerade, so tritt an die Stelle des Polynoms

P — Fdasjetzt mit ihm identische Polynom — % eGC+U,—U,)
und es sind nach der Zerlegung die Gl. (13), Formeln fiir ZJ, und
Z, anzuwenden. Das zwischen den linken und rechten Formeln
(15) entscheidende Vorzeichen ist in beiden Fillen das Vorzeichen
des konstanten Gliedes des zu zerlegenden Polynoms.

2.4. Bezeichnet man der Kiirze halber die in den gekiirzten
Briichen der Gl. (15) auftretenden Polynome ecinheitlich, ohne
Riicksicht darauf, ob sie gerade oder ungerade sind, indem man
etwa schreibt

— 2o e HB
Z, =2 z,=2 (:6)
so ergeben sich die in der ungekiirzten Form der G1.(6) auftretenden
Polynome zu:
Gl —Jf— G =2 Qapb
Gl — G =2 2Pq 4
Ul - Zpapb
(,2 =29.9

(17)

Hieraus ist zu entnehmen, in welcher Weise die Polynome der
gekiirzten Form in denen der ungekiirzten Form wechselseitig
als gemeinsame Teiler auftreten. Auch ergibt sich so ein Ver-
fahren zur Bestimmung der vier in den Gl. (6) auftretenden Poly-
nome, bei dem keine Nullstellen von Polynomen bestimmt zu
werden brauchen. Allerdings muf3 hierzu die Kettenmatrix in
reduzierter Form, also die Polynome G, U; U, G schon bekannt
sein, so da} keine Vereinfachung erreicht wird, wenn diese erst
aus den Betricbse¢igenschaften berechnet werden miissen. Ist aber
die Kettenmatrix in dieser Form bekannt, so bestimmt man eines
der vier Polynome p,g,p,7, als groften gemeinsamen Teiler aus
zwel der in den GI. (17) links stehenden Polynomen etwa mittels
des Euklidschen Algorithmus und die iibrigen durch Division.
Beispiclsweise kann man p, (mit willkiirlichem positivem Zahlen-
faktor) als groften gemeinsamen Teiler von Gy — G und U, be-
stimmen. p, folgt dann aus der dritten, ¢, aus der zweiten der
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G1l. (17) und schlieBlich ¢, entweder aus der ersten oder aus der
vierten der Gl. (17). Die beiden letzteren Schritte liefern dasselbe
Ergebnis, weil die vier in Gl. (17) links stehenden Polynome nicht
voneinander unabhidngig, sondern durch die Determinantenregel
der Kettenmatrix:

G+ 6) (G, —G) =6 —G* =U, U, (18)

miteinander verkniipft sind.

2.5. Schliellich zeigen die Gl. (13) noch, dal der Grad des
Filters, d. h. der Grad des Polynoms 7 (%), gleich der Summe der
Grade der beiden Briickenreaktanzen ist. DerGrad von Z, oder
Z! ist nimlich gleich dem Grad des Polynoms (G, + U,), der
Grad von Z, oder Zy gleich dem Grad des Polynoms (G + Up).
Die Summe der Grade zweier zusammengehoriger Briickenreak-
tanzen also gleich dem Grad des Polynoms £ =(G, 4 U))
(G + Up), was zu zeigen war.
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