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Ein vektorielles Seitenstück 

zum Gauß-Bonnetschen Integralsatz. 

Von Frank Löbell in München. 

Vorgelegt am 3. Oktober 1947. 

Schon seit mehreren Jahrzehnten kennt man die Tatsache, daß 

die fundamentalen Beziehungen der Flächentheorie im euklidi- 
schen Raum, die als das theorema egregium von Gauß und als 

die Codazzi-Mainardischen Gleichungen bezeichnet werden, in 
einer vektoriellen Beziehung zusammengefaßt werden können, 

die einfacher ist als jede der drei skalaren Gleichungen, die sie 
ersetzt.1 Sie fließt auf die natürlichste Weise aus einer auf 
Lagrange und Darboux zurückgehenden Integrabilitätsbedin- 
gung, der die partiellen Drehvektoren eines starren Körpers mit 

zwei Freiheitsgraden, dessen Lage also von zwei Parametern 
abhängt, genügen.2 

Später zeigte es sich, daß ebenso wie die Gaußsche Bezie- 
hung auch die Gleichungen von Codazzi und Mainardi, die 
sich ihrerseits zu einer einfachen Vektorrelation vereinigen lassen, 
gleichbedeutend mit einer Integralformel sind, die somit als ein 
Seitenstück zu dem bekannten Integralsatz von Gauß und Bonnet 
erscheint.3 

Beide Formeln setzen ein Flächenintegral über einen Bereich @ 
einer regulären Fläche, in dem der Integrand das Krümmungs- 
maß K ist, das aber im einen Fall mit dem skalaren Flächen- 
element df, im andern mit dem vektoriellen df multipliziert ist, 
in Beziehung zu einem Linienintegral, dessen Integrand in der 

skalaren Formel die geodätische Krümmung G, d. i. der Wert 
der Normalkomponente des Darboux-Cesaroschen Krümmungs- 

vektors b der Randkurve y, in der vektoriellen Formel aber die 
in die Berührebenc fallende Komponente g von b ist; Anteile, 

die von den Außenwinkeln a an den Ecken von y herrühren oder 

1 Die Anmerkungen befinden sich am Schluß der Arbeit auf S. 125-128. 
München Ak. Sb. 1947 
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durch den topologischen Zusammenhang von @3 bestimmt sind, 

wie sie in der ersten Formel auftreten, fehlen in der zweiten. 

l. Hier möge zunächst für die vektorielle Integralformel ein 
einfacher Beweis gegeben werden, der sich nicht auf die ge- 
nannte Integrabilitätsbedingung stützt4: 

Der Vektor g läßt sich durch den Einheitsvektor n der Flächen- 
normalenausdrücken. Da g sich nämlich vom Krümmungsvektor b 

nur um die Normalkomponente Gn unterscheidet, ist die nach 
der Grundformel der Flächentheorie5 berechnete Ableitung von n 
nach der Bogenlänge s der orientierten Kurve y 

d n _ = b x n = g x n, 

folglich 

3 = (i) 

Daher ist 

J g ds = J n x du. 
Y Y 

Dieses Integral ist aber, wie als bekannt vorausgesetzt werden 
darf, das Doppelte des Flächenvektors6 

§ = M 
(3 

des der Flächenkurve y auf der Einheitskugel nach dem Prinzip 
gleichgerichteter Normalen entsprechenden Normalenbildes, des- 

sen Punkte den Ortsvektor n (s) haben; df sei das df durch 
gleiche Stellung entsprechender Berührebenen zugeordnete vek- 

torielle Flächenelement der Einheitskugel. Es ist also 

$ Q ds = 2$. (2) 
y 

§ läßt sich aber nach der ursprünglichen Gaußschen Definition 
des Krümmungsmaßes K unmittelbar als dessen vektorielles 
Flächenintegral auffassen; folglich gilt: 

J g ds — 2 J K df. (3) 
Y © 

Hierbei ist es gleichgültig, ob die Randlinie y Ecken in endlicher 
Anzahl aufweist oder nicht und welchen Zusammenhang @ hat. 
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Diese Herleitung zeigt nun aber, daß die Formel (2) allgemei- 
nere Bedeutung hat als (3): Es braucht nur ein geschlossener 
Flächenstreifen mit der Mittellinie y und der Normalen 11 vorzu- 
liegen. Diesem ist eindeutig als sein sphärisches Normalenbild 
die Kurve 11 (s) zugeordnet, die den Flächenvektor $ besitzt. 
(2) gilt also auch dann, wenn in den Flächenstreifen (y, n) gar 
keine ihn überall berührende Fläche eingespannt ist; in diesem 
Fall ist überhaupt kein Krümmungsmaß definiert, wohl aber 
könnte man ersichtlich auch dann von einer vektoriellen curva- 
tura integra § des geschlossenen Streifens (y, n) sprechen. 

Tatsächlich existiert gar nicht bei jedem geschlossenen Flächen- 
streifen, wenigstens wenn er mit Ecken behaftet ist, eine Fläche, 
die ihn in allen Punkten seiner Mittellinie berührt. Sind nämlich 
N1 und N2 die Normalkrümmungen, Tx und T2 die Normalwin- 
dungen zweier in einem Eckpunkt unter dem Winkel TZ — a ein- 
ander berührend zusammentreffenden Streifen, so gilt, wenn 
diese in einer Umgebung der Ecke einer Fläche angehören:7 

(Nx — yV2) cos « — (7\ + T2) sin a = o. 

Das Bestehen dieser Relation in jeder Ecke eines Streifens ist 
also eine notwendige Bedingung dafür, daß es eine ihn überall 
berührende singularitätenfreie Fläche gibt; ob diese Bedingung 
auch hinreicht, scheint bisher noch nicht untersucht zu sein. 

2. Dieses Ergebnis legt die Frage nahe, ob ähnliche Verhält- 
nisse auch beim Gauß-Bonnetschen Integralsatz8 vorliegen. In der 
Tat stellte sich dies schon vor mehr als hundert Jahren heraus, 
als Jacobi9 den von Gauß ursprünglich für geodätische Dreiecke 
auf einer Fläche bewiesenen Satz auf Dreiecke ausdehnte, die von 
Raumkurvenbögen gebildet werden, die in den Ecken gemein- 
same Hauptnormalen besitzen, und als daraufhin Clausen10 be- 
merkte, daß man durch ein solches Dreieck durchaus nicht immer 
eine Fläche legen kann, auf der die Dreieckseiten geodätische 
Linien sind - wodurch eigentlich erst deutlich wurde, daß Jacobi, 
wenigstens in gewisser Flinsicht, eine Verallgemeinerung des 
Gaußschen Satzes geglückt war! 

Diese Zusammenhänge werden klar durch die im folgenden 
skizzierte, von dem üblichen Wege abweichende Beweisführung, 
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die ebensowenig wie die oben für den vektoriellen Fall gegebene 
von einer Integrabilitätsbedingung ausgeht: 

Wir unterwerfen einen starren Körper Ä einer infinitesimalen 

Parallelverschiebung im Sinne von Levi-Civita11 längs (y, n), 
d. h. einer Bewegung, die einen Körperpunkt P auf der Linie y 

verschiebt, eine P enthaltende Körperebene e stets berührend an 
dem Streifen (y, n) entlang führt und dabei zu jeder Zeit t ohne 
Drehung um die Streifennormale n vor sich geht; dann hat der 

Körper zur Zeit t den momentanen Drehvektor 

ds 
3i ~ 9 rft 

und vollzieht gegenüber dem begleitenden Dreikant 23 des Strei- 
fens im gleichen Punkt P im allgemeinen eine relative Drehung 

r • d S 
mit der Winkelgeschwindigkeit — G , in jeder Ecke eine end- 

liche Drehung durch den Winkel — a um die in beiden Körpern 
feste Normale n als Drehachse. Bei einem vollen Umlauf um y 
dreht sich also der Körper Ä gegen den Begleitkörper 58 um diese 
Achse durch den Winkel 

— J G ds — y, a, 

wo die Summe sich über alle Außenwinkel erstreckt. 
Ist nun y die Mittellinie eines geschlossenen Streifens, der dem 

ersten punktweise umkehrbar eindeutig und stetig so zugeordnet 
werden kann, daß in je zwei entsprechenden Punkten die Streifen- 
normalen gleichgerichtet sind,12 d. h. n = n ist, so ist für infinite- 
simale Parallelverschiebungen längs (y, n) und (ÿ, n), bei denen 

Paare solcher Punkte gleichzeitig passiert werden, 

9 =n x ~dl = n = (4) 

Da demnach, wie man übrigens auch ohne Rechnung einsehen 

kann, die infinitesimalen Parallelverschiebungen längs beider 
Streifen in ihren Drehbestandteilen übereinstimmen, so bleiben 
zwei längs (y, ix) und (y, n) gleichzeitig auf die beschriebene Art 
verschobene Körper $ und $ einander stets euklidisch parallel. Die 
Begleitkörper 23 und 23 von (y, n) bzw. (ÿ, it) nehmen aber nach 
dem Umlauf ihre Anfangslagen wieder ein, müssen sich also 
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dann um ein ganzzahliges Vielfaches n von 2 TC gegeneinander 

gedreht haben; dabei haben die in den vier Körpern $, iS, .5t, iS 
festen Berührebenen jederzeit die gleiche Stellung. Daher muß 

f G ds + X öL = J G ds + — 2mz 
y 

sein; die Zahl n könnte man als die Voreilzahl von iS gegen 23 
bezeichnen. 

Nun kann man immer (y, n) als den sphärischen Streifen wäh- 

len, dessen Mittellinie das Normalenbild von (y, n) ist; denn des- 
sen Normale stimmt ja mit n überein. Dann ist aber 

J G ds r A'ä, 
v 

wie man unmittelbar anschaulich erkennen, aber auch leicht durch 
Rechnung nachweisen kann,13 der Inhalt F der Fläche, die ein 
Viertelbogen der sphärischen Tangente von y auf der Einheits- 
kugel, die y trägt, bei einem Umlauf überstreicht; dabei rechnen 
wir die von einem Eckpunkt von y ausgehenden Bögen, die inner- 
halb des zugehörigen Außenwinkels verlaufen, zu den sphäri- 
schen Tangenten. Es gilt somit 

§ G ds -[- A' a = F — 2 n (5) 

Der Wert der ganzen Zahl n ist zunächst nicht zu ermitteln.14 

Nur in den Fällen, in denen sich in den Streifen (y, 11) eine ihn 
überall berührende, an jeder Stelle reguläre Fläche legen läßt, 

kann jedoch von der curvatura integra des von y umrandeten 

Flächenstückes als Skalar die*Rede sein. Denn nur dann entspricht 
diesem eindeutig einer der von y begrenzten Bereiche der Ein- 

heitskugel, dessen Inhalt ist: 

F = l Kdf. 
iii  

Um aber die Beziehung zu finden, die zwischen F und F be- 
stehen muß, tut man gut, sich fürs erste auf Kurven y besonders 
einfacher Art zu beschränken, etwa auf genügend kleine Dreiecke 
mit zwei geodätischen Seiten. Man erkennt dann zunächst, daß 
die von einem halben Bogen der sphärischen Tangente von ÿ 


