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Aufbau der gesamten Geometrie auf Grund der
projektiven Axiome allein.
Von Ch. Miintz.

Vorgelegt von A. Voss in der Sitzung am 4. Mai 1912,

Vorwort.

Wir geben im folgenden die Resultate ausgedehnter Unter-
suchungen wieder, deren volle Begriindung einem ausfiihrlichen
besonderen Werke vorbehalten bleiben moge. Hs handelt sich
darum, den Aufbau der gesamten Geometrie auf die geringste
Zalil von Voraussetzungen zurtickzufithren, tiberall darin nicht
nur hinreichende, sondern auch durchaus notwendige Elemente
zu geben, und inshesondere keine Axiome zuzulassen, wo schon
Definitionen ausreichen. Nach solchen vorwiegend logischen
Prinzipien hat in einem beriihmten Werke zuletzt Herr Prof.
Hilbert (,Grundlagen der Geometrie*) die Axiomatik behandelt;
die Untersuchung der ebenen Verhiiltnisse allein, ohne Benutzung
des dreidimensionalen Raumes — obwohl auch die Axiome des
letzteren gegeben werden — spielt m diesem Werke die Haupt-
rolle, wodurch neben den projektiven Axiomen der Verkniipfung
und Anordnung die Aufstellung einer Reihe von weiteren Axiom-
gruppen notwendig wird.

Es ist indes moglich, mit den projektiven Axiomen allein
(Gruppen I, II bei Hilbert) auszukommen und auch dort einige
Einschriinkungen vorzunehmen. Durch die Benutzung simt-
licher projektiver Axiome und des Parallelenpostulats, des letz-
teren in wesentlich eingeschriinkter Gestalt, lassen sich auf
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Grund geeigneter Definitionen die iibrigen Axiomgruppen (111
bis V bei Hilbert) direkt ableiten und fallen daher als solche
einfach fort.

Die Richtlinien des zugehtrigen Programms hat, auf den
klassischen Untersuchungen von v. Staudt tuiend und wichtige
Resultate von Cayley heranziehend, zuerst Herr Prof. Klein
in ciner grundlegenden Abhandlung (Mathem. Annalen Bd. 6)
cveoeben, und bedeutsame Untersuchungen in gleicher Richtung
finden sich in den Werken von Herrn Prof. Pasch (, Vorlesungen
ither neuere Geometrie®) und Herrn Prof. Lindemanu (, Vor-
lesungen iiber Geometrie® Bd. I, 1).

Uber diese Arbeiten hinaus, die iibrigens den Hilbertschen
Untersuchungen zeitlich vorangegangen sind und im wesent-
lichen eine ganz andere — mniimlich die rein projektive — Rich-
tung vertreten, geben die folgenden Ausfithrungen zunichst
eine iuBerste Linschrinkung der Axiomatik?), alsdann eine Zu-
riickfithrung des Parallelenproblems auf seine letzten Elemente,
und zuletzt eine neue, rein synthetische Begriindung der Metrik.

Neben den bislang betrachteten drei Grundformen des
laumes treten dabel durch das Parallelenproblem und seine
dualen Erwelterungen auch andersgeartete Riume auf, die eine
Vervollstiindigung und Verbindung jener Grundformen dar-
stellen und die Gesamtheit der reguliiven Geometrien erschipfen.
Es ¢ibt 9 chene und 27 riiumliche homogene Geometrien. Sie

sind arithmetisch dadurch charakterisiert, dafi in thnen — ab-
gesehen von Perioden — die Entfernungen und Winkel durch

das gleiche ideale Gebilde analytisch eindeutig bestimmt sind;
geometrisch -~ dadurch, das in thnen bei homogenem Verhalten
der eigentlichen Elemente jedem projektiven Grundgebilde

1) Vereinfachungen der geometrischen Axiomatik sind in letzter
Zeit hilufiz gegeben worden. so von den Herren Moore (Math. Trans.
1902), Veblen (hd. 1904), Rosenthal (Math., Ann. 1910, 1912); insbe-
sondere vertritt die Arbeit von Herrn Veblen auch in der Begriindung
der LEuklidischen Lehre von den Kongruenzen projektive Gesichtspunkte.

Die im Texte befolgte Darstellung schliefit sich am niichsten dem
projektiven Teil der Axiomatik von Tlerrn Proft T Scehur ([ Grandlagen
der Geowetrie®) an,
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(Puuktreihe, Strahlenbiindel, Ebenenbiischel) eine eilheitliche
Art der Metrik (elliptisch, oder parabolisch, oder hyperbolisch)
zukommt; gruppentheoretisch — dadurch, daly sie bel richtiger
Auffassung siimtlich alle Bewegungen zulassen: ® in der Ebene,
% im Raume. Durch jede dieser Figenschaften sind umge-
kelint alle angegebenen Geometrien, und nur sie, definiert.

Zur Ergiinzung der Untersuchung haben wir noch als
letzte Krweiterung die von IHilbert aufgoestellte Nicht-Archi-
medische Geometrie synthetisch in die Archimedische eingebaut.

Die voin mathematischen und philosophischen Standpunkte
ausgezeichnete Stellung der Euklidischen Geometrie und der
dadurch begritndete Vorrang der klassischen Raumlehre bilden
den Inhalt der abschlieBenden Betrachtungen.

1. Die projektiven Axiome.

Die Geometrie hat zu ihrem Gegenstand den Raum der
wmenschlichen Anschauung und seine Teile.  Bei Betrachtung
oder Vorstellung von Teilen des Raumes LiBt sich jede sub-
jektiv gewiihlte feste Grenze der wirklichen Anschauung unter-
bieten; durch den Vorbehalt, eine solche Grenze bel erneuter
Betrachtung kleiner gewiihlt zu denken, gelangt man zum Be-
ariff des Punktes, als idealer Grenze riumlicher Vorstellung
und Walirnehmung.

Der Autban der Geometrie gesehicht durch Axiome, Kon-
struktionen und Delinitionen. Jedes geometrisclre Axiom ist
eine Iestsetzung, d. h. ein freier Willensakt des Denkens, dem
keine absolute Jogische Nofwendigkeit innewohnt. Das Kri-
terium fiir die Aufstellung vou solchen Axiomen ist die An-
passung an’die reine Anschauung des Raumes; in diesem Sinne
kommt den geometrischen Axiomen eine psychologische Not-
wendigkeit zu, obwohl sie, nur logiseh betrachtet, beliebig ab-
geiindert werden und so zu neuen Geometrien Anlafi geben
lcinnen,

Das Ziel der Axiomatik ist: mit geringsten Mitteln den
Aufbau des Raumes der Aunschauung zu ermiglichen und ihn
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nach logischen Prinzipien zu ordunen, insbesondere dem Zahl-
begriff’ zugiinglich zu gestalten.

Axiom 1. Der Raum hat beliebig viele Punkte.

Axiom 2. Zwei Punkte bestimmen cindeutig cine Ge-
samtheit von Punkten: die Gerade.

Axiom 3. Die Gerade ist durch zwei beliebige ihrer
Punkte eindeutig bestimmt.

I'tir die Anordnung der Punkte einer Geraden sind neue
Axiome notwendig, die eine Beziehung zwischen beliebig (end-
lich) vielen Punkten und den natiirlichen Zahlen eindeutig er-
miglichen.  Als Grundlage dieser Beziehung kann am zweck-
miiliigsten der aus der Zahlenreihe abstrahierte Begrift ,zwi-
schen® dienen, {iiv dessen Anwendbarkeit auf ein vorgelegtes
System von Dingen (Vorstellungsinhalten) A, DB, ¢/ usf. fol-
cende Ligenschaften dieses Begriffes festgelegt werden migen:
a) von drel betrachteten Dingen liegt das eine (£3), und
nur dieses eine, zwischen den beiden anderen (A und ();
b) liegt L zwischen 4 und €, so liegt es auch zwischen

C und A:

¢) liegt 12 zwischen A und C, und ¢ zwischen 13 und /),
so liegt ¢ auch zwischen 4 und D.

Axiom 4. Die Anordnung beliebig vieler Punkte ciner
Geraden nach dem Begriffe ,zwischen® ist
immer moglich?).

Axiom 5. Zu zwei Punkten 4 und € einer Geraden lilit
sich (unter den bereits existent gedachten
Punkten des Raumes) ein dritter B8 so an-
geben, dali I zwischen L und ] und

Axiom 6. cin vierter D so, dal  zwischen .1 und D
zu liegen kommt.

Axiom 7. Durch die Punkte einer Geraden 1st der Raum
nicht erschépft.

N In der elliptischen Geometrie ist dabel irgend ein Punkt der
teraden auszuschliefien,
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Durch die Angabe eines Punktes anfierhalb einer Geraden
wird die Koustruktion von beliebig vielen weiteren Geraden
miglich, die sich siimtlich dem Begriff der Kbene unterordnen.
Fiir diesen Begriff legen wir folgende spezielle Konstruktion
zugrunde, die in allen drei Grundformen der Geometrie!) aus-
{tihrbar ist:

In einem Punkte O mégen sich zwei Gerade treffen; auf
jeder Geraden withlen wir nach beiden Seiten von O je einen
bestimmten Punkt und verbinden diese Punkte durch gerad-
linige Strecken untereinander, so ein Viereck als Basis ge-
winnend; nach jedem Punkte dieser Basis werde von O ein
Halbstrahl gezogen; die Gesamthoit der so gewonnenen Punkte
ergibt ein Gebilde, das wir Ebene nennen.

Iir die Einordnung der ithrigen Geraden, deren Kon-
struktion nun moglich wird, stellen wir ein Axiom auf, durch
welches sie in der gewonnenen Lbene aufgehen:

Axiom 8. Liegen zwel Punkte einer Geraden in einer
Ebene, so liegt die ganze Gerade in dieser
Ehene.

Es lifit sich dann folgender Satz beweisen, der sonst,
ohne die Angabe emer bestimmten Konstruktion fiir die Ebene,
erst durch zwel besondere Axiome (Hilbert I 4, I 5) fest-
gelegt werden miifste: eine Ebene ist durch drei beliebige nicht
in gerader Linie liegende Punkte in ihr eindeutig bestimmt.
Auf Grand der gegebenen Konstruktion der Ebene Lifit sich?)
der Begriff der Halbebenen um eine Gerade definieren. Der
einfache Zusammenhang der Ebene mufi dann noch hesonders
festgelegt werden.

Axiom 9. Beim Schneiden zweier Geraden einer Ebene
tritt die schneidende Gerade aus der einen,
von der geschnittenen Geraden gebildeten
Halbebene in die andere.

1) Wir verstehen darunter die Euklidische, die Gaulisclic und
die Riemannsche Geometrie.

3 In der elliptischen Geometrie ist dabei frgend eine Gerade der
Ebene von der Betrachtung auszuschlieien,
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Dieses Axiom vertritt dasjenige von Pasch (Hilbert 11 1),
welches in seiner Fassung zu weit ist.

Axiom [0. Durch die Punkte einer Ebene ist der Raum
nicht erschépft.

Wir kénnen nun jedes weitere riiumliche Axiom enthehren,
wenn wir fiir den Raum eine bestimmte, in allen Geometrien
ausfithrbare Konstruktion geben.

Neben einer Ebene sei ein Punkt ¢ aulierhalb ihr ge-
geben. Wir legen durch einen Punkt O dieser Ehene in frither
gegebener Weise eine Basis fest und verbinden aulierdem ¢/
mit O durch eine Gerade (OO (1); als Basis des Raumes lilit
sich dann ein so bestimmtes riiumliches Oktaiéder nehmen.

Nach allen Punkten der Begrenzung dieses Oktaiders ziehe
man von O aus Halbstrahlen; die Gesamtheit der so erhaltenen
Punkte moge als Raum definiert werden — auf Grund dieser
Konstruktion und der bisherigen Axiome, denen alle Klemente
des gewonnenen Raumes unterworfen bleihen migen, sind dann
alle geometrischen Eigenschaften des Raumes gegeben.

Es lilt sich so wiederum als Satz heweisen, was sonst

durch ein besonderes Axiom (Hilhert I 7) ausgesprochen wer-

&
g
den miiite: wenn zwel Ebenen') einen Punkt gemein haben,
so haben sie eine Gerade gemein.

Der Satz von Desargues folgt daraus, und seine Giiltig-
keit in der Ausgangsebene ist?), rein projektiv betrachtet, dic
notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dali sie als Teil
eines Raumes von drel Dimensionen hetrachtet werden diirfe.

2. Der projektive Raum.

Die zehn vorhin gegebenen projektiven Axiome erlauben,
die ganze projektive Geometrie, einschliefilich ihrer analytischen
Darstellung, von einem im Endlichen abgegrenzten Teil des

Raumes aus zu gewinnen.

o
D

1) Des gleichen dreidimensionalen Ranmes — denn in hiheren Di-
mensionen gilt der Satz nicht mehr.
%) Vel Hilbert, L ¢, p. Y6.
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Der Satz von der Eindeutigkeit des vierten harmonischen
Tlementes zu drei in hestimmter Folge in einem Grundgebilde
crster Stufe gegebenen spielt dabei die entscheidende Lolle.

Unter Zugrundelegung eines Koordinatentetraéders lassen
sich die Punkte des Raumes auf rein projektivem Wege mit
Zahlenquadrupeln — homogenen, projektiven Koordinaten —
belegen; als Zahlen gelten dabei zuniichst die gewdhnlichen
rationalen Zalilen, nur die ihnen entsprechenden Punlkte sind
zuniichst existent gedacht. Jede Ebene erhiilt dann zu ihrer
analytischen Darstellung eine homogene lineare Gleichung.

Bs kénnen nun beliebige und allgemeinste Krweiterungen
des vorlinfig abgegrenzt gedachten dreidimensionalen Raumes
dadurch vorgenommen werden, dafi man zu zwei beliebigen
Geraden einer Ebene, da sie eindeutig ein Biindel im Raume
hestimmien und dieses Bindel in gleicher Weise durch zwei
heliehige Strahlen in il bestimmt ist — eine ausfithrliche
Darstellung findet man bei Pasch —, ein Zentrum ihres Biin-
dels hinzunimmt, auch wenn man iiber dessen rveale Kxistenz
nichits aussagen kann. Die analytische projektive Geometrie
lilit sich dann auf alle tiberhaupt mdglichen Zahlenquadrupel
ausdehmen, wobel nunmelr das Wort ,Zahl® im allgemeinsten
Sinne verstanden werden kann. Jede homogene lineare Glei-
chung bestimmt in ihr eine KEbene; zwel Ebenen schneiden
sich nun immer in einer Geraden, zwei Gerade einer Ebene
und ebhenso drel Kbenen des Raumes — immer in einem Punkte.

In dem so gewonnenen projektiven Raume wird das Ge-
setz der Dualitiit fir riiumliche und ebene Verhkiiltnisse unein-
geschriinkt giiltic.  Alle @berhaupt mdoglichen Raumformen
flieen in einer einzigen Idealgeometrie zusammen, die wir ab-
solute projektive Geometrie heilien konnen. Innerhalb dieser
ist dann die weitere Trennung zwischen Realem und Idealem
vorzunehmien.

Der gleiche absolute projektive Raum Lilt sich aber auch
aus noch wenigeren Voraussetzungen, als oben gegeben, auf-
bauen, sobald man neben idealen Punkten auf eigentlichen
Geraden auch die dual entsprechende Moglichkeit idealer Ge-
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raden durch eigentliche Punkte und idealer Ebenen durch
eigentliche Gerade offen liift. Es ist nicht schwer, die hierzu
notwendigen Anderungen der Axiomatik anzugeben: wir wollen
dann von einer absoluten projektiven Axiomatik sprechen.

Eine andere Kinschrinkung wiirde darin bestehen, dafy
man sich zuniichst auf das Innere eines Tetrasders heschriinkte
und alle Axiome und Definitionen danach richtete: auch dies
wiirde zur Gewinnung des gesamten projektiven Rauwmes ge-
niigen (vgl. K. Schur, L ¢.).

3. Das Parallelenproblem.

Den hier folgenden Betrachtungen sei ein System von
projektiven Axiomen zugrundegelegt, das fiir den Aufbau aller
drei Grundformen der Geometrie hinrveicht — etwa das von
uns vorangestellte, oder z. B. das der Hilbertschen Gruppen
I, L. Wenn dann ein einziges Mal zu einer gegebenen
Geraden durch einen gegebenen iuferen Punkt in der dadurch
bestimmten Kbene nur eine einzige wirkliche Nichtschneidende
vorausgesetzt wird, so besteht gegeniiber dieser Geraden das
gleiche Verhalten in jedem Punkte des Raumes — der Bewels
ist durch die Betrachtung des projektiv geordneten zugehirigen
Biischels zu erbringen; es ist dann der ganze Raum durch ein
Biindel ausgefiillt, dessen Zentrum ein bestimmter Idealpunkt —
ein Kuklidischer uneigentlicher Punkt — ist; zwei heliebige Ge-
rade dieses Biindels sind im euklidischen Sinne einander parallel.

Wird ein ebensolches Verhalten fiir irgend eine zweite,
jenem Biindel nicht angehirende Gerade angenommen, so ent-
steht ein zweites Biindel von gleicher Natur; alle beiden Biin-

deln angehorigen Ebenen werden dann Euklidisch — wie die
Betrachtung der zugehirigen Strahlenbiischel zeigh — und

fiillen den Raum durch ein Bischel mit uneigentlicher Axe
aus; zwel beliebige Ebenen dieses Biischels sind im Kuklidischen
Sinne einander parallel?).

1) Mit diesem Satze hilngt die Mogliebkeit zusammen, cine Reihe
clementarer Konstruktionen in der Euklidischen [Fhene durch dag Lineal
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Wird nun das gleiche Verhalten noch fiir eine dritte,
jenem Biischel nicht angehorende, Gerade vorausgesetzt, so wird
dadarch der ganze Raum zu cinem Kuklidischen gestaltet?).
Analytiseh Lifst sich dies in projektiven Koordinaten so aus-
driicken, dafi zur Gesamtheit der uneigentlichen Punkte des
Raumes eine einzige uneigentliche (doppelt zu zihlende) Ebene
gehirt. Innerhalh jeder Raumform lifit sich durch Benutzung
der absoluten projektiven Geometrie eine solche Ehene will-
kiirlich wiihlen und so eine Kuklidische Gestaltung wenigstens
formal einfithren; aber auch jede andere Gestaltung des Raumes
it sich formal nach Belieben in den projektiven Raum ein-
baunen, wie auch die eigentliche Natur dieses Raumes ge-
dacht wird.

Es werde nunmehr fiir eine hestimmte Gerade durch einen
bestimmten duberen Punkt in der dadurch definierten Ebene
je eine erste Nichtschneidende nach jeder Seite vorausgesetzt,
wobel die beiden Parallelen versehieden gedacht seien: so trifft
das gleiche Verhalten gegeniiber dieser Geraden in jedem Punkte
des Rawmes zu, es werden dadurch auf der Geraden und im
Raume zwel ideale Grenzpunkte hyperbolischer Natur bestimmt,
die Geraden nach jedem dieser Grenzpunkte sind zu je zweien
untereinander im hyperbolischen Sinne parallel.

Schlieslich kann einmal zu einer gegebenen Geraden durch
cinen gegehenen Punkt in der dadurch definierten Ebene iiber-
haupt keine Nichtschneidende als wirklich angenommen swer-
den; dann trifft das gleiche elliptische Verhalten gegentiber

allein auszufithren, sobald ein cinziges Parallelogramm in ihr gezeichnet
vorliegt: Parallelenzichen, Abtragen von Strecken auf Geraden gleicher
Richtung, Halbieren von Strecken w. a. m.; ist die vorgelegte Figur ins-
besondere ein Quadrat, so wird noch das Fiilllen und Errichten von Loten,
ebenso das Abtragen von Winkeln in gleicher Weise miglich; das Strecken-
abtragen nach verschiedenen Richtungen ist indes mit dem Lineal allein
auch dann nicht allgemein durehfiihrbar, da man so nur im rationalen
Bereiche und bei speziellen Kollineationen desselben bleibt (vgl. 1u.).

') Die 7 Aussagen cnthaltende gewdhnliche Fassung des Paral-
lelenpostulats Lilit sich ulso aus drei Aussagen gewinnen,
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dieser Geraden fiir jeden Punkt des Raumes zu, diec ganze
Gerade muls als in sich geschlossen angesehien werden.

Wird dem Raume die Forderung der Homogenitiit beziig-
lich der Parallelen aufgezwungen, so kinnen gemischte Raum-
formen nicht als zuliissig angesehen werden; wathematisch steht
jedoch ihre Moglichkeit offen.

Der Raum Lkann beispiclsweise nach zwel verschiedenen
Richtungen, und somit nach allen Richtungen eines uneigent-
lichen Ebenenbiischels, Kuklidisch gedacht werden, und nach
einer dritten, jenem Biischel nicht angehdrenden Riehtung und
somit nach allen Richtungen dieser Art — hyperbolisch. Das
absolute Gebilde dieser Raumform, d. h. die Gesamtheit ihrer
Grenzpunkte, wird dann in projektiven Noordinaten durch ein
recles Ebenenpaar definiert.

Der Raum kann etwa auch nach einer einzigen Richtung
als Euklidisch, nach allen anderen als hyperbolisch gedacht
werden; man braucht nur tir das absolute Gebilde in projek-
tiven Koordinaten einen reellen Kegel zu nehmen, dessen Spitze
dann den einzigen uneigentlichen Huklidischen Punkt des Ran-
mes darstellt.

Wird als absolutes Gebilde c¢in Paar Lkonjugiert komplexer
Iibenen angenommen, so entspricht dies derjenigen Rawmform,
in welcher alle Richtungen eines Ebenenbiischels, durch Fest-
setzung Fuklidischen Verhaltens nach zwei Richtungen des-
selben, Kuklidisch ausfallen, withrend nach emer jenem Biischel
nicht angehérenden dritten Richtung, und somit nach allen
Richtungen dieser Art, elliptisches Verhalten postuliert wird.
Die Axe des Luklidischen Biischels ist dann die Schuittlinie
der beiden absoluten lhenen.

In iihnlicher Weise entsteht der nur in einer einzigen
tichtung Buklidische, nach allen anderen Richtungen elliptische
taum durch die Festsetzung eines imaginiiren Kegels mit reeller
Spitze fir das absolute Gebilde; die Spitze repriisentiert danu
wieder den einzigen Kuklidisch uneigentlichen Punkt.

Dagegen konnen im gleichen Raum nichit zugleich hyper-
bolische und elliptische Gerade vorkommen, solange muan an
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allen aufgestellten Axiomen festhiilt (bei richtiger Auffassung
gilt dieser Satz iibrigens in allen reguliren Geometrien).

Es gibt so in bezug auf das Parallelenproblem drei homo-
gene und vier inhomogene Iormen des Raumes; ebenso drei
homogene und zwel inhomogene Formen der Kbene, wobei in
letzteren das absolute Gebilde bzw. durch ein reclles oder
imaginiires Geradenpaar dargestellt ist.

s gibt aber vom Standpunkte der absoluten projektiven
Geometrie nur einen einzigen projektiven Raum, in dem durch
Abgrenzung des Realen mit Hilfe projektiver Koordinaten wund
absoluter Gebilde in denselben jene verschiedenen (wie alle
tiherhaupt méglichen) Formen des Raumes verwirklicht gedacht
werden kinnen.

4. Metrik der Geraden.

Auf Grund projektiver Koordinatenbestimmung und Hinzu-
nahme aller Idealpunkte lassen sich alle Formen des Raumes
in gleicher Weise behandeln.  Jede Art der Metrik Lilit sich
nun mit Hilfe der zuniichst rationalen projektiven Koordinaten
anf dem Wege veiner Definition, ohne jede Benutzung von
Bewegungshegriften oder — was auf das Gleiche hinauskiime —
von besonderen Kongruenzaxiomen, vollstiindig durchfiihren.
Iis braucht daher die Metrik durchaus nicht derjenigen Form
des Raumes zu entsprechen, die man gerade als die gegebene
annimmtb: vielmehr TiBt sich beispielsweise in jeder beliebigen
Raumform Euklidische Metrik durch Definitionen festlegen. s
wird jedoch zweckmiiig erscheinen, die Metrik jedesmal der
gegebenen Raumform direkt anzupassen, und so die projektiv
ausgezeichneten Elemente auch als metrisch ausgezeichnet zu
erhalten.

Die Kxistenz einer einzigen Kuklidischen Parallelen zu
emer gegebenen Geraden liefert auf derselben einen projektiv
eindeutig bestimmten uneigentlichen Punkt, den wir mit o
bezeichnen, und so zn einem beliebig  gewiihlten eigentlichen
Punktepaar, das wir —1, 4 1 nennen wollen, ihre parabolische
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Mitte 0: umgekebrt vertreten dann die drei Punkte mit den
projektiven Koordinaten —1, 0, 41 nicht nur m projektiver,
sondern auch in metrischer Hinsicht die Angabe der Parallelen,
da letztere in jedem Punkte aus ihnen wiedergewonnen werden
kann, Nun besitzen drei belicbige Punkte der Geraden in
Verbindung mit dem festen uneigentlichen Punkte o eine
gegeniiber projektiven Transformationen des Raumes ausge-
zeichmnete absolute Invariante — ihr Doppelverhiilinis; und zwei
Punkte allein bestimmen bis auf eine multiplikative Konstante
gleichfalls eine einzige Invariante — ihre Fntfernung, sobald
man als mathematisches Kennzeichen der letzteren ihr additives
Verhalten festsetzt. Die gesamte parabolische Metrik der Ge-
raden ist so bestimmt. Die Formel der Entternung vom Null-
punkt ist m diesem lFalle

X
P=0Ccr|\=ch- g
m

Die projektiven Transformationen der Geraden in sich, welche
bei gleicher Definition die ntfernungen unveriindert lassen,
regeben durch

oD

sind

i

' =2z 4 a;
sie lassen formal den uneigentlichen Punkt der Geraden fest.
Es sei nun filr eine gegebene Gerade in einem einzigen
iufteren Punkte hyperbolisches Verhalten angenommen, so
werden dadurch auf dieser Geraden zwel projektiv bestimmte
uneigentliche Grenzpunkte festgelegt.  Nunmehr bestimmen
schon zwel beliebige Punkte der Geraden eine absolute In-
ariante — das Doppelverhiiltnis zu den festen uneigentlichen
Grenzpunkten. Den Grenzen oder (nach Hilbertscher Bezeich-
nung) Enden der Geraden legen wir die festen projektiven
Koordinaten — i, 4 bei und wiihlen einen willkiirlichen
Puankt der Geraden als 0; so ist die hyperbolische Metrik der
Gieraden notwendig definiert durch die Formel:



H e

Lo

Aufban der gesamten Geometrie,

Die Entfernungen Dbleiben unter gleicher Definition unveriindert
bei den projektiven Transformationen von der Form

, £ 4 u
—_ H
ax

L+

z
n?

die BEnden bleiben dadurch ebenfalls fest. Auch in diesem
Falle geniigt die Angabe der drei Punkte —1, 0, 41, wenn
danchen die projektive Konstante 2 und die metrische ¢ vor-
veschrieben werden.

Zuletzt sei fiir eine Gerade elliptisches Verhalten ange-
nommen. Die Metrik dieses I'alles wird am einfachsten im
dual entsprechenden Strahlenbiischel untersucht, wobei an Stelle
von Punkten Strahlen einriicken, an Stelle von Intfernungen
— Winkel. Hierbei ist zuniichst kein Anhalt fir die Auf-
findung der Punkte —1, 0, 41, d. h. einer halbicerten Strecke
hzw. eines halbierten Winkels gegeben; man kann sie will-
kiirlich wiihlen und aus ihnen die weiteren Grossen auf pro-
jektiver Grundlage definieren. Fir jeden welteren Punkt ist
dann nimlich wieder das Doppelverhilltnis zu den drei gege-
henen als einzige wesentliche Invariante gegeben, worauf sich
die Definition der Lntfernung treffen lLifit. Die entsprechende
Formel ist dann:

z
;o= cn - artg o
wobel m und ¢ wieder Konstanten sind. Die Punkte & = 4 m
stellen mit dem Punkte 0 und dem dadurch bestimmten
Pankte oo eme Vierteilung der elliptischen Geraden dar.  Dic
elliptischen Entlernungen bleiben unter gleicher Definition un-
veriindert bel den Transformationen von der Gestalt

, zr+
b = .

o

1 . 23

e

hl - . . . e . s M 7
s ist beispielsweise zuniichst kein Anhalt fir die Kon-
straktion eines rechten Winkels gegeben; wird aber ein soleher
Sitzungsh. donathe-phys, KL Jahrg, 1912, 16
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direkt hingelegt und halbiert, so braucht man nur die Schenlkel
des rechten Winkels als —1 und --1 zu betrachten, den
halbierenden Strahl als 0: der Winkel eines Strahles von der
projektiven Koordinate r gegen die Nullrichtung ist dann ge-
geben durch

@ = artg .

In allen Fillen gentigt die Festlegung einer halbierten
Strecke (—1, 0, 1) auf der Geraden neben der Angabe der
Konstanten # und ¢ zur Erledigung der entsprechenden Metrils,
die dann  durch Betrachtungen im Indlichen allein gewon-
nen wird.

Durch die gegebenen Definitionen ist sowohl der Begriff
der Kongruenz, wie der der Bewegung, fiir jedes projektive
Grundgebilde erster Stufe erkliivt.

5. Homogene Metrik der drei Grundformen der Ebene.

Fir den Aulbau der gesamten Metrik wiihlen wir cinen
Weg, der 1. jedes neue Axiom vermeidet, indem er sich zu-
niichst auf den eigentlichen (endlichen), reellen, ratio-
nalen, projektiven Raum bezieht, 2. den Begriff der {reicn
Beweglichkeit des Raumes nicht heranzieht. Was letzteren
anbetrifft, so enthiilt er eine hischst komplizierte Aussage in
sich, deren Zuliissigkeit erst aus der Theorie der quadratischen
Formen einleuchtet, die so ohne Weiteres in die Geometrie
hineininterpretiert wird; zudem erlaubt die Stellung der Geo-
metrie innerhall der Gesamtheit aller Wissenschaften nicht,
dafs ihr der Begrift der Bewegung in irgend einer Form zu-
grundegelegt werde: vielmehr hat umgekehrt die Bewegune
erst aus rein geometrischen Begriffen erkliivt zu werden.

Zum Prinzip, nach dem die sonst ganz willkiirlich gestalt-
bare Durchfihrung der Metrik vor sich gelien soll, nehimen
wir das der Homogenlitiit; woranter nur verstanden werden
mag, dal hei jeder eclementaren metrischen Begriffsbhildung
unter allen zuliissigen Definitionen cinzig diejenige gewiihlt
werden solle, Dei der sich der eigentliche Raum i jeder Weise
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oleichartig  verhiilt — es zeigt sich, dafi diese Forderung
in jedem Falle in strenge mathematische Form gekleidet
werden kann.  Wir unterwerfen dadurch die gesamte Metrik
dem Satz vom Grunde, worin die tiefere Bedeutung der ge-
troffenen Festsetzung liegt.  Darauthin ist die Metrik im we-
sentlichen eindeutig bestimmt; jede anders geartete Metrik kann
durch Anderung der Definitionen gebildet werden: sie ist dann
aber entweder nicht an sich schon eindeutig (d. h. die Winkel
sind nicht durch das gleiche absolute Gebilde definiert, wie die
Strecken), oder nicht stetig, oder nicht analytisch?).

Die Allgemeingiiltigkeit der Kongruenz- und Bewegungs-
begriffe wird so aus den notwendigsten Llementen gewonnen:
die methodischen Verhiiltnisse liegen hier ganz analog wie beim
Parallelenproblem, fiir welches ebenfalls die allgemeinen Aus-
sagen aus wenigen Grundannahmen folgen.

Die freie Beweglichkeit des Raumes wird dann zu einem
heweisbaren Satze, der bei richtiger Interpretation m allen re-
guliiven Geometrien gilt: auch in denjenigen, die bei der ih-
lichen Auffassung uwnnitigerweise ausgeschlossen werden und
so zum grifiten Teile, wie es scheint, nicht einmal bekannt sind.

Wir beschriinken uns zuniichst auf die drer fundamen-
talen, mbezug auf das Parallelenproblem homogenen Formen
der Kbene.

Es sei durch zwel sich schneidende Gerade ein einziges
Mal in der betreffenden Ebene ein rechter Winkel (4. . dic
halbe Periode im elliptisch  wemessenen Strablenbiischel) als
solcher festgesetzt und allen weiteren Definitionen zugrunde-
gelegt; nach beiden Seiten von ihrem Schnittpunkte 0 lege
man auf jeder der beiden Geraden, in Ubereinstimmung mit
der getreffenen Annahme, die Pankte — 1, 41 hin — so ist
wieder ein einziges Mal die Gleichheit zweler Strecken ver-
schiedener Richtungen als solche in der Ibene definiert; in
der Nicht-Buklidischen Geometrie wird dabei zum ersten Male

1) ks kann daher auch an Stelle der Homogenitit die analytisehe
Findeutigheit der fundamentalen Definitionen und ihres Zusanimenhangs
(abgeschen von Perioden) als mafieehend der Metrilk zugrundeseleet werden,

16+
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vom Prinzip der Homogenitit Gebrauch gemacht, indem den
Enden der hyperbolischen bzw. den Viertelungspunkten der
elliptischen Geometrie auf beiden Axen die gleichen Koordi-
naten -+ m zugewiesen werden.

Auf Grund einer solchen metrischen Basis der
Ebene — rechtwinkeliges Axenkreuz vom Arme 1 —
lassen sich alle @ibrigen Strecken und Winkel dieser
Ebene projektiv (d. h. eigentlich dureh Ziehen von Geraden
allein) definieren?).

Die Punkte — 1, 0, 4 1 bestimmen auf jeder Axe cine
eindeutige projektive Anordnung aller rationalen Punkte, die
wir zuniichst allein betrachten wollen (wenn auch belichige
Erweiterungen spiiter vorgenommen werden kinnen).  Nun
lassen sich die beiden Boschel von Geraden

»=const =«, y = const =10

vhne Mithe konstruieren; man braucht nur beispielsweise durch
Verbindung je zweler Punkte (¢ 4+ &: 0) (07 « 4+ &) Dbzw.
(@—0;0) (0: b —«) die beiden Biischel x4y = o« b,
& — 1y = a —0b herzustellen.  Auf diese Weise erschieint die
ganze Iibene durch ein Netz von speuiellen projektiven Ko-
ordinaten — wir wollen sie kanonische Koordinaten nennen —
eindeutig bedeckt, auf das sich alle weiteren Definttionen iiber-
tragen lassen.

Durch die zwel Geraden z'= 0, y = 0 war der rechte
Winkel einmal festgelegt worden; durch die dritte Gerade
22—y =0 und jede von jenen bheiden mag am Nullpunkte
der halbe rechte Winkel aul jeder Seite dieser Geraden de-
finlert werden; eine andere Definition wiirde die metrische Ho-
mogenitit der Mbene zerstiren, die Winkel wiirden ohne jeden
Grund nach der einen Seite griber ausfallen als nach der an-
deren, und dies wiire auf zweierlet Weise miglich.  Die drei
Strahlen 2z =0, 2 —y =0, y = 0 bhestimmen nunmehr im
Strahlenbiischel um den Nullpunkt in eindeatiger Weise cine

1) Im Falle der Euklidischen Ilbene geniigt daher cin vorgelestes
Quadrat zur Erledigung aller projektiven und wetrischen Verhiiltnisse,
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projektive Anordvung der Elemente und somit auch die ellip-
tische Metrik derselben. Iir die Neigung eines Strahls y = c¢u

aegen die X-Axe erhiilt man dann tg7 == ¢ oder auch tgr =",
; &

Iis eibt nun Kollineationen der Iibene, durch welche das
erledigte Strahlenbiischel bei gleichen Definttionen mit unver-
iinderten GroBien der Winkel in sich selbst transformiert wird;
sie sind gegeben durch die Gleichungen:

2= 0" (xcos 6 —ysino), y' == (zsind-+ ycosd);
wir nennen darin 6 den Drehwinkel. o' den Streckungsfaktor.
Die Umkehrung dieser Kollineationen

) . 1 .
= }, (@' cosd 4 y'sind), y= g (— 2 sind 4+ y' cos 9)
8 (b

kehrt das Vorzeichen des Drehwinkels und den Wert des
Streckungsfaktors um; es sind daher diejenigen derartigen
Kollineationen besonders ausgezeichnet, fitr welche der Strek-
kungsfaktor gleich = 1 ist. Den Fall 4- 1 nennen wir ein-
fach Drehung um den Winkel 65 der I'all — 1 entspricht dann
der Drehung um = —+- 9, ist also in dem vorigen enthalten.

Die verlangte Homogenitiit unserer Metrik lift nur die
einfachien Drehungen zur Definition der lntfernungen in den
Strahlen des Biischels als erlaubt heranziehen, sonst wiirde die
Metrik in dem eimen Drehsinn der Ebene anders ausfallen als
im anderen.

Die Drehung der Ebene um ihren Nullpunkt ist also hei
der getroffenen Wahl der Koovdinaten in allen homo

metrien notwendig durch die kanonischen Formeln gegeben:

genen Geo-

@' =weosd —ysind, y = wsind -4 ycosd;

hier ist zuniichst |1 - tug? o durchaus als rational vorauszu-
setzen, worin auch die Unmdéglichkeit der allgemeinen Strecken-
ibertragung im Strahlenbiischel mit dem Lineal allein he-
griindet ist.

Die Gleichung des Kreises um den Nullpunkt ist dann
auch immer darch

o

2?4yt = P = const
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dargestellt; dadurch wird die Entfernung vom Nullpunkte zu-
niichst fiir alle rationalen Werte von / erklirt; die Ausdeh-
nung auf alle rationalen Punkte der Kbene tiberhaupt ist aber,
wenn man will, ohne weiteres moglich, die gleiche Formel de-
finiert dann alle zugehdrigen Entfernungen.

Wir wollen nun dem Prinzip der Homogenitiit gemiils alle
(teraden y = const als aul der N-Axe senkrecht stehend de-
finicren: in gleicher Weise sollen alle Geraden 2 = const auf
der Y-Axe senkrecht. Nun betrachten wir diejenigen Kolli-
neationen, welche die X-Axe und ihre Entfernungen unver-
indert lassen, wiihrend sie gleichzeitie das System ihrer de-
finierten Lote in sich iberfithren. Sie sind gegeben durch die
entsprechenden Formeln:

1. fiir die parabolische Ebene

2'=wda, y=dy:

2. fiir die hyperbolische
I/J o2
Sl —= ey
. @« , , mE
b H— . o= o - N
() ' o
1 I+
- n? BTE
3. fitr die elliptische
/l 4 o®
/ )
, £ o , , = J
2= . = a .
[43%7 ow
11— 11—
m? mn?

Wir nennen hier « den Verschiebungsparameter, « den
Dehnungsfaktor.  Die Umkehrungen dieser Kollincationen sind:
1. fitr die parabolische Ebenc
i i

v —a, oy =y

2. fiir die hyperbolische

l/ ey
—a E . ’/
s — | me
L= - y = : i
'’ J o ot
1-— 1 -

m* we®
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3. fiir die elliptische

. 1 1/1 +1ai Y

x—a n
€T == - - . Y = . 5
1 ax’ Y o |+ ax'

+ n? S

sic kelren jedesmal das Vorzeichen der Verschicbung und
den Wert des Dehnungsfaktors um. Is sind daher diejenigen
unter den betrachteten Kollineationen besonders ausgezeichnet,
fiir welche der Dehnungsfaktor gleich +1 ist; den Fall -1
nennen wir einfach Verschiebung der Ihene lings der X-Axc
um den Parameter «, den Fall —1 leiten wir aus jenem durch
Spiegelung ab.

Die verlangte Homogenitiit unserer Metrik liBit nur die
einfachen Verschiehungen, wobet die Quadratwurzeln zuniichst
als rational vorauszusetzen sind, zur Definition der FEatfernun-
gen und Winkel in allen Punkten der X-Axe als erlaubt
heranziehen ; sonst wiirde sich die Ibene in der cinen Rich-
tung der X-Axe anders verhalten, als in der anderen; die Ent-
fernungen witrden z. B. ohne jeden Grund nach der einen Seite
ordfier, nach der anderen — Kleiner ausfallen, und dies wiire
wieder auf zwel Weisen moglich.

Ebenso definiert man die Verschicbung lings der Y-Axe
durch analoge Formeln, in denen » mit y vertauscht und g
fiir « gesetzt wird.

Nunmehr sind die Entfernungen auf allen betrachteten
Loten zur einen, wie zur anderen Axe erkliivt: die Ausdehnung
aut alle rational definierten Tote @iherhaupt ist ebenfalls olmne
weiteres moglich.

Durch die KNombination einer Verschiebung  lings  der

einen Axe mit eciner zweiten, liings der anderen, ist die Mog-
lichkeit gegeben, jeden Punkt der Lbene als Nullpunkt zu

withlen.  Wir definieren nun — diese Definition ist nach un-
seren Festsetzungen wieder die einzig migliche — die Strecken

und Winkel in jedem Punkte durch die ihnen nach diesen
Verschiebungen entsprechenden Strecken und Winkel am wr-
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spriinglichen Nullpunkte. Dadurch ist dann die Metrik der
vanzen rationalen FEbene erschopft.

Alle Kongruenzen der Bbene sind so auf projektiver
Grundlage erkliirt, ebenso die Bewegungen der Ebene m sich:
letztere lassen sich aus der Kombination der drei gegebenen
fundamentalen Iollineationen definieren, sie iindern also weder
die Entfernungen noch die Winkel. Alle metrischen Eigen-
schaften der Iibene werden zu beweisharen Siitzen. Bet der
gevebenen Darstellung sind die ebenen Bewegungen zuniichst
Lesondere rein projektive Transformationen, nicht etwa wirk-
liche mechanische Vorgiinge: letztere werden so vielmehr erst
als mathematisch mogelich erwiesen und durch die ersten erkliirt.

Da nun alle drei fundamentalen Transformationen in der
Eulklidischen Ebene eine elliptische uneigentliche Doppelgerade
unveriindert lassen, m den Nicht-Xuklidischen Geometrien dic
entsprechende quadratische Beziehung

24t =<0 baw. @2y wm*>0

in sich selbst tibertiithren, so Lifit sich rein formal der gegebene
Gedankengang dahin definieren, dali das entsprechende absolute
Gebilde bei allen gegebenen Definitionen unveriindert bleibt
und umgekehrt ihnen zugrandegelegt werden kann; die spe-
zielle orthogonale und normierte Iorm der Gleichnng ist be-
dingt durch die spezielle Wahl der projektiven Koordinaten,
die i allen Ifiillen aus zwel aufeimander senkrechten Axen
und der Gesamtheit ihrer Lote gebildet sind. In der Bukli-
dischen Geometrie ist diese spezielle Wahl mit der gewihn-
lichen Cartesischen identisch, i den fertigen Nicht-Euoklidischen
Geometrien sind solche Noordinaten unter Anwendung aller
Hilbertschen Kongruenzaxiome gegentlich von M. Delin (Math.
Annalen Bd. 53) benutzt worden.

In der hier gegebenen Darstellung sind diese Koordinaten
nach je einmaliger Festlegung des rechten Winkels und der
Streckenkongruenz aut seinen beiden Sehenkeln, nach ihren
beiden Richtungen, in rein projeltiver Weise erschlossen: durch
jene Festlegung sind die notwendigen und hinreichenden Kle-
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mente fiir den Aufbau der gesamten Metrik der Ibene, sei’s
im BEuklidischen, sei’s im Nicht-Euklidischen Sinne gegehen.
Is sel noch besonders bemerkt, daB der Ubergang von der
einen so gewiihlten metrischen Basis der Ebene zu irgend einer
beliebigen ebensolchen anderen der allgemeinsten Kollineation
dieser Ihene entspricht.

Es entsteht nun die Frage, was eine nichthomogene Metrik
auch im reguliirsten Falle nach sich zieht. Dies mag an dem
Beispiel der Drehung illustriert werden. Man kann dort zu-
niichst den Streckungsfaktor o' als geeignete Funktion von o
definieren, nur wird f(0) = 1, f(nd) = [(d)* sein miissen;
hel Beschriinkung auf rationale Punkte fiihyt dies auf eine
unstetige Metrik; es entsteht eine Geometrie, auf die Hilbert
(p. 150) gelegentlich hingewiesen hat; die Ehbene verhiilt sich
hier in ihren beiden Drehsinnen verschieden. Bei der iiblichen
Ausdehnung auf irrationale Elemente erhiilt man in f(8)= ("
cine stetige Definition, die an Stelle der Kreise logarithmische
Spivalen setzt (Helmholtz); die Metrik ist dann nicht mehr
eindeutig. Zuletzt kann man noch Nicht-Archimedische Koor-
dinaten zulassen (vel. u.) und die ¥bene im Endlichen homogen,
im Aktual-unendlichkleinen nichthomogen gestalten (Hilbert,
p- 1k, nennt eine solche Geometrie Nicht-Pythagoriiisch): dann
ist die Metrik nicht mehr analytisch.

6. Allgemeine homogene Metrik der projektiven Ebene.

Nach dem  gleichen synthetischen Verfahren, durch das
vorhin die Metril der drei Grundformen der Ebene durchge-
fithrt wurde, LGt sich aunch die Metrik in allen iibrigen regu-
liren Geometrien behandeln. In jedem Falle wird man dann
formal auf ein quadratisches absolutes Gebilde gefiihrt, das
umgekehrt der gleichen Metrik zugrundegelegt werden kann.
Wir ziehen es daher vor, die allgemeine Metrik der projektiven
Ibene von vornherein auf ein solches Grundgebilde zu heziehen.
wobel aber keine Moglichkeit ausgeschlossen werden soll.

Aus der Parallelentheorie ist uns zuniichst eine parabolisch-
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clliptische Ebene bekannt, deren absolutes Gebilde aus zwei
konjugiert komplexen Geraden durch einen reellen Punkt be-
steht; offenbar ist dieser Fall dual zur Euklidischen Kbene,
wo umgekehrt eine reelle Gerade mit zwei konjugiert komplexen
Nreispunkten der Metrik zugrundegelegt werden kann. Man
braucht daher nur die Sitze der klassischen ebenen Geometrie
in die duale Sprache zu iibersetzen, um die Verhiiltnisse in der
betrachteten dualeuklidischen Kbene zu erhalten®): so ist hier
z. B. die Summe der Seiten in jedem Dreleck konstant. Wie
nun in der Fuklidischen Ebene die reellen Punkte der un-
eigentlichen Greraden als unzugiinglich betrachtet werden miissen
und so keine Verschiebung eines eigentlichen Punktes dorthin
moglich ist, so ist entsprechend keine Drehung eines ellip-
tischen Strahls der dualen lbene nach den ausgezeichneten
Strahlen (des einzigen parabolischen Biischels) moglich; die
richtige Auffassung ist hier dalier die, daly diese hesondercn
Strahlen (Niveaulinien) als uneigentlich zu betrachten sind —
die Redewendung von 180° wird also in dieser Geometrie ganz
unsinnig, da fiir die Winkel nicht elliptische, sondern para-
bolische Metrik gilt. Xs ist klar, dali bel solcher Auffassung
die Dbetrachtete Ebene »* Bewegungen in sich zulilit. Js be-
steht In dieser Geometrie der Satz, dafi alle Wege zwischen
zwel Niveaulinien gleiche Linge haben.

Ganz analog liegen die Verhiiltnisse 1 der parabolisch-
hyperbolischen Iibene, wo das absolute Gebilde durch zwet
reelle Gerade gegeben ist, deren Schnittpunkt dem als 1deal
zu hetrachtenden ecinzigen parabolischen Biischel der Ebene
entspricht. Auch hier ist die Winkelmessung parabolisch, und
es gilt wieder der Satz von den Niveaulinien; es gibt wieder
o Bewegungen, die nur natiirlich keinen ecigentlichen Strahl
m einen uneigentlichen iberfithren kionnen.

Es existiert nun selbstverstiindlich eine Ebene, die zur zu-
letzt betrachteten dual ist und deren absolutes Gebilde aus

1) In gunz anderem Zusanumenhange lindet steh eine spezielle filin-

Hiche Uhertragung auf den Ramm in der Dissertation von Ieren Bahme:
,Parabolische Metrils im hyperbolischen Ruum®, Miinchen 1908,
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einer ausgezeichneten Geraden mit zwei reellen Grundpunkten
Dhesteht, eine gewissermalien pseudoeuklidische lbene; von der
Tuklidischen unterscheidet sie sich dadurch, dafi dic Winkel-
messung in ihr hyperbolisch ist. In jedem eigentlichen Punkte
aibt es hier zwel ausgezeichnete Richtungen wnd nur die im
cigentlichen Sinne zwischen ihmen liegenden Richtungen sind
als real zu bezeichnen; um den Nullpunkt gilt fiir die Winkel

y

bei passender Wahl der Axen die Gleichung tghdé =

s Lifit sich auech parabolische Winkelmessung in der
Tullidischen Ebene durchfithren: man braucht nur eine einzige
Richtung, etwa die der Y-Axe, als uneigentlich aufzufassen.
Um den Nullpunkt gilt dann fiir die Winkel die Gleichung

§ = J; auch hier gilt der Satz von den Niveaulinien; die
x

Seiten ecines Dreiecks verhalten sich wie die Winkel. Das
absolute Gebilde hesteht hier aus der uneigentlichen Doppel-
geraden mit einem einzigen ausgezeichneten Doppelpunkt.

Lis it sich nun auch eie duale Geometrie zur hyper-
holischen herstellen, wenn man die absolute projektive Axio-
matik gelten Lifit, wobel z. B. der Zusammenhang der Tlalb-
ehenen untereinander anders ausfiillt, als in allen bisherigen
Formen., Man braucht sich nur im Aufieren einer Hyperhel
(2% —y* — w? < 0) zu bewegen, und nur die nichtschneiden-
den Geraden fiir real zu halten. T©in gleichen Gebiet existiert
daneben ecine zweite Geometrie, wenn nur die schneidenden
Geraden als real gelten: hierbei werden sowohl die Winkel,
wie die Lingen hyperbolisch. ,

Die beiden letztgenannten Geometrien ergeben, in eine
einzige vereinigt, eine besondere Geometrie, deren Ixistenz
lingst bekannt ist: aber gerade die von uns vorgenommene
Trennung stellt ihren eigentlichen Sinn und ihre volle Be-
wegungsfreiheit wieder her. Ls sind in ihnen iibrigens beliebig

vicle parabolische Gerade verschiedener Richtungen — die
Tangenten des absoluten Gebildes — vorhanden, die wegen der

Ungiiltigkeit der tblichen Anordnungs- und Zusammenhangs-
siitze die lbene trotzdem nicht zu einer Euklidischen gestalten.
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Aul solchen ausgezeichneten parabolischen Geraden sind
alle Liingen gleich Null zu setzen; ebenso wie in cinem dualen
Tralle die Winkel der Strahlen gleicher Richtung in der Ku-
klidischen Geometrie als Null betrachtet werden. Ns lilst sich
dann aber immer auch eine besondere parabolische Metrik mit
unveriinderlicher aktual - unendlichkleiner Einheit fiir solche
ausgezeichneten Gebilde durchfithren, die bei allen o® Bewe-
gungen bestehen bleibt.  Entsprechend ist auf der uneigent-
lichen Geraden bzw. im uneigentlichen Biischel, wo sie einzig
sind, eine Metrik mit aktual-unendlichgrolier Einheit maglich.
Diese uneigentliche Metrik kaun sogar als hinreichende Grund-
lage der eigentlichen benutzt werden.

Wir stellen hier die neun mdglichen reguliren ebenen
Geometrien, die durch eine homogene Metrikk 1hrer Winkel
und Liingen charakterisiert sind, in einer hesonderen Tafel zu-
sammen.  Kine sie alle umfassende Dreiecksformel gibt der
allgemeinste Kosinussatz:

« b ¢ Lo L. e 7
€0S =, == 0§ . Cos -+ sin __sin ., cos
M M M MM M’
wo die Nonstanten 3, M je nach elliptischer, parabolischer,
oder hyperbolischer Metrik der Liingen nud Winkel hzw. reell,
unendlich, oder rein imaginiir zu nehmen sind.

a) Winkel elliptisch.
1. Lingen elliptisch (Elliptische 1hene):
im reellen Inneren eines imaginiiren Kreises:
2. Lingen paraboliseh (Euklidische 1Shene):
durch  Ausschluli einer elliptischen Geraden mit zwei
konjugiert komplexen IKreispunkten;
3. Lingen hyperbolisch (Hyperbolische Khbene):
im Inneren eines Kreises oder einer Hyperbel.
b) Winkel paraholisch.
1. Liingen elliptisch (Dualenklidische Ehene):
im reellen Inneren ecines Winkelraumes  zwischen  zwei
konjugiert komplexen Geraden ;
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9. Lingen parabolisch (Absolutparabolische Ebene):
durch Ausschlufi einer parabolischen Geraden;
3. Liingen hyperbolisch (Dual-pseudoeuklidische Ehene):
im Inneren eines Winkelraumes zwischen zwei reellen
Geraden.
¢) Winkel hyperbolisch.
1. Lingen elliptisch (Dualhyperbolische Ebene):
im Aubieren eines Kreises oder einer Hyperbel, wenn nur
die nichtschneidenden Geraden fiir real gelten;
Liingen parabolisch (Pseudoeuklidische Ebene):
durch Ausschluf einer hyperbolischen Geraden;
3. Liingen hyperbolisch (Absoluthyperbolische Ebene):
im Auberen eines Kreises oder einer Hyperbel, wenn nur
die schneidenden Geraden fiir real gelten.

o

7. Metrik des Raumes.

Wir lassen vorweg nur die drei homogenen Geometrien
gelten, in denen alle Richtungen als zugiinglich betrachtet
werden und so fiir die Winkel im Strahlen- und Ebenenbiischel
elliptische Metrik vorgeschrieben ist.  Durch drei in einem
Punkte zusammentreffende, nicht einer Ehene angehorende
Gerade mige dremmal der rechte Winkel dargestellt und fest-
gelegt werden; im Anschlufi an die gewiihlte Annahme iiber
die Natur des Raumes legen wir auf jeder Axe nach beiden
Richtungen vom Nullpunkte die projektiven Koordinaten —I,
-1 hin, so dreimal kongruente Strecken im Raume definierend.
Die so gewonnene metrische Basis erlaubt auf rein projektiver
Grundlage die gesamte homogene Metrik des Raumes synthe-
tisch zu erledigen; man hat nur den {iir die Ebene gewiihlten
Weg zu verallgemeinern. Zuniichst werden, was nur auf eine
Weise geschehen kann, diejenigen Kollineationen des Raumes
definiert, die man als Drehungen um die Axen bezeichnen
kann und die in allen homogenen Geometrien bei der gegebenen
speziellen  Wahl der (kanonischen) projektiven Koordinaten
durch die gleichen Formeln der Cartesischen analytischen Geo-
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metrie dargestellt werden — hierin ist iibrigens der Grund
dafiiv zu suchen, daf die Formeln der sphiirischen Trigono-
metrie in allen drei Grundformen des Raumes die gleichen sind.
So iibertriigh man den Lingen- und Winkelbegriff' von den
Axen auf alle Nichtungen dureh den Nullpunkt. Daun defi-
niert man, was wieder nur auf eine Art moglich ist, diejenigen
Kollineationen, die man als Verschichungen lings der Axen
bezeichnen kann, und tibertriigt so die Begriffe von Linge und
Winkel auf alle Punkte und Richtungen des Raumes. Man
itberzeugt sich, dall die fraglichen Transformationen in der
parabolischen Geometrie die Gleichung einer uneigentlichen
Ebene, m den Nicht-BEuklidischen Geometrien die Gleichung
einer Idealfliiche zweiten Gerades 2% 4 »* - 2% L m® =0 m
sich tiberfithren; diese kann umgekehrt nach Cayleys Vorgang
zum Ausgangspunkt der Definitionen genommen werden. Der
ganze Raum lift sich also in seinen drei Grundformen von
einer gegehbenen metrischen Basis — in der Form
eines rechtwinkligen Dreiaxenkantes vom Arme 1 -
aus durch rein projektive Definitionen metrisch er-
schiopfen, sel’'s im Euklidischen, sei’s nm Nicht-Euklidischen
Sinne.’) Der Ubergang von einer bestimmten solchen Basis
zu irgendeiner belichigen anderen ist durch die allgemeinste
Kollimeation gegeben.

Es eriibrigt sich noch, die sonstigen reguliiven Formen
des dreidimensionalen projektiven Raumes anzugeben.

Fir jedes der drel Grundgebilde erster Stufe ist jede der
dret Arten der Metrik moglich. Es existieren daher insgesamt
27 homogene Geometrien des Raumes: sie lassen siimtlich o®
Bewegungen zu, man darf nur nie das Verlangen stellen, dal
dabei eigentliche Elemente in uneigentliche ithergefiihrt werden,
oder umgekehrt.  Durch diese Geometrien wird der duale
Charakter der Geometrie auch in metrischer Hinsicht voll-

) Tm Fuklidischen Raume geniigt daher ein vorgelegter Wiirfel
zur Erledigung aller projelitiven und metrischen Verhiiltnisse durel Zichen
von gervden Linien allein.
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stindig. Nur in den angefiibrten Geometrien ist die Metrik
an sich schon analytisch eindeutig; in jeder anderen ist eine
solehe Eindeutighkeit erst durch hesondere Festsetzung zu er-
reichen, wodurch nicht mehr alle Bewegungen mdéglich hleiben.
Der Sinn z B. einer von Hilbert (p. 30) aufgestellten
Geometrie ist der, dafy in der uneigentlichen Khene zwei ver-
schiedene imaginiire Ellipsen gleichzeitig vorgelegt werden:
dadurch werden zwei verschiedene regulire Geometrien im
gleichen Euklidischen Raume vereinigt, von denen jede an sich
schon analytisch eindeutig ist; nun werden aus der cinen
Geometrie die Lingen, aus der anderen — die Winkel her-
iibergenommen — die Kongruenzsiitze gelten dann natiirlich
nicht mehr, auch bleiben so nur «?® Bewegungen iibrig. Kine
andere Geometrie von Hilbert (p. 128) legt im Kuklidischen
Raume ein Tetraéder als absolutes Gebilde hin; auf jeder Ge-
raden im Inneren des Tetraiders entstehen dann zwar nur zwel
Grenzpunkte, analytisch hat aber jede Gerade tatsiichlich vier
ausgezeichnete Punkte und die Metrik ist so nicht an sich
schon eindeutig; hier sind nur noch %! Bewegungen miglich.
Wir stellen nunmehr die 27 reguliren Geometrien des
Raumes in folgender Tafel zusammen.
A) Ebenenwinkel elliptisch.
I. Strahlenwinkel elliptisch.
1. Lingen elliptisch (Elliptische Geometrie):
im reellen Inneren einer imaginiiren Kugel:
2. Lingen parabolisch (Euklidische Geometrie):
durch Ausschlufs einer elliptisch gedachten Ebene (a)):
3. Limgen hyperbolisch (Hyperbolische Geometrie):
im Inneren einer Kugel oder eines zweisch. Uyph-ids.
1. Strahlenwinkel parabolisch.
1. Liingen elliptisch:
mi reellen Inneren eines Winkelraumes zwischen zwei
konjugiert komplexen Fhenen mit reeller elliptischer
Schnittgeraden :
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2. Liingen parabolisch:
durch Ausschlui einer Kuklidisch gedachten Ebene («,);
3. Liingen hyperbolisch:
im Inneren eines reellen Ebenenpaares durch cine ellip-
tische Gerade.
III. Strahlenwinkel hyperbolisch.
1. Liingen elliptisch:
auf jeder Seite am einsch. Hypb-id, wenn nur die
nichtschneidenden Geraden fiitr real gelten;
Lingen parabolisch:
durch Ausschlufs einer hyperbolischen Iibene (a,);
Liingen hyperbolischi:

Lo

o

im Auberen einer Kugel oder ecines zweisch. Hyph-ids,
weun nur die schuneidenden Geraden fiir real gelten.

B) Ebenenwinkel parabolisch,
I Stralilenwinkel elliptisch.
1. Liingen elliptisch:
im reellen Inneren eines imaginiiren Kreis- oder IHy-
perbelkegels mit reeller Spitze:
2. Lingen parabolisch:
durch Ausschlufy einer dualeuklidischen Fhene (5)):
3. Liingen hyperbolisch:
i Inneren eines reellen Kreis- oder Hyperbelkegels.
II. Strahlenwinkel paraholisch.
1. Lingen elliptisch:
im reellen Inneren des Winkelraumes zwischen zwei
konjugiert komplexen Ebenen mit reeller parabolischer
Schnittgeraden ;

Lo

Liingen paraholisch:
durch Ausschlufi einer absolutparabolischen Iibene (4,):
5. Liingen hyperbolisch:
im Inneren eines reellen Ebenenpaares mit einer para-
bolischen Schnittgeraden.
[H. Strahlenwinkel hyperbolisch.
1. Liingen elliptisch:
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im Auleren cines Kreis- oder Hyperbelkegels, wenn
nur die nichtschneidenden Geraden als real gelten;

2. Liingen parabolisch:
duvch Ausschlufi einer dual-pseudoenklidischen Ihene (4,):

3. Liingen hyperbolisch:
im Aulieren eines Kreis- oder Hyperbelkegels, wenn

nur die schuneidenden Geraden als real gelten.

() Ebenenwinkel hyperbolisch.
I. Strahlenwinkel elliptisch.
1. Liingen elliptisch
im Aulieren einer Kugel oder eines zweisch. Hyph-ids,
wenn nur die nichtschneidenden Iihenen fiir real
gelten:
2. Liingen parabolisch:
durch Ausschlul einer dualhyperbolischen Ebene (c)):
3. Lilngen hyperbolisch:
auf jeder Seite am einsch. Hypb-id, wenn nur die in-
neren Khenenteile fitr real gelten.
II. Strahlenwinkel parabolisch.
Liingen elliptisch:
in reellen Inneren cines Winkelraumes zwischen zwei
konjugiert komplexen Ebenen mit reeller hyperboli-
scher Schnittgeraden;

Bo

Liingen parabolisch:
durch Ausschlufi einer pseudocuklidischen Ibene (r,):
3. Liingen hyperbolisch:

im Jnneren eines recllen lbenenpaares mit hyperholi-

scher Schnittgeraden.
1. Strahlenwinkel hyperbolisch.
1. Lingen elliptisch:

im Aulieren einer Kugel oder eines zweisch, Typh-ids,
wenn nur die schneidenden Ebenen und in ilmen die
nichtsclineidenden Geraden real sind;

Lingen parabolisch:

durch Ausschlulz einer absoluthyperbolisehen Ehene (e,):

Sitzangah, 4o math-phys K1 Jalee, 1919, 17
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3. Liingen hyperbolisch:

aul jeder Scite am einsch. Hypb-id, wenn dur die
schuneldenden Geraden der iiulieren Kbenenteile fiir
real gelten.

8. Volistdndige und Nicht-Archimedische Geometrie.

Der absolute projektive Raum mit seinen in allen Fiillen
von emem begrenzten Bereiche aus geometriseh wie analytisch
eimdeutig bestimmten vollziihligen Punkten, Geraden und Jihenen
ist immer sich sclbst gleich und nnmer einzig.

Die Trennung des Realen vom Idealen, des Rationalen
vom Irrationalen, des Endlichen vom Unendlichgrofien und Un-
endlichkleinen Lift dann diesen absoluten Raum der projek-
tiven Geometrie von verschiedenen Gesichtspunkten metrischer
Natur aus betrachten.

Der von uns projektiv aufgebaute Rawm ist vorliufig we-
sentlich rational; d. h. es sind in ithm nur diejenigen realen
oder idealen Punkte beritcksichtigt, die durch projektive Kon-
struktionen aus dem fundamentalen Dreiaxenkant entstehen?).
Nichts aber schriinkt die mathematische Erweiterung emn. Man
kann nun mit Dedekind, G. Cantor, Klein n. A, m. durch
ein besonderes Axiom festsetzen, daly nach Kinfithrung der Ir-
rationalen die Gesamtheit aller Punkte der Geraden wenau er-
schopft set und erhilt dann die tibliche vollstindige analyti-
sche Geometrie als volles Aquivalent des Raumes: man kanu
aber auch noch das aktuale Unendlich im Grofien wie im
Kleinen zulassen, und so als letztmiogliche reelle arithmetische
Krweiterung die Nicht-Archimedisehe Gfeometrie erhalten. In-
dem wir uns bestindig nur an diejenigen Punkte
halten, die wir uns als wirklich konstruiert denken,
und alle Moglichkeiten offen lassen, lkimnen wir jedes beson-

I Es liBit sich sogar bel Beschriinkung der Koordinaten anf ganze
positive Zahlen allein (in hegrenzter Anzahl) die gesamte Geometrie,
cinzehliefihieh der Metrile, in gleicher Weise erledigen; sadald die (ieo-
metrie aus endlich vielen Aussacen diher endlich viele Elemente cewonnen
werden kann,
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dere Axiom in dieser Richtung vermeiden. In dem von uns
bisher aufgebauten rationalen Raume ist seine eigene Art von
Vollstiindigkeit von selbst erfiillt; dureh die Art der Durch-
filhrung der Metrik ist auch das Archimedische Prinzip fiir
die realen Elemente von selbst erfiillt; ebenso kann man fiir
die Kongruenzen durch die gegehenen Definitionen jedes Axiom
entbehrlich machen. So ist die gesamte Geonmetrie rein syn-
thetisch anf Grund der projektiven Axiome allein aufgebaut:
eine geringe Abiinderuny dieser Axiome i absolub projektivem
Sinune erschliefit séimtliche miglichen homogenen Geometrien
des Raumes von beliebig vielen Dimensionen: es gibt offenbar
immer einen einzigen absoluten projektiven Raum von » Di-
mensionen und in ithm 3* Moglichkeiten eindeutiger Metrik,
die jedesmal auf die allgemeinste reelle quadratische Gleichung
des absoluten Grundgebildes fithren, und je D Bewe-
gungen in sich zulassen.

Wir wollen nun zeigen, wie ddie Vervollstiindigung des
Raumes durch irrationale und aktuale Punkte anf projektivem
Wege miglich ist.

Fs sei durch eine Zahl 6 ein existent gedachter irratio-
naler Punkt auf der Geraden (— 1, 0, -}- 1) festgelegt, d. h.
dem zugehirigen Grenzprozefy entsprechiend definiert. Wir kon-
strujeren aus — 1, 0, -1 zuniichst den realen oder idealen
Pankt 23 aus 0, 6.« Lt sich nun hei rationalem 2 jedes
2 o projektiv konstruieren; aus — 1, - 1, 6 hat man sofort
l und  darauf jedes ; durch weitere projektive Konstruktion
an den bereits gewonnenen Punkten lifit sich jeder gebroche-
nen rationalen Funktion von o mit rationalen Koeffizienten
eindentig ein Punkt der Geraden zuweisen, da der vierte har-
(n4bye—2ub
Qe— (a0
Auf diese Weise ist die Irrationalzahl o dem rationalen Raume
adjungiert; und so kann man beliebige weiteve Irrationale nach
Bedarf und Belieben dem Raume hinzufiicen, worauf die De-
finition des gewihnlich angenommenen vollstiindigen  reellen

17%

monische Punkt zu (¢, 1), ¢ cegeben ist durch
; Qe
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Raumes arithmetisch moglich wird. s hat aber, wie wir
clauben, keinen eigentlichen Sinn, diesen Raum dann durch
ein ausdriicklichies Axiom als den richtigen Raum schlechtweg
anzunchmen, um so mehr, als noch Weiterbildungen moglich
sind durch Heranziechung des aktualen Unendlich. Nehmen wir
einen Punkt 7 als Repriisentanten des letzteren auf der Geraden
an, so ist hier ¢ durch den Grenzprozel 1,2,3.... N....
definiert und dennoch vom absoluten oo (d. h. dem vierten har-
monischen Punkt zu — 1, 0, + 1) verschieden gedacht. Man
kann dies mit Hilbert so ausdriicken, dafy man ¢ als beliebig
oroly zu nehmende positive Variable betrachtet. IHalten wir
uns an diese Auffassung, so ist durch Angabe einer solchen
Einheit des aktualen Unendlich die Konstruktion jedes Punktes
fiir emme rationale gebrochene Funktion vou ¢ mit rationalen
Zallenkoeffizienten ermiglicht, vor allem auch die Konstrul-

. . . ) 1
tion des Repriisentanten des aktualen Unendlichkleinen r der
11 1
s = ..o+ ... entsteht, und doch von
23" N ’
0 verschieden gedacht wird. Das Gesamtgebiet des aktualen
UnendlichgroBen ist auf der Geraden durch die Punkte = >N
fiir beliebige ganzzahlige NN gegeben: das des aktualen Un-

aus dem Grenzprozeld

endlichkleinen dureh 2 < 3 um jeden endlich rationalen

N

Punkt s entsteht ein Gebiet des Aktual-Unendlichkleinen, ge-

aeben durch die Bedingung x—s| < Es ist nun leicht,

1
N
diese Nicht-Archimedische Geometrie und ihre Metrik in die
fertig gedachte Archimedische in jeder ihrer Gestalten einzu-
baven: die hinzukommenden rationalen aktual-unendlichkleinen
und -grofien Zahlen legen sich in die existent gedachten zu-
aehirigen Punkte, die Metrik schliefit sich in Endlichen ohne
Anderung der Hauptsiitze der wrspriinglichen Archimedischen
unmittelbar an.

Wir betrachten nun die drei homogenen Grundformen des
Raumes, und erhalten so in einfacher Weise die Siifze von
Dehin (L e wieder. In der elliptischen Geometrie wird wieder
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keine Nichtsclmeidende angenommen, in der Buoklidischen - -
wieder eine einzige nach dem von vornherein projektiv he-
kannten Punkte des ahsoluten oo; die Metrik wird dadurch
nicht geiindert, die Summe der Winkel im Dreieck hleibt kleiner
als zwei Rechte, bzw. ist sie thnen gleich. Durch die Annahme
der Existenz beliebig vieler wirklicher Nichtschneidenden wird
jedoch nunmehr eine Trennung moglich.  Kine besondere Geo-
metrie dieser Art entsteht zuniichst beim Ausschliefien des
(tesamtbgebietes des aktualen Unendlichgrofien durch die Be-
dingung «® + y* + 22 < N? fiir beliebiges ganzzahliges N
im Restgebiet hat man einfach die Buklidische Geometrie,
bereichert durch die Nicht-Arehimedischen Punkte im ¥und-
lichen und um 0, vor sich; die Summe der Winkel ist so hier
gleich zwei Rechten (Semi-Euklidische Geometrie).

Tine andere Geometrie entsteht durch die Annahme elnes
endlichen projektiven Gebietes [tir den realen Raum durch die
Bedingung: 2® 4+ »* 4 22 < m* fiir ein festes endliches .
Dies st einfach die hyperbolische Geometrie, durch die Nicht-
Archimedischen Punkte im Endlichen und um ¢ hereichert;
die entsprechende Metrik ist die hyperbolische, die Winkel-
summe 1m Dreieck — kleiner als zwel IRlechte.

Bine letzte Miglichkeit verbleibt, indem man nur das
Gebict des aktualen Unendlichkleinen um irgend einen Punkt
im  ¥ndlichen nimmt: etwa um 0

1
ot et <
N®

Dieses Gebiet ist ber allen Arten der Metrik in sich ab-
geschlossen, keine Streckenabtragung fithrt aus thm heraus
und jeder Punkt m ihm ist erreichbar: so ist hier bet der
Gultigkeit aller gewdhnlichen Kongruenzsiitze jede Art der
Lingenmessung mdglieh — daher auch eine Geometrie, in
weleher trotz des Vorhandenseins beliebig vieler Nichtschnei-
dender die Winkelsumme im Dreicck mehr als zwer Ilechte
betriigt — (Nicht-Legendresche Geometrie).

Aul noeh kompliziertere Nicht-Archimedische Raumbil-
dungen gehen wir hier nicht ein.

, durch die Bedingung

fir beliebiges ganzzahliges N,
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9. Geometrie und Erfahrung.

Vom Standpunkt der ahsoluten projektiven Geometrie gibt
es nur eine cinzige Form des Raumes, in der dann jede Art
der Metrilk nach Vereinbarung durchgefithrt werden kann.
Innerhalb eines angebbaren willkitrlich Degrenzten Teiles des
Raumes (z. B. eines Tetradders) werden alle Konstruktionen
oder, wenn man will, Wahrnehmungen (die sich tihrigens nur
auf Zichen bzw. Betrachten von Geraden beschriinken), als
maglich und real gesetzt; die Punkte auierhalb des gewiihlten
Raumbereiches erhalten so von selbst, und migen sie auch als
wirklich gedacht werden, den Charakter der Idealitiit; jeder
solehe Punkt kann nur durch Angabe zweler nach ihm gehen-
der Strahlen angedeutet und definiert werden: was genau der
Weg ist, auf dem die uneigentlichen Puukte der parabolischen
und hyperbolischen Geometrie emgefithrt werden.  Indem wir
nun von vornherein alle Richtungen des dreldimensionalen
Raumes um einen realen Punkt als zugiinglich betrachten uud
daher fur alle zugehirigen Winkel elliptische Metrik vor-
schreiben, fihren wir den ersten Schritt aus, das mathe-
matisch Zulissige vom  erkenntnistheoretisch Notwendigen zu
trenmen.  Der Raum der menschlichen Anschavung Lt we-
nigstens bel Winkeln keine uneigentlichen Elemente zu: nur
diejenigen Greometrien sind dalier als wirklich gelten zu lassen,
die diesem Umstande zuallererst Rechnung tragen. So ist es
auch zu erkliiven, dafi sich die Geometer mit den anderen Arten
der Winkelmessung  fast nie beschiiftict haben.  Beschriinké
man sich nun auf die dret fundamentalen Grundformen, was
durch die Wahl unserer Axiome, wozu nur noch die Forderung
der Homogenitit?) hinzutritt, urspriinglich geschehen ist. so
liegen die Unterschiede der weiteren Behandlung nicht in der
Natur des Raumes selbst, sondern in der Art und Weise, welchie
nman dann fiir die Mebrik veremnbart.

Innerhalb des als wirklich errcichbar abocegrenzten Teiles

T Diese dstodibricens alleenein mit der der Giiltickeit aller Kon-

cruenzzittze fir die cigentlichen Blemente gleiehbedeutend.
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des Raumes mag dabel mogliche Ubereinstimmung  mit der
Brfahrung als erwiinscht betrachtet werden; auch lifit sie sich
immer durch passende Wahl des fundamentalen metrischen
Grundelementes erreichen. In der weiteren Ausdehnung des
Raumes steht dagegen die Metrik frei, nur bei belichig weit
als tatsiichlich erreichbar gesetzter Erweiterung kénnten dann
Abweichungen merklicher Natur entstehen, deren Pritfung indes
durch keine Erfahrung ermiglicht werden kann. Eine Knt-
scheidung durch die Frfahrung ist aber auch vom philosoph-
ischen Standpunkte nicht als miglich zu hezeichnen, da wir
die riimmlichen Verhiiltnisse erst der remen inneren Anschaun-
ung entnehmen, und das sogenannte ,Richtige® bel wirklicher
Ausfithrung in unserem Belieben steht, was sich auch in der
Moglichkeit einer willkiirlichen Ilestsetzung  der metrischen
Basis des Raumes kundgibt.

Der mathematischen Theorie steht die Wahl offen, jede
beliebige Art der Metrik durchzufiihren.  Aus methodologischen
Griinden ergibt sich der Aufbau der EKuklidischen Geometrie
als der weitaus geeignetste: es hedart bei ihin keiner beson-
deren Annahme iiher die projektive Lage des absoluten Gebildes,
aus welchem Anlali in der Nicht-Kuklidischen Geometrie end-
liche Strecken absoluten Charakters auftreten. So ist
in letzterer nach Wahl eines Nullpunktes auf’ einer Geraden
die Lage der hesonderen Punkte geometrisch eindeutig; die
feste Kriimmung wird jedesmal durch cine geometrisch  ein-
deutig bestimmte Strecke (als Kriimmungsradius) gekennzeich-
neb; es gehort dann heim gleichseitigen Dreieck eine geomet-
risch absolut bestimmte Scite dazu, um etwa in der elliptischen
Raumform eme Winkelsumme von 270° hervorzubringen, in der
hyperbolischen — eine solche von 90°.  Mathematisch ifiuliert
sich dieses Verhalten der Nicht-Euklidischen Rawmformen in
der Unmdglichkeit beliebiger iithnlicher Figuren inner-
halb eines und dessclben Raumes: withrend in der Xuklidischen
Geometrie unbeschriinkte Ahnlichkeit im Grolien und im Kleinen
miglich ist. In der Kuklidischen Geometrie gestaltet sich der
Unterschied zwischen Grofi und Klein nur velativ, die gleichen
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Verhiiltnisse sind i beiden moglich; withrend in der Nicht-
Kulklidischen im Grofien andere Verhiiltnisse entstelien, als 1m
Kleinen: bei hinreichender Kleinheit ist hekanntlich beliebige
Annitherung an parabolische Verhiiltmisse mdglich, was neben-
bel ebenfalls zur Folge hat, dak im ecrreichbaren Kndlichen
belichige Ubereinstimmung der metrischen Resultate mit der
iiblichen Krfalirung herbeigefiihrt werden kann, welche Arg
der Metrik auch angewandt wird. So ist der Buklidische
Raum geometrisch immersich selbst dhnlich und sich
selbst kongruent; withrend die, verschiedenen Strecken
als Nriimmungsradien entsprechenden, hyperbolischen bzw.
elliptischen Riume untereinander 1m FEuklidischen
Sinne ihnlich, aber nicht kongruent sind. So gibt es
nur einen einzigen Buklidischen Raum, abeyr beliebig
viele Nicht-Euklidische; und letztere sind erkenntnis-
theoretisch dadurch gekennzeichnet, dafl in ihnen mit jeder
bestimmten Grolie (Strecke) absolub bestimmte geometrische
Higenschaften verbunden werden.

Schon Gaufi war durch das Auftreten des riiumlich Ab-
soluten in der von ihm untersuchten hyperbolischen Geometrie
za der Memmung veranlaBt, dies sei e Grund, solche (ieo-
metrien nicht zuzulassen; jedenfalls hinderte 1hn dieser Um-
stand, seine dahingehenden Untersuchungen zu veriflentlichen
(Briefe an Schumacher). Diese Ansicht ist jedoch nicht so zu
verstehen, dal3 im Nicht-Euklidischen Raume cine geometrische
Grofe auftrete, die 1m Euklidischen Raume Null sei — die
Kriimmung : durch eine solche Interpretation wird die Aussage
von Gaufl eher entkriiftet. Vielmehr ist die direlte Existenz
einer jeder besonderen Strecke zukommenden absoluten Bedeu-
tung. und dies hat Gaull auch zweifelsohne gemeint, das
wesentlichste Charakteristikum der Nicht-Iuklidischen Raum-
formen. So kommt dort z. B. jeder bhesonderen Strecke ein
ganz bestimmter Wert des zugehdricen Winkels in dem aus
ihr gebauten gleichseitigen Dreieck zu; ehenso erhiilt das Ver-
hitltnis des zugehirigen Nreisumfanees zu divser Strecke als
Durehmesser einen hestimmten Wert u. s. f.
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Die dabei auftretenden Hindernisse sind, fireilich, nicht
mehr mathematischer Natur, da sie keinen logischen Wider-
spruch enthalten. Wohl aber darf man mit Gaufy die An-
sicht teilen, daf ein viiumlich Absolutes nicht in die Geometrie
Lineingehire, solange nicht anderweitige Anlisse etwa zur

Annalime eines solehen Absoluten zwingen: geht doch — wie
wir aus den gegebenen Griinden glauben, mit Unrecht — die

Annahme vieler Gelehrten dahin, daf solche Anlisse durch den
wirkliclien Raum auf dem Wege der Lirfahrung wiirden ent-
stehen konnen.

Der Raum der Geomefbrie ist aber nicht der der
Frfahrung, sondern der der reinen Anschaunung. Und
fir diesen 1idealen Raum fehlt jeder erkenntnistheoretisch
zwingende Grund, eine geometrisch eindeutig bestimmte Strecke
als Kriimmungsradius und so ein absolutes Mal fiir die GroBe
aller riiumlichen Dinge als existent anzunehmen; es ist viel-
mehr nicht erlaubt, dem Rauwme ein solches aufzudrimgen —
da der 1deale Raum der reinen Anschauung, als reine
Form des menschlichen Denkens, notwendig immer
der gleiche sein mufy, was nur beim FKuklidischen Raume
moclich ist.

Jei den Winkeln ist dies ganz anders, da eben die Ver-
hiiltnisse im Mndlichen uwm einen Punkt herum als das einzige
wirklich und vollstindig Frreichbare der ritumlichen Wahr-
nehmung und Vorstellung gegeben sind; dem entspringt auch
die Notwendigkeit, bei der elliptisclien Metrik von Winkeln
das absolute Mal: in Form des rechten Winkels wirklich anzu-
n{n—1)

-2
-mal ber 2 Dimensionen; man hraucht sich aber auch hier
nicht an die Krfahrung zu halten wnd darf ein beliehiges Drei-
kant als rechtwinklig der Metrik — an die man sich dann
auch halten mufl — zugrundelegen. Nicht durch die Br-
falirnng wird die rein intuitive Anschauung des Raumes ge-
bildet: vielmehr setzt jede Erfahrung eine solche hereits grund-
sittzlich voraus und wird durch sie erst moglich (so wird aller-

geben: einmal fiir die Ebene, dreimal fir den Raum,
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dings der Raum der reinen Anschauung auch jeder Krfahrung
zugrundeliegen).

Aus diesen Griinden metaphysischer Natur muly auch die
Kuklidische Geometrie als die einzige Form des Raumes an-
geschen werden, der die Bedeutung hoherer Realitit zukommt.
Diese Realitiit ist nun selbstverstiindlich nicht empirischer Natur
und kann es schon aus mathematischen Griinden nie werden;
sie ist transzendental und wiichst aus der abstrakten Notwendig-
keit hervor, keine fremden unbegreiflichen Elemente m der
reinen Anschauung zuzulassen. Solche Llemente treten aber
durch den absoluten Unterschied zwischen den Verhiltnissen
im Grofien und im Kleinen und noch mehr durch die Moglich-
keit absoluter Strecken innerhalb einer jeden Nicht-Kuklidischen
Raumform notwendig auf. Und dies ist ein Grund, der Nicht-
Euklidischen Geometrien, und sollte sic auch gerade vermige
solcher Kigensehaften den Anforderungen der Erfalirung besser
entsprechen, eine nur mathematische Bedeutung beizunessen,
sie nicht als eigentliche Formen der reinen Anschauung zu be-
trachten; wie eine solche Bedeutung allein auch den ausge-
schiedenen {iibrigen 24 reguliren Rawmformen zukommt, um
so mehr, als alle diese Geometrien i den Kuklidischen Raum
abgebildet werden kinnen.

Der ideale Raum der Anschauung ist Nuklidisch
und darf nicht anders als Buklidisch gedacht werden.
Mit der Erfahrung hat dies, freilich, nichts zu tun, wie denn
auch die Geometrie ein fiiv allemal keine Erfahrungswissen-
schaft ist.

Diesen Tatsachen eine vollstiindige mathematiseche Begriin-
dung gegeben zu haben, scheint uns wesentliches Resultat der
vorangegangenen Ausfiihrungen zu sein.

Der Buklidischen Geometrie gebithrt danach, zwar nicht
aus mathematischen, wohl aber aus héheren erkenntnistheore-
tischen und metaphysischen Griinden, tatsiichlich diejenige un-
bestrittene emnzigartige Stellung als der allein gitlticen Geo-
netrie, die sie vor Zeiten annahm, und die sie allein einzu-
nehmen auch berechtigt ist.



