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Die Untersuchungen von Cauchy und Poisson iiber

Wasserwellen.
Von II. Burkhardt.
Vorgetragen in der Sitzung am 3. Februar 1912.

Die Untersuchungen der in der Uberschrift  genannten
Mathematiker iiber die Wellen. die in einer Flissigkeit von
unbegrenzter Tiefe durch eine lokalisierte (unendlich Ileine)
Aunfangsstorung erzeugt werden, finden sich zwar oft in der
Literatur erwiihnt, sind aber doch ziemlich wenig hekannt,
und es ist kawm auf ihnen weiter gebaut worden. s liegt
das zum Teil an iiulieren Ursachen: die beiden Gelehrten sind
iiher einige iibrigens nebensiichliche Punkte in eine kleine
Polemik geraten, in der Partei zu ergreifen der niichsten Ge-
neration vielleicht nicht angemessen erscheinen mochte. Spiiter
hat dann der Umstand das Studium erschwert, daly die mathe-
matische Ausdrucks- und Bezeichnungsweise, auch wohl die
Auffassung von der Zuliissiglkeit der oder jener Schlufiweise sich
inzwischen geiindert hatte. Ms sind aber auch innere, sach-
liche Schwierigkeiten vorhauden: die beiden Autoren muliten
sich ibr mathematisches Riistzeug erst selbst schaflen; die Folge
davon ist, dafy der eigentliche Gedankengung hilufic durch
lingere mathematische Entwicklungen unterbrochen ist, die
zum Teil jetzt allgemein geliulige Dinge, wie die Darstellung
sogenannter willkiirlicher Tunktionen durch trigonometrische
Integrale, behandeln, zum Teil aber anch sehr cigentiimliche
und uns, die wir mit anderen Hilfsmitteln zu arbeiten gewohnt
sind, fremdartig anmutende Entwicklungen darbieten. Auch
ist die Darstellung untibersichtlich, namentlich bei Cauchy;
aber auch bei Poisson ist nicht immer dentlieh zu erkennen,
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93 H. Burkhardt

was durch einzelue im Laufe der Untersuchung eingefiihrte
einschriinkende Voraussetzungen bedingt ist und was nicht.

Die Resultate der urspriinglichien Untersuchung von Cauchy,
die 1815 der Pariser Akademie zur Preishewerbung eingereicht,
aber infolge iulerer Hindernisse erst zwoll Jalire spiiter?) ver-
Offentlicht worden ist, sind von H. Lamb in seinem Auntritts-
vortrag zur Ubernahme des Vorsitzes in der Londoner mathe-
matischen Gesellschalt dargestellt worden®), wnd diese Dar-
stellang hat dann auch in sein Lehrbuch der Hydrodynamik
Aufnahme gefunden®). Dagegen verhiilt sich Lamb gegeniiber
den gleichzeitigen Untersuchungen von Poisson, soweit sie
iiber die von Cauchy hinausgehen, sowie gegeniiber den daran
anschlielzenden spiiteren Untersuchungen Cauchys (in den der
Preisschrift erst bei der Verdffentlichung zugefiigten Noten,
namentlich XVI und XVIII) ziemlich ablelinend. Es scheint
mir aber doeh, nicht nur dafi die Resultate dieser Unter-
suchungen, wenn sie auch mzwischen zum Teil anf anderem
Wege wiedergefunden sind, an und fiir sich ein gewisses Inter-
esse darbieten, sondern auch dal die In ilmen benutzte eigen-
tiimliche Approximationsmethode sich vielleieht bei anderen
Problemen der mathematischen Physik noch niitzlich erweisen
kann. Vielleicht lohnt es daher der Miihe, wenn ich 1m fol-
genden versuche, die entscheidenden Gedankenschritte aus dem
Meer von Formeln herauszupriiparieren; dabei wird es sich des
Zusammenhanges wegen nicht vermeiden lassen, dafy ich auch
auf die von Lamb bhereits besprochenen Teile noch emmal
zuriickkomme. s sei dabei zur Vercinfachung der ohuedies
umstindlichen Formeln gestattet, iiber die linheiten der Liinge
und der Zeit Verfiigung zu treffen, und zwar so, dafi als
Einheit der Linge der (grofite) Halbmesser des Bereichs der
Anfangsstorung und als Einheit der Beschleunigung die Be-

1 Paris mém. prés. 1, 1827; jetzt wuvres (1) 1.

%} Lond. math. proc. (2) 2, 1‘.')0 t, p. 371; mit Tubellen der numeri-
schen Werte der auffretenden Transzendenten und Iiguren, die iliren
Verlauf veranschaulichen.

3) Vel § 236235 der dentschen (Thersetznne, Leipzig 1907.
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schleunigung der Schwere genommen wird. Wenn also im
folgenden eine Liinge als groli vorausgesetzt wird, so heilit
das: sie soll grofi sein gegen die Dimensionen des Bereichs
der Anfangsstorung; und wenn ein Zeitranm als lang voraus-
gesetzt wird, so soll das heifien: er soll lang sein gegen die-
jenige Zeit, die ein fallender Korper brauchen wiirde, um eine
jenem IHalbmesser gleiche Strecke zu durchfallen.

Statt der verschiedenen und nicht konsequent beibehal-
tenen Bezeichnungen der beiden Autoren, durch die eine Ver-
gleichung ihrer Resultate unndtig erschwert wird, benutze ich
elne einheitliche, wobei ich mich moglichst dem jetzt herr-
schenden Gebrauch anschliefe.

1. Die mathematischen Hilfsmittel der Untersuchung.

§ 1 Die Airt der Behandlung der trigonometrischen Integrale
bei den heiden Autoren.

Poisson macht von Beginn seiner Untersuchung ant) von
der fitr alle reellen Werte von @ geltenden Integralformel

[(x) = _][‘J.jc()s(f.::—&‘u) flaydads (1)

) , . :
Gebrauch, die er aus den beiden von Fourier gegebenen, nur
fiir positive Werte von « geltenden

D B

@) =« 7ff cos S cos Saf(@)dads (2)
(YY)

y L ¢¢. . . _

f@) = 7stm SzsmEaf(a)ydads ()

abgeleitet hatte?).

) Paris mém. 1, 1816 [18), P- 85,

N Qo oibt Poiseon celbeb £l inme S — 5

) So gibt Poisson selbst théorie de la chaleur, Paris 1835, p. 205
za verstehen; vorher hatte er die Formeln immer ohine Angabe eines

7



100 H. Burkhardt

Cauchy dagegen scheint zu Beginn seiner Untersuchungen
diese allgemeinen Integralsitze nicht gekannt zu haben; er
hat vielmehr urspriinglich, wie er spiiter selbst mitteilt!), ein
anderes Verfahren benutzt, das sich ungefiihr folgendermalien
darstellen Lilst: Kiner linearen homogenen Differentialgleichung
mit konstanten Koeffizienten und den beiden unabhiingigen
Variabeln @, ¢ kann durch eine ,Elementarlosung®?) der Form

L& ) cos Ea

genligt werden; die Funktion 7 von ¢ bestimmt sich dabei
durch eine gewdshnliche lineare Differentialgleichung mit kon-
stanten Koeffizienten, lifit sich also durch eine Summe von
Exponentialfunktionen reellen oder komplexen Arguments aus-
driticken. Die Summe beliebig vieler, mit heliehigen Konstanten
multiplizierter solcher Elementarlosungen ist dann selbst eine
Losung; also auch das nach dem Parameter genmommene, iiher
ein beliebiges Intervall erstreckte Integral der mit eier will-
kiirlichen Funktion des Parameters multiplizierten Flementar-
.
lGsung:
"= f(,, (S5 (& ) coswEds. (1)
¥
Soll diese Lisung so bestimmt werden, dafi sic sich fiir
t =0 — wo E(&1) =1 werden soll — aul eine gegebene
Funktion f(z) reduziert, daly also

Autors benutzt. In der Tat steht die Formel (1) noch nicht in Fouriers
Preisschrift von 1811 (Paris mém. 4, 1319/20 [24]), sondern erst in der
thiéorie de la chaleur. Paris 1822, no. 354 == wuvres 1, p. 402.

1) Paris mém. pres. 1, 1827 = uvres (1) 1. p. 295 (von 1827); vgl.
auch p. 152 (von 1815).

2) Ich entnehme diesen Terminus, wie auch weiter unten ,Haupt-
losung® den Vorlesungen von F. Klein; vgl. A. Sommerfeld, Math,
Ann. 45, 1894, p. 265. FEine ,Elementarlosung® ist noch keine ausge-
zeichnete Lisung®; dazu wird sle erst durch spezielle, den etwaigen
Randbedingungen angepafite Wahl des Parameters & — Die Termino-
logie von Boussinesq. der ausgezeichneten Lisungen® und [ Huaupt-
Iosungen®, beide als _solutions simples naturelles® hezeichnet, scheint

mir weniger zweckmiiliig.
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f(/' (Heosaxéds = [(x) (z>0) (5)

v
wird, so verfiilhrt Cauchy folgendermalien®): Kr driickt zunéichst
die Funktion J7 (5 £) durch ein bestimmtes Integral aus — in
dem hier zu besprechenden Falle der Differentialgleichung
Hu  Fu )
St =10 (6)
ot ' guf
vermittelst der Relation

@
1

o :: v i
cos(tV'&) = ];7 f cos <u- +4 ::~ = ;) dn (7)

— und nimmt dann folgende Umformungen vor:

28 : N . o
cos | 1t + 3 7+$;‘ +cos{ 12+ .;—7- zs f/ﬂ(;)(/;d/u
]/;., 4% 4 R
0
1‘” N . BEN]
=1,ﬂ‘fcos (/L"’«Z) J (.cos (./;:'-:44 It_)*cos(: §-71 u‘g)Jr/ () dsdi
2 AN S
) fsm (/Li’ — Z) ‘J cos J/:\lll e (SYdsdu.
s E -A
V)

Y

Die erste Zeile ist wegen der vorausgesetzten Gleichung (5)
gleich ?)

1 p aN (.. =
Vi fcos (/‘2 — 4) {/ (g; | Juz‘-') +f< 4[“21)} du;

1) Paris mém. prés. 1827 = weuvres (1) 1, p. 295, Er gibt hier und
ann, de math. 17, 1827, p. 110 an. dab das der urspriinelich von ilm
eingeschlagene Weg gewesen sei; in der Preisschrift selbst bedient er
sich der trigonometrischen Integrale,

2) Cauchy dibersicht hier, dall in dem zweiten Summanden der
absolute Betrag des Arguments zu nehmen ist; das gleieht sich weiter
unten (vgl. Note 1, p. 103) darch ein zweites Versehen wieder wus.
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um die zweite in entsprechender Weise umformen zu kinnen,
zieht Cauchy?!) noch die weitere Relation

o
. 2 reosrady
s a4l = e
' iy 1—*
0

(5)

heran, in der das Integral als Hauptwert zu verstehen ist; so
erhiilt er fiir diesen zweiten Bestandteil:

o o

.
4 e TN e r &2 dy .
— l sin{ 1f — Jr/ (5 cos :'J COS - L, dEdn
o 4 407 1—*
(3} o

O

2 f . T j‘(( +J'13 » yF\| dr /
_— - S e ) e i (I
= sinj 4= — 7/ ST il ) ="
0 0

Um diese beiden Bestandteile zusammenzichen zu kinnen.
macht er im ersten von der Gleichung

5 7 4f B T dy 9
wos | w2 e g 022 9).
cos | i S sm | =) 41 4 (9)
8]

Gebrauch, die sich dureh Integration der Funktion

exp (1?7 i)

1— 22

um den ersten Quadranten der z-Kbene ergiht?); hm zweiten
ersetzt er u durch pv und » dwreh »?; das gibt:

4jrj: (O“ n!»( | ¢ ( 2 ‘ v /

. : Hers — [l " P —

T 7 sin \.( = L/ \:Ti‘”‘z /| g le,w-" r
a0

oder wenn noch von der Umformung
1} Cauchy nimmt diese Umformung erst nach der Einfithrung der
neuen Varviablen o (p. 103) vor; dus ist etwas umstiindlicher.

’} Auch hier ist unter dem Integral der Hauptwert zn verstehen.



= . Enl
Cauchys und Poissons Untersuchungen tber Wasserwellen. 103

x . el
. L.y drw —2 L, o dv
sin | w2 r? — = sinw?cos2urvodo .,
' 1/1—v Vg 1—»?
0 0 0

@ (10)
= — V’IJ sine*sin2 o do
0

Gebrauch gemacht wird:

7 o
el 1 , # L
= - J Lj flat )+ /{z—  ,)|sino?sin2uododue.
a A 402 4 u®
u

0
Werden hier die verschiedenen Bestandteile durch je eine
der Substitutionen

2 , t da
2+ =a, (=0, u=w; nu=w, a=z), di=— -
4 u 4((1_@»}5

& t t d
-z =, (,” =0, u==; nu= . az()), du=- —(q——;
ke ol Hwra)

umgeformt?t), so wird erhalten:

@ @ .
te. (.. . t 1 . t .
n=_Ysinw? | fla) Zedaniines 4 s - dedm,
L I} (./“raﬁ ], N7 LR r—u
i}
also:
2 x B .
> 2. R » te L o o dw
wdr="{smw? | f(a)fcos = 4+ cos do-——
T Vietra x-a I o—u 10}
b 0
und wenn hier endlich noch
. dw 1ds
(1) :] a2 ] S - e
D) 2 &

N . . oo 2 .
1) Cauchy hifit die Glieder mit f <.t' + el als fiir seine spiiteren
17
Zawveeke entbebirlich, hier schon wez und bestimmt die auf die neve In-
tegrationsvariuble sich beziehenden Grenzen talseh; das gleieht sich dann
gerade mit dem in Note 2, p. 101 erwithnten Verselien aus.
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substituiert wird

> i ) . d&
‘u dp=— L ‘ ‘/m\[_smS(.('+u)+sul§(;cvu),lcos (tV :‘)(L dao
o T e o S
00 U 1)

e, S e T F ey e
i == f [/(u)lws(:xf FEa)teos(Ee - Sayeos(t) EjdEda,
T [
UL
wie es die Anwendung der Fourierschen Inteoralsitze dirvekt
geben wiirde. Von da aus scheint dann Caunchy auch sciner-
seits zu diesen allgemeinen Siitzen gelangt zu sein?).

$ 2. Die Verwendung der Integration um die Begrenzung eines

sich ins Unendliche erstreckenden Bereiches zur Verwandlung

von Integralen iiber oscillierende in solche ither ahklingende
Funktionen.

Pilet man in ein Integral einer oscillierenden Funktion
einer reellen Variablen an deren Stelle eine rein hmaginiive ein,
so erhiilt mwan ein lutegral einer abklingenden Funktion, das
zu Abschiitzungen sich besser eignet.?) Die Bedingungen fiir

Lo Ob Caunehy dabel ganz unabhiingie von Fourier war, Liflit sich
nicht mehr feststellen. Bull. philomat. 1818, p. 179 und Parls mém.
preés. 1, 1827 = cuvres (1) 1, p. 300 berichtet er: zur Zeit der Ah-
fussung seines bhull. philomat. 1517, p. 121 erschienenen Artikels diber
reziproke Funktionen bube er keine andere Abhandlung [auch keine
miindliche Mittellune 2] eokannt, in der die Formeln vorkiimen, als seine
eigenen und die Polssons iiber die Wasserwellen; seitdem habe ihm
Fourier von seinen Untersnchungen aus den Jahren 1807 und 1811
Kenntnis gegeben und er habe in diesen dieselben Formeln crkannt. —
Spitter nennt er die Formeln stets nach Tourier.

2) Diese Auffussung solcher Umformungen ist von Caunchy selbst
in emer spiteren Abhandlung ausgesprochen, mdém. sur les intdarales
définies  prizes entre des limites imaginaires, Puris 1825, p. 30, Ob
Cauchys Untersuchungen iiber ,les déquations qui autorisent le passage
du réel b Vimaginaive® erst durch die Bediirfnisse seiner Wellenunter-
suchune veranlafit sind oder ob sie einen Teil der nach dem Bericht
von C. A, Valson, la vie et les travaux du baron Canchy, 1, Paris 1863,
p. 29, um 1210 von ihm unternommenen Durchmusternng der Mathemattk
bilden, wird sich nicht mehr susmachen lassen,
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die Zuliissigkeit einer solchen Umformung sind freilich, sofern
es sich um Iutegrale iiber ein unendliches Intervall handelt,
von Cauchy iu seinen fritheren Abhandlungen nur ungentigend
angegeben worden; und die spiter von ihm angegebenen sind
in seinen Beispiclen nicht immer erfiillt.  Die fiir uns in Be-
tracht kommende Relation ist in der Preisarbeit nur verifiziert,
nicht abueleitet; dagegen gibt er in einer spiiteren Abhand-
lung!) eine Ableitung, die jedenfalls als seine urspriingliche
anzuschen ist. Man kann ihren wesentlichen Inhalt folgender-
maben darstellen:

1. Wird der Integralsatz auf die I'unktion
f(z) = exp (ixe + 1)),

in der 2 und / positive Parameter bedeuten sollen und der
(Quadratwurzel ihr Hauptwert beizulegen ist, und die Halbebene
der & mit positiv imaginirem Bestandteil angewendet, so wird
erhalten:

j,:l(::+l‘:),[: —_ —‘sre“": ik
7 0

oder nuch Trennung des reellen und imagmiiren Bestandteils:

J.{C.“s}(wE—’r/] 5ds =I‘J.If“\r5lc.os}w5{
sinf | sin
0 0

2. Anwendung des Integralsatzes auf den ersten Quadranten
gibt, wenn den vorkommenden Quadrabwurzeln thre Hauptwerte
beigelegt werden:

~

& (12)

J. s d == 1(;]_ s iy = Vi E ""/"7.

)¢ . & 7,

1) Mémoire sur les intégrales définies, prises entre des limites ima-
ginaires, Paris 1825, p. 59, Daf hier in der Tat Cauchys urspriingliche
Ableitung vorliext, dafiic scheint mir auwelr der Umstand zu sprc;chcn‘
“dali die Rechnung weit hinter den sonst um diese Zeit von Canchy an
sich selbst gestellten Anforderungen an Strenge zuriickbleibt.
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Statt dessen kann man schreiben?):

ds =21 _i/ i

o ]E @

" (ff s

Ter

wenn das Integral von -+ o0 in negativem Sinne um den Null-
punkt herum nach 4 o zuriick genommen wird und dabei
auf dem ersten Teil des Weges der Quadratwurzel aus £ der
negative, auf dem zweiten der positive Wert beigelegt wird.

- ¢ .
Wird hier V& durch V& + - ersetzt, so wird erhalten:
£

" o e o A& SV i :
J expi(@é -tV E =2V i/ Sexp | — :
V& @ 41z
das Integral ist jetzt von - oo um - in negativem Sinne
v

herum nach -+ o zuriick zu nehmen, der Integrationswee kann
aber bis auf den Nullpunkt zusammengezogen werden.  Wird
er dann wieder in zwel Teile zerlegt und beachtet, daly fiir
den zweiten Teil die Quadrabwwrzel auch im xponenten mit
dem umgekehrten Zeichen zu nehmen ist, so wird erhalten:

»

. vt A€ v VT 7 i
fexp i cos (i I8 ( N l/7 exp <4 (I )

l & s
. S

und durch Differentiation nach 7:

2

: e - 1/ = P

( expirEsin(t}V Hds =1V }/ ,oleexp (~ )

. - s v
0

1) Die von Cauchy benutzte Integrationsvariable ist nicht die hier
gewithlte, sondern thre Quadratwurzel; ich sche nieht, wie man fir die
so entstehenden Funktionen die Zulitssickeit der Schlitsse heweisen kann,
ohne ehen die hier gewiihlte Integrationsvariable cinzoftihren.  Aber
auch bei dieser Wuhl der Integrationsvariablen sind die von Cauchy
selbst angegelienen Bedingungen nicht erfiillt, nieht einmal die weitesten
(exere. de math. 2, 1827 — weavres (2) 7, p. 802); man wmul eine evst
von C. Jordan (cours danalyse 2, Paris 1883, p. 290; vel. auch W. F.
Osgood, Lehrbuch der Funktionentheorie. Leipzie 1907, p. 246) anse-
gebene Schlufiwelse benutzen,
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oder nach Tremnung von Reellem und Imaginirem:

¢ cos| Vi ; ¢ o cos £
J{Si jos sein(tV &) dE =+ l/ anflas—3) @
0
3. Verbindung von (12) und (13) gibt die gewiinschte
Relation:

H(n, 1) = feoswieos () 8 ds

At

m' ¢ a . fF a
= —-Jc—‘l-"cos.l;fds— _,)1/738111(1“'/-_—;).
- A 2 J

0

(1)

Poisson kommt zu entsprechenden Resultaten auf anderem
Wege?). Er leitet zuniichst fiir die Funktion
A dE _
H = (¢4 cos (Ve " (15)
) S

durch particlle Integration die lincare Differentialgleichung mit

zweitem Glied ab:

dH ¢ g _ 1 (16)

dt 2ix 2iw
Unter Berticksichtigung der Nebenbedingung
Il =0 fiir t =0 (aulier wenn zugleich »=0)

ergibt sich daraus:
1
B = ;
H = 2”‘_fe_\p T de. (1
0

B Paris mém. 1, p. 94, Poisson hat hier, da er nieht nur die Be-
wegung an der Oberfliiche, sondern auch die in der Tiefe Detrachict,
an Stelle der rein imaginiiven Grifie ¢ eine komplexe mit negativ
reellem Bestundteil; infoleedessen anterlicgt bei ihm die Ditterentiation
unter dem Zeichen keinem Bedenken. Aber auch fiir den im Text allein
genannten Fall Lifit sie sich rechtfertigen. Tritt an Stelle von i eine
reelle Grofie (Fortpflanzung der Bewegung in die Tiefe senkrecht unter
dem Storangszentram), so erscheint /1 als eine Krampsche Transzendente
terror-function) (Poisson. p. 127).
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Wird dieses Integral als Differenz der entsprechenden von
0 bis w und von 1 bis oo genommenen Integrale angesehen,
so gibt der Minuend die in Cauchys Formel (14) vom Integral-
zeichen freien Glieder?); fiir den Subtrahenden erhiilt Poisson
durch partielle Integrationen (die ber 0 als unterer Grenze
nicht miglich sein wiirden) eine [asymptotische| Entwicklung

o

nach fallenden Potenzen von = .
@

$ 3. Zuriickfithrung der Hauptlosung des zweidimensionalen
Problems auf die des eindimensionalen.

Eine Hauptliosung der Differentialgleichung

*ue . Fu o u
— e - = () B
st Tau T a0 (18)

erscheint zuniichst in der Form

Hx, y. t) = ff cos (V& 4 B cosafeosyydsdy, (19)

0o

die nicht unmittelbar erkennen Lifit, dafi sie eine Funlktion
von ¢ und

ry =1 at -+ y?
allein ist, wie doch physikalisch evident ist. Cauchy?) ersetzt
in 1hr den als Funktion von & + 32 betrachteten Faltor

cos () & 4 )
durch seine Fouriersche Integraldarstellung:

2

S

o oo

4
ffcos i (52 - ) cos maecos ¢V m) dwe dn;
0 0

) Poisson fiihrt statt o« einen willkiirlichen Hilfspunkt ¢ = « ein;
daly man zweckmiifiigerwelse « = ® nimmt, hemerkt (. Plana, Torino
mem. 25, 1520, p. 123,

7 Paris mém. prés. 1, 1527 = aavres (1) 1, p. 160 (von 1815).
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dann lassen sich die Integrationen nach & und # ausfiihren und
es bleibt:
w L n o Z
1 .oy dm
= ff(:os mn cos (t ) ) sin g 2 5 dn
— i "

m
no

oder wenn hier

einmal  m = L =y dann e = b, = pY

¢

gesetzt wird und die beiden so erhaltenen Resultate addiert

werden :

= ‘1) fj cos (tV ) sin (s 4__) ") dudy. (20)
v oo

Hier entwickelt Cauchy unter dem Integralzeichen nach
Potenzen von ¢ und integriert gliedweise, indem er die Integrale
durch Kinfithrung eines Lxponentialfaktors konvergent macht;
die Vergleichung der so entstehenden Entwicklung mit der
entsprechenden Entwicklung von (14) gibt?):

Hy )=~ 1 [HOyeos v 0 dp. @1
{

Poisson gelangt zu diesem Resultat einfacher, indem er
Polarkoordinaten

Ty

=0 cosy, == 0 siniy
Z=7r,c08¢, I = rgsing
cinfithrt ?).
Um von dieser Form aus zu einem brauchbaren asympto-
tischen Ausdruck vorzudringen, benutzt Poisson®) den asym-

) Bei Cauchy (wmyres (1) 1, p- 126), bei dem sie iibrigens etwas
anders formuliert ist, erscheint diese Gleichung als Spezialfall eines all-
gemeineren Satzes, der bei Anwendung derselben Rechunung auf irgend
eine Funktion /(L] &) statt auf die Funktion cos (1} $) sich ergihbt.

% Paris mém. 1, p. 159, 1438, 3) . 157,
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ptotischen Ausdruck (14) der Funktion # und fihrt durch die

Gleichung
1

1w

elne neue Integrationsvariable einy dabei wird

Cos i ==

(Z i
(cosy)?

wo IV die an beiden Integrationsgrenzen w==0 und w =

=24 «W)dw,

verschwindende Funktion

W=

2
2 T w12V 24w V2 4

bedeutet.  Infolgedessen wird durch partielle Integration er-

halten:

. s ; o .
= 712 2 ae) #

— = €os w L cos (23)
dtt 2, 4, S 4,

+ Glieder hoherer Ordnung').  Cauchy dagegen fiihrt?)

t?
= i . (1— cos 0)

als neue Integrationsvariable ein und setzt zur Abkiirzuny

) =t
’ Y=

. =g, [sin(s — ) 4 cos (s — )] (1 i ,")
28

damit erhiilt er zuniichst:

s

\S' Tt /'(lu) dac.

Vasy

1) Poisson entwickelt dieses Glied durch weitere partielle Inte-
grationen, unter jedesmaliger Einfilhrung einer neuen Integrations-
variabeln. noch in eine asymptotische Reihe nach fullenden Potenzen

(2 . .
von g doch macht er von dieser Entwicklung keinen weiteren Gebranch.

0

%) (Buvres (1), 1, po 243 (von 1327),
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Hier schaltet er Vs als Zwischengrenze ein; zwischen
0 und Vs ist der zweite Faktor von f(x) nahezu gleich 1,

also das Integral nahezu:

, 5 - : B -

§u sin (s — ) - cos (s — )] dp = V'2a sin s:

1]
das Integral von 17s -4 Dis s ist nahezu enlgegengesetzt
gleich dem von Vs bis s —, das von s —a bis s nahezu

g 5 : Y R Vs . . NN

gleich Null, das voun s bis | r.s'—}—.'r ist von der Ordnung s,
also kann das Integral von }'s bis s vernachliissigt werden,
und es bleibt

21 04 0
i fﬂ(ﬂdf:{/:sins

ot

und mit demselben Grad der Annitherung

V2 2
et @05 .
S i o

Hw

iibereinstimmend mit dem Resnltat von Poisson.

Fi. Die Approximation der allgemeinen Lisung durch die
Hauptlosung,

§ 4. Evste Anniiherung.
Die den Anfangshedingungen

s du ;
o= f(r), =0 fiwva=0 4
at
gentigende  Lissung  des eindimensionalen Problems Lifit siel:
vermitbelst der zugehorigen Hauptlosung durch ein cinfaches
bestimmtes Integral darstellen:

0= (f @) Hr—atyda, (25)

(st dic Funktion f(#) nur im Intervall von —1 bis <41
von Null verschiieden, so braueht die Infegration aueh nar
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iiber dicses Intervall erstreckt zu werden; fiir groBe Werte
von x kann danun in H das o neben dem z vernachlissigh
werden, so dafy man einfach erhiilt:

w = H(x, zf)_g’]f((z) da, (26)

d. h. die diesen Bedingungen geniigende Losung unterscheidet
sich von der Hauptlosung nur durch einen von Ort und Zeit
unabhiingigen Faktor, der auch nur von dem Gesamtbetrag
der Anfangsstorung (dem Volumen der zu Anfang verdriingten
Fliissigkeit), nicht von ihrer Verteilung abhiingt. Irsetzt man
noch die Hauptlosung durch ihren asymptotischen Ausdruck (14),
so erkennt man, dafi unter den genannten Bedingungen Wellen
auftreten, die mit konstanter Beschleunigung 1/2 fortschreiten
und deren Amplitude in aus der Formel ersichtlicher Weise
von Ort und Zeit abhingt.

Fiir das zwetdimensionale Problem gilt entsprechiendes.

Diese Resultate haben Cauchy?!) und Poisson?) iiberein-
stimmend erhalten.

§ 5. Zweite Anndherung fiir das eindimensionale Problem.

Dariiber hinaus hat Poisson noch Fillle untersucht, in
welchen diese erste Anmniiherung nicht mehr ausveicht. Weunn

9

grofy ist?), kann man zwar noch aulierhall der

niimlich g

Zeichen der trigonometrischen I'unktionen fiir grolie

1) (Fuvres (1) 1, p. 61.

2) Paris mdém. 1, p. 97.

3) Hier liegt noch eine weder von Cauchy noch von DPoisson be-
sprochene Schwierigkeit vor. Wie aus den im Text wiedergegehenen
Uberlegungen hervorgebt, kann die allgemeine Losung fiir lokalisierte
Anfangsstirung nur dann in hinliinglicher Entfernung von der Stirungs-
stelle durch die noch mit ciner Konstanten multiplizierte Hauptlosung
ersetzt werden, wenn ¢ nicht zu groly ist; andererseits kann die Haupt-
losung nur dann durch ithren asymptotischen Wert ersetzt werden, wenn ¢
nicht zu klein ist. s fehlt der Beweis, daf es itberhaupt Werte von ¢

aibt, die heiden Bedingungen zugleich geniigen. Man kann sich die
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i #
o durch (27)
4 (x — ) 4z
ersetzen, da der Quotient dieser beiden Grofien wenig von 1
verschieden ist; aber unter den Zeichen der trigonometrischen
Funktionen ist das nur so lange erlaubt, als die Differenz dieser
beiden Grifen, also
* & 12 “

4(x—a) 4z fx x—a

(28)

klein gegen @ ist. Das ist aber nicht mehr der Fall, wenn

9

von derselben Grofienordnung ist, wie z selbst. Poisson?)
ersetzt in diesem Ialle die Grobe (27) unter den Zeichen der
trigonometrischen Funktionen in zweiter Anniherung durch

* 2«

t2 A — B 5)
ty = otra, v= g (20)

4 te o

withrend er auficrhalb dieser Zeichen nach wie vor a gegen-
iber @ vernachliissigh, Indem er dann die Hauptlisung durch
ihren aus (14) sich ergebenden asymptotischen Wert ersetzt,
erhiilt er zuniichst:

r /,'r
l l ‘I,':“

o N

i
) {2 7T o -
cos - —— “/(u) cosvada
: 4o 4]
=i

e
. # 7 e . !
— 5N (1 = Z) J f(«)sinva claJ.
: )

Er meint®), da es sich doch nur um kleine Schwingungen

(1)

(30)

Sache wohl so plausibel machen: eine Exponentinlfunktion von ¢ kann
man schon vernachliissigen, wenn man das Produkt einer Potenz von ¢
mit einer kleinen Grobe noch vernachlitssigen kann; indessen wiire doch
eine genanere Untersuchung erwiinscht.

1) Paris mém. 1, p. 117,

%) Paris mém. 1. p. 103, Poisson fiihrt diese Annahme gleich zu
Beginn seiner Untersuchungen ein, so dali man bei ihm den Eindruck
crhulten kann, als ob schon die hier in § 2—4 Desprochenen Resultate
von ihir abhitnglg seien, was nicht der Fall ist.

Sitzangsh. o math-phys, KL Jabrg. 1012, s
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handeln konne, gentige es die Kurve der Anfangsstérung, die
er als symmetrisch gegen ihre Mittellinie voraussetzt, durch
ihre oskulierende Parabel zu ersetzen, also

fl@)=1— (31)

zu nehmen; dann lassen sich die Integrationen ausfiilhren und
man erhiilt:

26 ]’r;v“’n . 2 7
wen T (sin v —- v cos ) cos - .

. 32
t? 40 4 (32)

Der erste Faktor allein wiirde Wellen geben, dic mit der
gleichformigen Geschwindigkeit 1/2 fortschreiten und deren
Wellenlinge durch die Gleichung

e
dat T AT
also
., 4ata ;
yRp VL# 4l (35)

bestimmt ist; sie werden von beiden Autoren als ,ondes® be-
zeichnet. Der zweite Faktor allein wiirde Wellen von der Art
geben, wie sie bel der Hauptlosung allein aufbreten; die also
mit der Beschleunigung 1/2 iiber die ersteren weggehen und
deren Wellenliinge durch

& ?

— — 94,
{0 d(z+1) =
also
Lo ‘/ - (34)

bestimmt ist. Diese Wellen werden von Poisson als ,dents*,
von Cauchy als ,sillons® bezeichnet. Die heiden Wellen-
systeme sind nun multiplikativ, nicht ebwa additiv superponiert;
man darf sich also, worauf Lamb?) mit Recht hinweist, nicht
etwa durch die erwiihute Ausdrucksweise zu der Vorstellung

) Lond. math. proe. (2) 2. p. 882,
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verleiten lassen, als handle es sich um geziihnelte Wellen der
Art, wie sie auftreten, wenn Kapillarwellen iiber Gravitations-
wellen gelagert sind. Vielmehr iihnelt die Erscheinung in jedem
Augenblick der graphischen Darstellung einer Schwebung.

Cauchy hat dann in den Nachtriigen zu seiner Abhand-
lung die Untersuchung von Poisson noch in der Richtung er-
giinzt, daf er auch andere Annahmen iiber die Gestalt der
Anfangsstorung in Betracht gezogen hat'). Man erhiilt auch
dann, wenn man den asymptotischen Ausdruck der Haupt-
6sung benutzt, eine Gleichung der Form

2 2

ww ; ]/; [(, (v) cos (4;‘0 . Z) -+ 1 (v) sin (4’::) e :)J,
aber die Funktionen ¢ und y hiingen wesentlich von der Natur
der Funktion / ab, und zwar erhiilt man ganz andere Niihe-
rungswerte {iir die Wellenliingen, wenn man von der Parabel
merklich abweichende Gestalten der Anfangsstorung einfiihrt*).
Poisson hat dem zwar entgegengehalten®), daf fiir derartige
Annahmen dic ganzen physikalischen Voraussetzungen der Unter-
suchung nicht mehr erfiillt seien, und wird damit fir das
Wellenproblem wohl physikalisch recht haben; immerhin wird
Cauchys Bemerkung fiir etwaige Verwendung der Resultate

bei Untersuchungen anderer Art im Auge zu behalten sein.
Was die von Cauchy bhei dieser Untersuchung angewendeten
Hilfsmittel betrifft, so gibt Entwicklung der Funktion 7 nach
Potenzen von a bzw. von |a [asymptotische| Entwicklungen
von o und y nach fallenden Potenzen von v?); solche Entwick-

1) Muavres (1) 1, p. 191 (erst heim Druck 1827 hinzugefiigt). Cauchy
bemerkt, er habe derartige Formeln schon withrend der Ausarbeitung
der Preisschrift erhalten, sie aber aus Zeitmangel und in der Annahme,
die durch sie dargestellten Bewegungen seien unmerklich, nicht weiter
verfolgt.

2) Wie bereits Fourier bemerkt hatte, bull. philomat. 1818, p. 183
= (uvres 2, p. 262, Auch Paris mém. 8, 1829, p. 620 = wuvres 2,
p- 179 hillt Fourier diese Auffassung gegen Poisson aufrecht.

3) Paris mém. 8, 1829, p. D73,

A avres (1) 1, p. 200, 205,

gq*



116 H. Burkhardt

lungen werden auch erhalten, wenn man wiederholt partiell
integriert und dabel vor jeder partiellen Integration den wenig
von 1 verschiedenen Falktor
x2
(.L~— ?A)é

unter dem Integralzeichen hinzufiigt?); am bequemsten, wenn

a? 1/ a*® a?
}v—:LM2<x —1 +;z:—}—l>

als neue Integrationsvariable einfiihrt®). Im Falle

f ((l) — (3/1(1 ) __ 1

man dabel

ergibt sich eine konvergente Reihe, die sich elementar sum-
mieren lift3). Fiir den Fall, dafi die Iunktion [ oder ihre
Ableitungen an der Grenze des Intervalls nicht mehr endlich
bleiben, ersetzt Cauchy die Integration von —1 nach +1
durch eine solehe von — 1 nach —1+4-i o und von - 1 nach
+io?); d. hooer gewinnt die asymptotischen Entwicklungen
mit Hilfe der Umformung:

41

f N prod =t 1 ( st _‘”é I A ',l”i : , =
J/(u)ﬁ (zufz_’[.ﬂc /<H U>7< /( 1 U)](, “d o,

-—1 Y

$ 6. Zweite Annidherung fiir das zweidimensionale Problem.

Analog kann man nun auch im Ialle des zweidimensionalen
Problems verfahren. Wird auch hier die Hauptlosung durch
thren asymptotischen Wert (23) ersetzt und werden durch die
(Gleichungen (22) Polarkoordinaten eingefithrt, so wird erhalten ®):

at? (2 . : .
;MJ Jcos 4/'/’ (ocosy, osiny)odody, (36)
WO
1= (x —a)? - (y— )
und

) p.o231. 2) p. 282 3) p. 218. 4) p. 236. 5 p.2hl.
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0 €0S (z/r — 0) (37)

1 o +
r
Sind die Funktion f und die Grenzen fiir o von 1 unab-
hiingig, so wird der Wert des Integrals von ¢ unabhingig;
und wenn f sich nach Potenzen von o entwickeln lifit, lassen
sich die Integrationen an den einzelnen Gliedern dieser Ent-
wicklung ausfithren und man erhilt eine [asymptotische] Ent-
wicklung nach fallenden Potenzen von ». Unter Umstinden
LBt sich diese Entwicklung bequemer erhalten, wenn man die
folgende Darstellung benutzt?!):

Vi—p2 9

fcos v ff Ve +p)dadp, o= i (38)

oder wenn man analog wie durch die Gleichung (35) den In-
tegrationsweg ins Komplexe verlegt®).

Analoge Resultate hatte vorher®) Poisson fiir den von
ithm allein behandelten IFall

o 1} ’12 )‘2 (3]
[, )y =1— Prin /l;'~‘ (39)

crhalten, indem er an Stelle der Gleichinugen (22) die folgenden
benutzte:

)

a=aocosy, f=Dbosiny. (10)

Werden dann die auftretenden Inteerale in der Form
geschrieben:

(e cOS 'l/" . y ' ’
L”‘{%m}( Lm,,>>(1~9)9de di, (41)

so Lifit sich die eine Intergration ausfithren; fiiv das dann noch
iibrig bleibende Integral hegniigt sich Poisson damit, zu zeigen,
daf es mit wachsendem ¢ nicht tiber alle Grenzen wiichst.
i 5 . 5
Cauchy behandelt von Fiillen ohne Rotationssymmetrie
nur den der Scheibe mit rechteckiger Basis:

5 p. 256, 266. %) p. 269, 8) Paris mém. 1, p. 161,
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1fir|a/<aund | f1<b,

49
0 fiir | a|>a oder | | > b; (42)

die Integrationen lassen sich dann ausfithren und es kommt?!):

f(a, p) =

1 sin (@ v cos ¢) sin (bv sin ¢)
v? coS ¢ sing

(43)

§ 7. Ansatz zu einer dritten Annéherung.

In den beiden letzten Paragraphen war vorausgesetzt, dafs
die mit v hezeichnete, durch die Gleichungen (29) bzw. (38)
definierte Grofie endlich sei. Ist sie auch grof, so reicht, wie
Cauchy?) bemerkt, die bisher benutzte Annitherung nicht mehr
aus; man mufl dann noch ein weiteres Glied in der Entwick-

- o .
lung von (27) nach Potenzen von . mitnehmen. Dann geben

zu den Integralen (30) nur die Umgebungen der Endpunkte
— 1 und + 1 merkliche Beitriige, flir die dazwischenliegende
Strecke ist die zu integrierende Funktion abwechselnd positiv
und negativ, und zwar so, dafi die entsprechenden Teile des
Integrals sich grobitenteils gegeneinander wegheben. Damit ist
eine Abschiitzung ermiglicht, auf Grund deren Cauchy zu dem
Schluf kommt, die hiecher gehtrenden Wellen seien sehr sehwach,
m Falle f(—1)=/(1) = 0 sogar ,tout-i-fait insensibles®.

§ 8. Anhang: Uber einen Abschnitt von Fouriers Théorie de la
Chaleur.

Wird fiir die Integration der Wiirmeleitungsgleichung

du  *u
3t aat
die Hauptlosung
w ’/ N
=& =J‘c—;-u cosSzdé = 21'1,;; exp<— 1lf>
ki

1) (Buvres (1) 1, p. 284 %) p- 251,
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henutbzt, so erscheint das allgemeine Integral in der von Laplace
auf anderem Wege abgeleiteten Form

+ o

w = l];;f fexp <- & qu)?) fla)da.

—w

Poisson?) hat hemerkt, dal man, wenn [ («) nur im
Intervall (—1...-41) von Null verschieden ist, fiir grobe z
im Exponenten « gegen x vernachlissigen und schreiben kénne:

w = H(xt) _j’lf (@) da.

Spitter?) fiigt er erginzend bei, dali dieser Schluf nur fir
grofie Werte von ¢ zuliissig ist, indem es im Kxponenten voun ¢
nicht darauf ankommt, ob ein Bestandteil gegen den anderen
klein ist, sondern nur davauf, ob er an und {ir sich klein ist.
Das ist dann von Fourier in einem derjenigen Abschnitte
seiner Théorie de la chaleur®) des breiteren ausgefiithrt worden,
die erst in dieser gegeniiber der Preisschrift von 1811 neu
hinzugekommen sind. Fourier hat aber zu Anfang iibersehen,
ausdriicklich zu sagen, dafi die ganze Uberlegung nur fiir
grofie Werte von z gelten soll; und das allein ist die Ursache
dafiir, dal der Herausgeber der «uvres, G. Darboux, die be-
treffende Stelle?) fiir unverstiindlich erkliven konnte. Ks Ist
aber, wenn man nur diese Bedingung — die iibrigens im wei-
teren Verlauf der Untersuchung von Fourier festgehalten wird —
nicht wegliifit, alles in Ordnung; und man kounte auch auf

1) Bull. philomat. 1815, p. 87.

2) 1b. 1816, p. 12.

3) Chap. 1X, sect. 2 = ocuvres 1, p. 427—448.

4 p. 487. Auch in der Ubersetznng von Weinstein, Berlin 1384,
p. 358 (die iibrigens gerade in diesem Abschnitt mit Fouriers Text ziem-
lich frei umgeht, auch ihn durch numerische Beispiele ergiinzt) ist die

-2 o
. a . a.r . .
Darstellung unzureichend: wenn il endlich und | . klein sein soll, muf

2 i X
klein sein.
b



120 H. Burkhardt: Cauchys und Poissons Untersuchungen.

demselben Weg wie bei den Untersuchungen itber die Diffe-
rentialgleichung der Wasserwellen zu einer zweiten Annitherung

gelangen, da sich die Integrale

ax
fexp <— = t—) a da

ja elementar auswerten lassen?).

) Das von Darboux vorgeschlagene Nitherungsverfahren gilt nur

. xd
fiir kleine Werte von ,



