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Kennzeichnung der durch Punkttransformationen
erzeugten linearen Funktionaloperatoren,

Von Eberhard Hopf in Miinchen,

Vorgelegt von H. Tietze am 13, Oktober 1944.

Q sei eine Menge (Raum) mit den Elementen (Punkten) x,y, ... .
Die Teilmengen von Q seien mit 4, B, ... bezeichnet. 7 = Tx
sei eine umkehrbar eindeutige Abbildung des Punktraumes Q
auf sich selbst. Unter f (x), £ (x), @ (x) seien in ganz Q definierte
Funktionen verstanden. Dem Folgenden sei die Mannigfaltig-
keit M der in Q reellen und beschrinkten Funktionen zugrunde-
gelegt. Der Punkttransformation x> 7% kann man den Funk-
tionaloperator f—> Lf: f(x)-> f (7x) zuordnen (davon macht
man in der Ergodentheorie Gebrauch). Er hat folgende Eigen-
schaften:

a) L bildet M genau auf sich ab und besitzt eine in M ein-
deutige Inverse 271,

b) L ist linear: L (f4g) = Lf+Lg.

c) L und L7 sind nicht negativ: Mit f = o ist Lf =0 und
Iif >0

d)L1=1.
Im folgenden wird die umgekehrte Aussage bewiesen:

Zu jeder Funktionaloperation Z mit diesen vier Eigenschaften
gibt es eine Punkttransformation 7" der erwihnten Art, derart,
daB

Lf (x) =F (Ix)
fir jedes f aus M besteht.
Beweis. Aus b) folgt die Identitit L (af+ P g) =« Llf +BLg

fiir rationale «, 3 beliebigen Vorzeichens.

1) Relationen wie f = g, f = £, f > g sind hier stets als in ganz Q giil-
tig aufzufassen.
Miinchen Ak, 8b, 1944 19
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Aus a) und b) folgt dasselbe fiir die Inverse L1,

Aus a), b) und ¢) folgt: Mit f = g ist stets Lf = Lg und
L > L1g,

Unter max (f, g) sei diejenige Funktion verstanden, welche
in jedem Punkte x den Wert max (f (x), g (x)) besitzt. Wir be-
weisen zunichst die Identitit

L max (f, g) = max (Lf, Lg). (1)

Aus max (f,g) = f und =g und aus a) und b) folgt nimlich
Lmax (f,g) 2 Lf und = Lg, also

L max (f, ) = max (Lf, Lg).

Nach a), b) und ¢) gilt dasselbe fiir die Inverse Z~1. Ersetzt man
in dieser, mit L~ geschriebenen Ungleichung f, g durch Lf, Lg
respektive, so folgt

L' max (Lf, Lg) 2 max (f, g)

und damit schlieBlich (1). Ebenso beweist man

L min (f, &) = min (Lf, Lg). (2)

Dafiir, daB eine Funktion f nur die Werte Null und Eins an-
nimmt, ist das Bestehen der Relation

max(f,1——f)=1

notwendig und hinreichend. Wegen b) und d) ist nun L(1—f) =
Li1—Lf=1—Lf. Istfvon jener Art, so gilt hiernach und
nach (1) die Relation

max (Lf,1 —Lf)=L1=1,

m. a. W.: Nimmt f keine anderen Werte als Null oder Eins an,
so gilt dasselbe von Lf. Erginzung hierzu: Nimmt dabei f beide
Werte Null und Eins wirklich an, so tut es auch L/, Das letztere
gilt wegen Lo =L"lo=0 und L1 = L711 =1. Dieselben
Aussagen gelten auch fur die Inverse L1,
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Wir bezeichnen mit ¢, die charakteristische Funktion der
Punktmenge A4,
1,xin A
x) == .
e (%) {o,me—A,

=1, ¢y = O (fiir die Nullmenge). Fir die Vereinigung A +258
und den Durchschnitt 4 - B zweier Mengen gelten die Relationen

445 = Max (P4, ¢p), P4.p = min (g4, op). (3)

Nach Obigem existiert zu jedem A ein eindeutig bestimmtes A4’,
derart, dal3 Lo, = o, ist. Auch ist A bei beliebigem A’ durch
P = %4 g
L9, = o, eindeutig bestimmt. Mit 4 == o ist 4’ = o und um-
gekehrt., Damit ist eine umkehrbar eindeutige Mengentrans-

formation A’ = T A definiert,

Loy=0r4 L7904 = 9ra, 4
7o = o0, 7Q == Q. T hat die Eigenschaften
T(A+B)=TA+TB, T(A-B)=TA.TAh. ()

Sie folgen aus (1), (3) und (4); z. B. ist

Pr(a+B) — Loyip =max (Loy, Log) = max (ppy, @rp) =
Pra+TB-
Aus alledem folgt: Besteht 4 aus einem einzigen Punkt z, so
enthdlt auch 74 nur einen Punkt 7'x; die Mengenabbildung 7
wird durch eine Punktabbildung 7'x erzeugt.

Wir beweisen, dalB fiir jedes f
Lf (x) = £ (T%) ©)

ist. Wir beweisen es zunichst fiir jedes g, welches nur endlich
viele, und zwar rationale Werte annimmt. Ein solches g hat die
Form

g () =ap, () + Bop (*) + ...

mit endlich vielen Summanden und paarweise fremden Mengen
A, B, ... a8, ...sind die Werte von g. Wegen der Linearitit
von L und wegen (4) ist
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Lg @ =0Lop(@®)+BLon(+....
= 0 9pa (®) FBorp () 4+ ... =g, (7%) + Bop(77)
=g (TR,

Zu beliebigem beschrinktem f (x) und zu beliebigem natiir-
lichem 7 gibt es ein g (x) der obigen Art mit

0 Sf()—g®) S~ @
in ganz Q. Dann ist auch
o SF(IH)—g (TH) <. ®)
Aus (7) folgt
OSLf(W)—Lg) SLo==Li=—+ ©
Da (6) fur g richtig ist, folgt aus (8) und (9)
| Zf () —F (T <

Da # beliebig ist, folgt (6) allgemein.



