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Uber die Herstellung einer Basis fiir die ganzen Zahlen
eines algebraischen Zahlkorpers.

Von Heinrich Tietze in Miinchen.
Vorgelegt am 13. Oktober 1944.

1. In einer fritheren Mitteilung! wurde ein einfacher Beweis
fiir einen Satz gegeben, den man in etwas anderer Gestalt schon
bei Dedekind finden kann (vgl. Nr. 2, Satz 2), der aber nicht
sehr bekannt geworden ist. Der Satz lautet:

Satz 1. Es sei & eine algebraische Zahl vom Grad #, wobei wir
9 als ganz voraussetzen wollen; «, . . ., &, seien » unabhingige
ganze Zahlen des Zahlkérpers K (9),

D =D (ay ..., 0, =mw (1)

ihre Diskriminante, dabei 2 => 0, w quadratfrei und Z o, D = A®?
und

A=A(oy, ..., o) = |°‘(L1L):~~-:°‘(‘1L1)|u=0,...,n_1=imVZU’

unter o, oc'v, C ocg"l) die 7 zu «, konjugierten Zahlen (in-
clusive «) verstanden. Wenn dann fiir rationale ¢4, .. ., ¢, die
Zahl

O =c o t+...F e, (2)

aus K (%) ganz ist, dann sind alle ¢, ganz rational®. Anders
gesagt: Der Modul aller ganzen Zahlen aus K(9) enthilt nur
Zahlen des Moduls [%, L

) m.

1 Sitzungsberichte der Bayerischen Akademie der Wissenschaften, Mathe-
mat.-naturwiss. Abteilung, Jahrgang 1942, S. 8¥—10%, Bericht uber die Sit-
zung vom 14. Mirz 1942, Punkt 3.

? Werden nimlich die 7 Gleichungen, die aus (2) durch Hinzunahme der
konjugierten Gleichungen entstehen, nach den ¢, aufgeldst: ¢y = I',: A, so
sind die Zahlen cﬁ D = (mc,)* w ganz und zugleich rational, die rationalen
Zzhlen 77 ¢, kénnen somit nicht gebrochen sein.

Minchen Ak. Sb. 1944 11



148 Heinrich Tietze

Im besonderen Fall o, =31 (v=o0,...,2—1), D =D()=
= m®w sind also die ganzen Zahlen aus K (9) nicht nur, — wie
bekannt und wie bei Herstellung einer Basis allgemein be-

. . 1 3 gn-1 . ]
nutzt wird, — im Modul [D’ D —5_], sondern speziell in
n-—1
[_1—) E}—; e ey "sy] enthalten?,
wom e

Als Anwendung des Satzes 1 werde nun in Nr. 3 der beson-
3
dere Fall & = V' G, G ganz rational und kubusfrei, besprochent

3

und eine Basis fir X (VG) hergestellt, wobei man auf eben
jene Fallunterscheidung in Kérper ,,erster'’ und ,,zweiter Art*
stoft, die Dedekind 1. ¢.* in §§ 3, 4 durch Untersuchung der
Primidealzerlegung der Zahl 3 aufgestellt hat.

Mit der Ermittelung einer Basis ist zugleich die Bestimmung
der Korperdiskriminante & geleistet. Andererseits hat U, Weg-
ner® fiir jede beliebige ungerade Primzahl p die Kérper-

p__ )
diskriminante von K(VG) angegeben und fir p = 3 deckt sich
die vorerwadhnte Fallunterscheidung mit einer bei Wegner auf-

3 Wohl aber ist fir z =2, 9 = VG, A=—2VG, D =4G, wom=2
wird, allgemein bekannt, daf} alle ganzen Zahlen aus X'(9) zu [%, %] gehoren.

Es sel gestattet, hier einen in gleicher Richtung liegenden tieferen Satz an-
zufithren, auf den mich freundlicherweise Herr Hecke aufmerksam gemacht
hat, als ich ihm im ersten Vierteljahr 1942 tiber die Bemerkung im Text ge-
schrieben hatte: Gemii3 Satz 104 in E. Hecke, Vorlesungen {iber die Theorie
der algebraischen Zahlen (1923), S. 135, gilt: Sei /(x) = o die irreduzible
Gleichung fiir 4. Dann ist #7(%#) =f - b durch die Korperdifferente d teilbar
und jede ganze durch f (den Fithrer des Ringes R(9)) teilbare Zahl gehort zu

R(9). Wenn also £ eine ganz rationale durch f teilbare Zahl ist, so ist fir
n-1

beliebiges ganzes o == Eocw‘}\' die Zahl o £2=o0 (mod. f), also & gleich
=

einer Ringzahl dividiert durch #4; d. h. die Koeffizienten ¢, haben die Eigen-
schaft: ¢, £ ist ganz. Das besagt, wie Herr Hecke besonders beiftigte, manch-
mal mehr und manchmal weniger als die Bemerkung im Text.

% Vgl hiezu R. Dedekind, Uber die Anzahl der Idealklassen in reinen
kubischen Zahlkérpern, Journal fiir Math. 121 (1900), S. 40-123 = Gesam-
melte mathematische Werke, Bd. TI, Arbeit XXIX, S. 148-235.

5 U. Wegner, Journal fiir Math. 168 (1932). [Zur Zeit steht mir allerdings
nur eine kurze seinerzeit gemachte Notiz iiber diese Arbeit zur Verfiigung.]
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P
tretenden. Bei KérpernK(VG) ,,serster Art‘‘ verschafft uns nun
das Wegnersche Resultat auch die Herstellung ciner Basis; bei
Korpern ,,zweiter Art'’ ergibt sich Giber die Basis zumindest eine
gewisse Teilaussage (siche Nr. 4).

Ob sich die in Nr. 3 fiir p = 3 mit Hilfe elementarer Kongru-
enzen gemachten Ausfihrungen zur direkten Bestimmung von
Basis und Kérperdiskriminante auf eine beliebige ungerade Prim-
zahl verallgemeinern lassen, mag dahingestellt bleiben. Allemal
bedarf es dabei der Aufstellung der algebraischen Gleichung fiir
die Zahlen o des Koérpers, um diese Gleichung (geschrieben mit
hochstem Koeffizienten 1) auf Ganzzahligkeit ihrer Koeffizienten
untersuchen zu kénnen. Die zur Aufstellung dieser Gleichung
fithrenden Betrachtungen lassen sich nun ausdehnen auf X (9) fur

{)<:(V_G—) mit beliebigem 7, wobei die ganze rationale Zahl
G > 1 durch keine 7z-te Potenz einer ganzen Zahl > 1 teilbar und
daher in der Gestalt
G=g1g...86 s=n—1) (3)
bei quadratfreiem
& =818 - &s @

darstellbar sei®. Die ganzen rationalen Zahlen g, mégen dabei
fiir A 2 2 positiv angenommen werden, wihrend g, positiv oder
negativ sein kann. Wird dann firv=o, 1, ... .. , § die Zahl

GV= 00 R, ()

dargestellt®2 als Produkt einer #-ten Potenz einer ganzen ratio-
g g

n
® Welche von den 7 Wurzeln der Gleichung 2™ — G = o fiir & = V¢ ge-

nommen wird, ist gleichgiltig.

8 Die Darstellung (5) ist eindeutig beziiglich der absoluten Betrige von
Qy und R, nicht aber beziiglich ihrer Vorzeichen. Aus einer Darstellung ge-
winnt man eine zweite durch Multiplikation von Q, bzw. von @, und &,
mit — 1, je nachdem # gerade oder ungerade ist. Die spiter gewihlte Dar-
stellung (26) (vel. Anm. 17a) 1aft sich fiir ein & > o (und daher gy > 0) ein-
fach durch die Forderung Q,, > o kennzeichnen (allgemein durch die Forde-
rung, dafl @, das Vorzeichen der [%J-tcn Potenz von g, also von G, habe).

Bei ungeradem 7 (insbesondere also in dem Fall # = p in Nr. 4) kann man

n n__
iibrigens stets G > o annehmen, da dann die Korper K(l —G ) und K(l G)
tibereinstimmen.
¥



150 Heinrich Tietze

nalen Zahl O, und einer durch keine #-te Potenz >> 1 teilbaren
Zahl R, dann sind die Zahlen”

T QLV 9 ()

v

ganz und es ist leicht, sowohl D (g, @y, . . ., a,_;) als die alge-
braische Gleichung zu bestimmen, der eine mit rationalen
Koeffizienten ¢, dargestellte Zahl w = 2 ¢, «, des Kérpers K (9)
geniigt (siehe Nr. 5-8, Gleichung (335) und (47)).

2. Der in der Einleitung (Nr.1) erwihnte Dedekind’sche Satz
laBt sich folgendermaflen aussprechen:

Satz 2. Haben &, 2, oy, . . ., 0, D = D(oy, . .., o) die gleiche
Bedeutung wie in Satz 1 und wird fur cine gemif3 (2) mit ratio-
nalen ¢, dargestellte ganze Zahl o mit »(w) die kleinste posi-
tive ganze rationale Zahl bezeichnet, sodal3 alle Zahlen ¢, m (o)

oy Un .
@ e gehort,

dann ist D (uy, . . ., o) durch (m(w))? teilbar®.

Im Rahmen einer allgemeinen Theorie der Moduln gewinnt
Dedekind diesen Satz aus der Gleichung?

D(a) = (m()* D), N

wobei a den Modul [ay, ..., a,] und b den von Dedekind mit
@ 4 [w] bezeichneten ,,gréBten gemeinsamen Teiler’ der Mo-
duln 0 und [w], also den Modul

ganz sind und somit o zum Modul [

b :-[C/'l! ooy Oy @] =By 00 0y Bnls

ferner 84, . . ., B, cine Basis von b bedeutet. Far den Fall #2 () > 1,
also | D(b)| <C| D(a)|, wo somit a nicht alle ganzen Zahlen aus
K (%) umfaBt und o nicht zu a gehdrt, ist allbekannt, wie diese
Entwicklungen dazu dienen, von der Kérperbasis a auf die Exi-
stenz einer anderen Kérperbasis b mit absolut-kleinerer Diskri-

” Von Nr. 3 angefangen empfiehlt es sich, die betrachteten » unabhingigen
Zahlen mit o, o, . . ., %, —1 anstatt mit oy, oy, . . ., o, zu bezeichnen.

8 Vgl. Dirichlet-Dedekind, Vorlesungen iiber Zahlentheorie, 4. Auf-
lage (1894), Supplement XI, § 175, S. 538, Satz I, = R. Dedekind, Ge-
sammelte mathematische Werke, Bd. I1I, Arbeit XLVI, S. 104.

* Vgl L. c.8, S.538 (= Werke III, S. 104), Gleichung (15); 1. c. steht #,
A statt m(w), D.
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minante und derart (mit endlich viclen Schritten) auf die Exi-
stenz einer Minimalbasis (mit absolut-kleinster Diskriminante)
zu schlieflen.

Da aber, wie aus (7) und der Definition von 7 gemil (1) er-
sichtlich, notwendig #:(w) ein Teiler von 7 sein muB, so besagt
Satz 2 gerade die Zugchérigkeit jeder ganzen Zahl o aus K (3)
zum Modul[ = ,%] Der Dequindsche Satz 2 deckt sich

also mit Satz 1 und wird zudem von Dedekind, 1. ¢.8, S. 539 =
Werke, Bd. I1I, S. 105106, im speziellen Fall # = 2 zur Fest-
stellung der in Anm. 3 angefithrten Zugehérigkeit der ganzen

Zahlen aus K(]/G) zum Modul [9, 51 VG] herangezogen.
3. Wir wollen nun, wie gesagt, Satz 1 anwenden auf die Er-

3

mittelung ciner Basis in K (%) fiir den Fall & =V &, wo G ganz
rational und kubusfrei sei. Wir setzen G = g, g3, wo g; £, quadrat-
frei; fur!?

3
1 o & Py
(/_0: ]’ U,lzq()‘, U’2 :;r—“r{)“::l‘ gi‘gz
ist dann?!
Doy, oy, 0tg) = — 3 w2 Mit w2 = 3 g1 4,

und nach Satz 1 sind fiir jede ganze Zahl w = X ¢, o, die Zahlen

m, = mc, ganz. Aus der Gleichung

me = moe, = Lm,o,
und den daraus durch Multiplikation mit «; bzw. , unter Be-
achtung von
U0y =gty Hp%y = g1 82 = g182%0 %e¥% =£H1% (8)
erhaltenen Gleichungen, gewinnt man nun, wenn man diese drei
Gleichungen als linear-homogen in o, «y, o, auffaft, durch Null-
setzen der Determinante®®:
0= (my—mo)P®—3g gf,mlm,(mo — ) + gy giml +
+ & go i, 9)

Vel Anm. 7, Nr. 1.
Vel die allgemeine Formel (47), Nr. 8.

B

12 Vgl in Nr. 5 die analoge allgemeine Rechnung fiir & = 1/ sowie (41),

Nr. 6.
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Soll w ganz sein, also einer algebraischen Gleichung mit gan-
zen rationalen Koeffizienten und héchstem Koeffizienten 1 ge-
nigen, so erhidlt man in einfacher Weise die folgenden Kon-
gruenzen (wobel schrittweise

my = g1 &2le, My = g1My, My = gy,
ny =gy, ny =g1ly
gesetzt wird): Zunichst

3 mg=o0(mod. m), 3 (my— g, gor1,my) = 0 (mod.m?),

my + g1 gam + g8 gamy — 3 g1 gamomym, = o (mod. m?);
hieraus

— 3 3 2 9
mymy = 0 (mod.g, &), g2 -+ g1y = 0 (modgy g3),
somit
mi =0 (mod.g,), 3= o0 (mod.g,),
also

gimy + g5y = o (mod. g, g3),
7} = o (mod. g,), 7)== o0 (mod.g,)
und daher
ly — &) &340y = o (mod. 3) (10)
Iy + 18500 &3 &2l — 3 81 8200110y = 0 (mod. 3%),  (11)
wobei die /, nur mod. 3 zu betrachten sind, da die mn,, nur mod. 7
in Betracht kommen. Wir unterscheiden die Falle
A) grgy=o0(mod. 3), etwa gy =37y, gy =1y I hy=Eo0
(mod. 3); wegen (10) ist /; = o (mod. 3), woraus nach (11) sich
hyl} 4 37,73 = o (mod. 32),
also /; = o (mod. 3) und hierauf /, == o ergibt: alle drei Zahlen
mg, my, My sind also durch m == 3¢, g, teilbar und es bilden
og, o3, 0y eine Basis.
B) g1g23k0, also gf =g5=1(mod.3), go= £ g, (mod. 3),
wegen (11) somit
o=1 +gli + gl =1y + g1l £ by (mod. 3).
Also ist
=(—glh L) =0 £ 47 (mod. 3)
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oder 0 = ({; & l)? — [}, wegen (10) somit
o= EL)PF L= F L)? (mod. 3).

Wir kénnen also /; =/, [, = + /, /; = g,/ setzen. Dann ist (10)
erfiilllt und (11) fiihrt auf

Pgi(gy T £1)F =0 (mod. 3).

Soll diese Kongruenz fiir ein / == o (mod. 3) erfiillbar sein, so ist
dafiir g, T g, = 0 (mod. 9) notwendig und hinreichend.

Somit: Wenn
£182 = 0 (mod. 3) und g, = + g; (mod. 9) (12)

ist, dann sind die nicht zum Modul [eg, o, o5} gehérigen ganzen
Zahlen notwendig von der Gestalt —?,’- gy 4oy o) mit /=41
oder — 1 (mod. 3). Demnach bilden 1, a, @ eine Basis, wo «
eine der Zahlen a4, ¢, und o = %(/el + oy 4= ay) ist mit £ = g
(mod. 3). Man hat dann die Kérperdiskriminante & =%D=
= — 3 (g,£0)% DBeispielsweise ist flir G = 8036 = 14241 mit
41 = 14 (mod. 9) die Zahl & = % (— 14 (142" 41); + (412~ 14);’)
ganz: es ist o 4 ©?— 191 © — 1233 == 0.

In allen anderen Fillen B), wo also (12) nicht gilt, ist
(ebenso wie im Fall A)) 1, a;, o, eine Basis und d = D.

Damit ist die von Dedekind 1. c.* aufgestellte Fallunterschei-
dung gewonnen. Er spricht im Falle (12), der sich auch durch

g1 = & (mod. 9) (13)

charakterisieren 1a08t, von einem reinen kubischen Kérper ,,zwei-
ter Art, in allen anderen, durch das Nichtbestehen der Kon-
gruenz (13) charakterisierten Fillen (A oder B) von einem Korper
nerster Art'. Wir fihren noch die Kérper zweiter Art mit
G <100 an. Sie ergeben sich mit dem oberen bzw. unteren Vor-
zeichen () in (12) fir G = 10, 19, 37, 44, 46, 55, 73, 82, 01
hzw. G =26, 28, 33, 53, 62, 71, 89 (dabei erscheint G = gig, =
=08 schon bei g,g5 = 28).

4. Unter Heranzichung eines von U. Wegner, 1. c.® gewon-
nenen Resultates 140t sich die soeben fiir p = 3 an Hand elemen-
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tarer Kongruenzen gefundene Fallunterscheidung in Kérper

b.__
erster und zweiter Art tbertragen auf reine Kérper K(VG),
deren Grad p irgend eine ungerade Primzahl ist, wobei sich fiir
die Kérper erster Art die vollstindige Aufstellung einer Basis
ergibt. Wir setzen

p—1=s s(p—1)=v
G =g185...£5 Wo g1g,...g, quadratfrei,
W =pg,, + 7y, mito S, < p
A=1,..,8v=0,1,...,9)

und erhalten in den Zahlen®®
&Y L :
0’-\,=T—qsv=]/gil\'...g§3vfﬁrv=0,1...,.Y (14)
£1 - &8s
p__
ein System unabhingiger ganzer Zahlen des durch & = VG
definierten Korpers K (9). Ist A eine festgewihlte unter den Zah-

len 1, ..., s, dann durchlaufen die Zahlen 73y =0, 1, ..., 5)
ein volles Restsystem mod. p, woraus
SY 87 ps
2y == (13)
y=0 yv=10
und wegen (14)
(2ooy .o 0)? = (g7 ... g)° (16)

folgt. Die zu & bzw. «, konjugierten GroBen 9™ bzw. ot
(w =0, 1, ..., 5) ergeben sich vermége
YW =ty W =cuve,

mittels irgend einer primitiven p-ten Einheitswurzel ¢, Somit ist
die Determinante

A=Ay . .nu)=]ad®]|=A«...0

und die Diskriminante
D =D (ag, ..., 05 = A2 =D, (g ... o) =
=(—0)"Pg1. . &) = m*w, (17)
wenn
Ap: A(l’ I ss? = | ey | Pov=0,1,...,8°

13 UJber die Exponenten 73y In (14) vgl. auch Anm. 18,
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ferner D, = A2 = (—1)"p? die Diskriminante der Gleichung
2P —1 = o ist* und

m=(pgy...8), w=(—1)p (18)

gesetzt wird. Wir bezeichnen mit & die Kérperdiskriminante von

y
K(I/G). Je nachdem nun
G® == 1 oder =1 (mod. % (19)
ist, ist nach U. Wegner!® 4 oder p2d gleich

(—1)pP (g1 - 85)° = Do, - - s %)

Spricht man im einen oder im anderen Fall wieder von einem
Kérper erster oder zweiter Art, soist beieinem Koérpererster
Art wegen & =D (2g,...,0,) notwendig oy, ..., o, eine
Basis.

Dagegen muB es bei einem Kérper zweiter Art wegen | D (ug,

L ag) | > | d | notwendig ganze Zahlen @ geben, die nicht zum
Modul [«g, . .., 2] gehoren und es mul} dann fiir eine solche
Zahl o gemil (7) offenbar m () == p, die Zahl « also von der
Gestalt

®)
s 771\J O(V
0

A
s

1

v

mit ganzen rationalen Koeffizienten sz, sein, von denen wenig-
u» nicht durch p teilbar ist. In einem Kér-
per zweiter Art bilden dann «, . .., Oy o1y O Ty gy - e oy K
eine Basis.

stens einer, etwa #

Man kann der Kennzeichnung der Korper erster und zweiter
Art durch (19) noch ecine andere Gestalt geben, wenn man be-
achtet, daB ¢ (p%) = ps und daher fir eine zu p teilerfremde ganze
rationale Zahl x nach dem Fermatschen Satz 27° = 1 (mod. p?)

1 Wird namlich P —1 = f (v) gesetzt, sohat man D), = (—1)P? IJf’ ()=
=(—1)? pP IIc* nebst Ile = 1. Vgl die dhnlich verlaufende Bestim-
mung von 2 in Nr. 8.

18 Vgl 1. .5 wo iibrigens das Vorzeichen (—1)" von & nicht weiter be-
trachtet und nur | & | bestimmt wird.
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ist. Ersetzt man demgemiB auf der rechten Seite von (19) die
Zahl 1 durch die mit

X =&vp+1:-&s (20)

gebildete Zahl x? °, so wird klar, daB sich die Fallunterscheidung
(19) in die Gestalt

(285 - - &) = oder = (g,£,-1 - - - £, 1) (mod. %) (21)

bringen laf3t. Dabei wurde zunichst die Zahl (20) zu p teilerfremd
vorausgesetzt; die Gleichwertigkeit von (19) mit (21) gilt aber
offenbar auch, wenn cine der Zahlen g, . ,, ..., g, durch p teil-
bar, und dann notwendig alle andercn unter den Zahlen gy, . . .,
£, speziell also gy, . . ., g, zu p teilerfremd sind (wobei natiirlich
ein Korper erster Art vorliegt).

Fir p = 3 geht (21) tber in die Dedekindsche, auf das Be-
stehen oder Nichtbestehen der Kongruenz (13) gegriindete Unter-
scheidung.

5. Ist fiir eine beliebige natiirliche Zahl z die Zahl G gemiB (3),

n___
Nr. 1, gegeben, % =VG und oy =1, oy, ..., o, gemil (6)
bestimmt, dann ist es nicht schwer, die algebraische Gleichung
fiir irgend eine Zahl

o= Nc, o (22)

des Korpers K (9) aufzustellen. Es kommt dabei nur darauf an,
- so, wie es fiir z = 3 die Gleichungen (8) leisten, — die Produkte
ay «, linear durch die o, auszudriicken. Man erhilt dann!® durch
Multiplikation von (22) mit g, oy, ..., «, ein System linear-
homogener Gleichungen in den «,; und Nullsetzen der Deter-
minante liefert die gewtinschte Gleichung fiir w (siche unten (353)).

Zunichst haben wir uns etwas niher mit den in Nr. 1 ein-
gefithrten Zahlen Q,, R, zu befassen, deren Definition gemil (s)
. —ebenso wie die Definition der o, gemal} (6) — wir auf beliebige
ganze v ausdehnen. Setzen wir

v =gy, + oy, mit o <oy <, (23)

18 Vgl. Dedekind, L. ., Suppl. XI, § 164, S. 470 = Werke 111, S, 37.
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sodaBi??
Av
I = [7{] (24)

wird, so folgt aus

G =)]_| g% (25)
=1
gemil (5) unmittelbarl?
QV f— I;\[gg)\v, RV =y I;\Iga)\v (26)
und
Qv+n:G'Qw Rv-}-n:Rv (27)
sowie unter Beachtung von V1" = G 9 gemil (6)
Oy 4 = Oy (28)

Zwecks spiterer Verwendung vermerken wir noch die Formeln

72—71; 1
o= 2y =—n (n—1t), (29)
v=0 2
n-l 1
cl:;q)\vz—i(nk—n—k%—z‘k), (30)
v=0
wobei
ty = (n, N (31)

den groBten gemeinsamen Teiler von 7 und X bedeutet; wird
namlich 7 = £, n*, X =8, 0*, 7\, = 1,75, geietzt, so durch-
laufen® fiir v = o0, 1,...., 2 —1 die Zahlen 7, , insgesamt ¢,-
mal ein volles Restsystem o, 1, ..., #* — 1 modulo »*, was

¥ Unter [£] werde die groBSte ganze Zahl = £ verstanden.

" DaB neben der Bestimmung von Q,, K, gemiB (26), die durch ihre
Einfachheit nahegelegt wird, noch eine zweite (in den Vorzeichen abweichende)
moghich ist, wurde bereits in Anm. 6a erwiihnt.

18 Ist speziell 72 = p prim, 1 = A = p — 1, somit #y = 1, so deckt sich (29)
mit (15). Natiirlich gilt analog: Wenn wir v festhalten, u. zw. als eine zu 7
teilerfremde Zahl, so durchlaufen zugleich mit A auch die Zahlen 73 , (das sind
die im Ausdruck (26) fiir R,y = zx’\} auftretenden Exponenten) das System der

Zahlen 1, 2, ..., 7— 1. Im besonderen treten also, wenn 72 = p prim und v

P
eine der Zahlen 1, ..., p— 1 ist, in o, = ]/]ev unter der Wurzel als Expo-

nenten der Zahlen gy alle Zablen 1, ..., p—1 auf.,
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n*-1
1
pr = by Mty = — £ n*(n* —1)
p=0 2

und somit (29) ergibt, woraus dann (30) vermoge

n-1 n—wl 1
noy+ o= gy, +7.,) =2 Av=—An(n—1)
V=10 V=10 2 ‘

gewonnen wird.
Weiters folgt aus (6) fur beliebige ganzzahlige p, v
Yy — Qy.+v°‘u+v = Qy.Qquo'-v‘
Wenn wir also

0
Gy y= 2+ 2
LY =0, 0, (32)

setzen, wobel wegen (27) Gy 4, = Gy , ist, dic Indizes von
Gy,v= Gy also nur modulo z von Bedeutung sind, so ergibt
sich

&y Oy == G[J.,V ETANE (33)

und damit die gewiinschte Darstellung der Produkte oy, linear
durch die o,. Ehe wir nun die Gleichung (22) der Reihe nach
mit og, ¢y, - . ., %, multiplizieren, denken wir uns auch die Defini-
tion der ¢, gemidll der Festsetzung ¢, ., = ¢, auf beliebige In-
dizes v ausgedehnt, sodall wir (22) in der Gestalt

0 = (%,; (ey— 8\:, 0 ®) Oy (34)

schreiben konnen, wenn wir unter (Z) eine Summe verstehen, bei
v

der v ein volles Restsystem mod. 2 durchlauft, das bekannte Zei-
chen 8,  aber in dem allgemeineren Sinne zu verstehen ist, daf}
8y,y = 1 oder o ist, je nachdem p == v oder p == v (mod. ) ist.
Multiplikation von (34) mit o, (@ = o, 1, .. .,) liefert nun gemil
(33) das in den ¢, lincare Gleichungssystem

: N .
0 = (Al) (ey— %, 0 ) Gy.,v Yy v =
v

) NS
=X (cy_p — Oy, 0 ©) G.L,V—L %y
= vy 1 vt
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mit den Koeffizienten
Ay = (Cv—y.~ Sv—p., 0®) Gp,,v-y.-

Durch Nullsetzen der Determinante bekommt man die gesuchte
Gleichung n-ten Grades fir o:

O:l(cv-u_sv-p,o(’))Gu,v—pl’ (35)
wobei die p-te Zeile ausfithrlich durch
CnepnGumopsr - s Eno1Gp ey Gg— O, Gy -
v Cnep-1 G oot

gegeben istl?. Dabei tritt o offenbar nur in der Hauptdiagonale
auf, deren simtliche Glieder 4, = ¢y — o sind, da

Gu,o = Gy, p=1 (36)
ist, wie aus (32) wegen @, = 1 folgt.

6. Die weiteren Aussagen, die wir liber die Glieder der Deter-
minante (335) noch erwihnen wollen, stiitzen sich auf die folgen-
den Aussagen iiber die Funktion [£] (vgl. Anm. 17):

(a) Fir beliebige reelle Zahlen &, ..., £, geniigt
X =[G+ ] —El—. . . —[&]
der Ungleichung
' o X <m
und X hat als ganze Zahl somit einen der Werte o, 1, ... ., w2 — 1.
(b) Es hat
YV =[g] + [—&]

den Wert o oder — 1, je nachdem die reelle Zahl £ ganz oder
nicht ganz ist,

Man sieht nimlich sofort, da X bzw. ¥ sich nicht indern,
wenn ein §, bzw. § um eine ganze Zahl geéindert wird, sodaB man
die Richtigkeit von (a) und (b) nur fiiro < Eu < 1bzw.o L E<1
festzustellen braucht,

1 Fiir u = o bzw. @ = # — 1 entfallen in der betreffenden Zeile natiirlich
die Glieder vor bzw. nach ¢y — o.
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Wird nun

gesetzt, so gewinnt man aus (32), (26) und (24)
_ A (] 2y
Ty = »n 7 »n |
und die Aussage (a) fiir 72 = 2 zeigt, daB in (37) jeder Expo-
nent ¥y, , , nur einen der Werte o oder 1 hat.

Man bestitigt dies z. B. bei 72 = 4 an den Formeln (wegen
G, w vgl. (36)):
Gl,l = £283; G1,2 = &3 Gl,3 = £18283, (9)

Gz,z = 8183 62,3 = &1 Gs,3 = L1182
die man {ibrigens am einfachsten aus
Qo=01=1, Q=ggs Q=48 C=0:=g£48
Qs = £18: 85 (39)

vermoge (32) gewinnt®®, Die Gleichung (33) fiir » wird hier

Co— O, ‘1 o, q
¢ Co— W, ¢ c

0 — 3818283, Co y C18283 283 ) (40)
8183 381 Co—— 0, (183

1518283 €281 38182 Co— O

Multipliziert man in dieser Determinante zwei symmetrisch zur
Hauptdiagonale licgende Glieder a,,, und a,, und 1d3t darin den
Faktor ¢, _y¢,_y 4y weg, so erhilt man allemal g, g, g5 auBer
bei agyayq und ayzas, wo sich g; gz ergibt. Wir kommen auf
diese Bemerkung in Nr. 7 zuriick.

Analog erhilt man fir # =3, wo Qo =0, =1, Oy =gy,
Q5 = Qs = g1 45 ist, die Gleichung

20 Um die Exponenten von gy, g4, £5 1n Q,, zu erhalten, braucht man gemiB
(24) nur festzustellen, wie oft 2 = 4 in den betreffenden Exponenten in (Y,
d.h. in jeder der Zahlen v, 2 v, 3v aufgeht. Bei hiufigeren derartigen Rech-
nungen wird man sich praktisch das Anschreiben der g4, .. ., g5 sparen und
Tabellen fiir die Exponentensysteme anlegen oder etwa abgekiirzt z. B.
G = (1, 2, 3), G* = (2, 4, 0) ](2 = (2, o, 2), Qz = (0, 1, 1), Qa = (o, 1, 2),
Qs = (1, 2, 3), Gy,3 = (1, 0, 0) schreiben.
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Cog— W, (1, ¢y Co— O, ¢, 5
0 = 5261,2: Co— O, 5161,1 = 1l98189 (o O, €183 , (41)
5162,1» 5262,2» Cop— O 18182 (381, Cop— &

die wir in etwas anderer Gestalt schon in (9) vor uns hatten.

7. Wir betrachten nun noch in (35) zwei zur Hauptdiagonale
symmetrisch liegende Glieder

Ay = Cyp Gu,yop und ayy =cu Gy oy,

wobel etwa im Falle
pL—v=%_>0

unter ¢, _y, = ¢_,, soviel wie ¢, _,, zu verstehen ist (s.0.); gemal
(32) ist dann
1 B .
. —_— 7
Gp.,v—p. Gv, -y = 19 Q = I;\Ig)\ ) (42>
H—-A

wenn wir

7

\.- )\~‘
_ (3)\,-,1 = Gy T 75 (%) _—[277}'] 4 [__/]

sctzen. Die Aussage (b) lehrt dann, dall in (42) der Exponent
By =o01ist nur in dem Falle, dal 2% =x(x—v) durch »
teilbar, d. h. daB3

b=y (mod- -f:) (43)

1t (wegen ¢, = (7, 1) siche (31), Nr. 5); in allen anderen Fillen
ist £, , =1 und somit, wenn (43) fir kein a gilt,

Gp.,v—u'Gv,y.-vzl;\Ig)\:g- (44)

Im obigen Beispiel # = 4 (in Nr. 6), wo x = 1, 2, 3 ist, ferner
tund v die Werte o, 1, 2, 3 durchlaufen, kann fiir w 5= v offen-

” .
bar (43) nur bestchen, wenn ' < 4 und dann notwendig h =2
A

und (u > v angenommen) g = 2, v =0 oder @ =3, v = 1 ist,
schlie 21 , i . = i
Tatsiichlich hat?! g, sowohl in Go o Go o = g1 85 als in

*1 Vgl. auch (38) und (40) in Nr. 6.
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G,z Gy,5 = g1 g3 den Exponenten 8, , = By » = 0, withrend fiir
alle anderen Wertepaare u, v sich (44) ergibt.

Im besonderen Fall, daBl 2 = p cine Primzahl ist und somit
fir jeden Wert A = 1, ..., p — 1 sich ¢, = (p,2) = 1 ergibt, ist
fir kein Paar von Indizes u =F v (beide <C p) die Kongruenz (43)
erfiillt und es gilt daher ausnahmslos (44). Somit: Zwei sym-
metrischzur Hauptdiagonaleliegende Gliederder Glei-
chung (35) liefern nach Weglassung der Faktoren ¢, _y,
tn4y-pals Produkt (im Falle » = p) stets g = g1 85 ... £ -1,
wie man dies auch im Beispiel (41) bestatigt sieht.

8. Aus den gemil (26) bestimmten Zahlen @, gewinnt man
auch die Diskriminante D = D (o, o3, . . ., o). Denn wegen (6)
ist

AW =A(,9,..., 97 =
=0Q00;...0, 1 Avg %gy + ooy A1)y
wobei gemil (26) und (30)
0pOy... 00 1= Hg;x

(45)

ist. Wegen??
(n—-1) (n-2)

D®)=(A®)=(—1) 2 nn G (46)
ist daher

(n-1) (n-2)

D= (A(aoi gy - vy 0('7'1,—1))2 - (—— 1> ¢ n' I)?g‘{)" (47)
wobei die Exponenten 7, gemiB (25), (30) und (31) durch
T, =Au—1)—206, =n—1t =n—/(n1) (48)

gegeben sind®. Es ist leicht, aus (47) die Zerlegung von D gemif
(1) in die Gestalt 72w zu gewinnen, wobei man bei 7 sowic bei A
zwischen geraden und ungeraden Werten unterscheiden wird.

22 Wenn /7(x) = 2" — & = o die Gleichung fiir & ist und 9 fiir 4 = o,
1, ..., 72— 1 die # konjugierten Wurzeln sind, dann ist ja
n(n-1)

Tz 2 1 £ (900)) = o (T 9@Y"* ™"
(—1" 2z (A®) LIf(%H) 7 (g[{w)

und IT M) = (— 1)? =1 G, woraus sich (46) ergibt. Vgl. Nr.4, wo fiir 7z =4
dhnlich verfahren wurde.

2 Ist 7 eine ungerade Primzahl g, so wird (4,2) = 1 und (47) deckt sich
mit (17).



