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Uber einige Integralinvarianten,
die bei Flichenabbildungen auftreten.

Von Frank Lisbell in Miinchen.

Vorgelegt von Herrn R. Baldus am 7. Juli 1944.

In eciner im vorigen Jahr erschienenen Arbeit! wurden reelle
singularititenfreie Flachen r (%, v) und v (%, v) des euklidischen
Raumes, deren Punkte einander durch die Gleichungen # = #,
7 = v umkehrbar eindeutig zugeordnet waren, in den Um-
gebungen einzelner Paare entsprechender Punkte mit Hilfe von
Differentialinvarianten gegeniiber der Gruppe I' der ge-
meinsamen Parametertransformationen der beiden Flichen,
nimlich mittels der Funktionen

I'1=Iu><rm izzl)uwi i:ruxvv'—xvwi
j: Dy — LDy

untersucht. Da diese Invarianten das Gewicht 1 haben, sich
also bei Anderung der Variabeln # und # ebenso transformieren
wie der Integrand eines Doppelintegrales [ff (%, v) dudv, so
liecgt der Gedanke nahe, aus ihnen Integralinvarianten
gegentiber T' zu bilden, die Paaren entsprechender Bereiche
der beiden Flichen zugehoren.

Dies soll im folgenden durchgefiihrt werden, und es sollen
cinige Eigenschaften der so gewonnenen Skalare und Vektoren
entwickelt werden; dabei werden sich zugleich anschauliche
Deutungen der friher eingefiihrten Differentialinvarianten er-
geben,

1. Flichenvektor und Fliacheninhalt.

Die Invariante {; (%, v) ermoglicht es, wie man weil}, zwei
Integralinvarianten des dem beschrinkten, mefbaren Be-

! Uber Differentialinvarianten bei Flichenabbildungen. Sitz.ber. d. Bayer.
Ak. d. Wiss,, Math.-nat. Abt., Jahrgang 1943, S. 217-237.
Mimnchen Ak. 8b, 1944 9
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reich @ der «#-v-Ebene entsprechenden Stiickes B, der Fliche 1
herzustellen,
den Fldchenvekior dieses Flichenstiickes?

(1) 31 =ﬂ@ iy dudv

und, wenn noch ein beliebiger der beiden stetig von # und v
abhingenden, gegeniiber I' absolut invarianten Einheitsvektoren
¢; von iy, durch dessen Wahl man der Fliche p eine bestimmte
Orientierung aufprigt, herangezogen wird,

den Fldicheninhalt von B,

(» Fy=[[ g oy dudv.

Unabhdngig davon erhilt man, ausgehend von {, und ¢,
(€3 X jg =0, €2 =1, ¢, stetig) den Fliachenvektor und den
Flacheninhalt des & entsprechenden Stiickes B, der Fliche .

Im Hinblick auf spiter vorzunchmende Verallgemeinerungen
wollen wir uns die Bezichungen in Erinnerung bringen, die
zwischen diesen beiden Arten von Integralinvarianten bestehen:

a) Die Fldache ¢ werde auf die orienticrte Ebene, deren Stellung
durch den konstanten Einheitsvektor ¢ gegeben ist und die durch
den Bezugspunkt O geht, senkrecht projiziert; der Rifl des
Punktes 1 hat den Ortsvektor

(2) PF=r—e-re=cexXrxe
Daraus folgt
eruty = ¢ (Fy— € £y®) (B — € £,0) = e Ty

d. h., wenn wir alle der RiBfliche zugehérigen Grofen durch
Striche bezeichnen,

(3) ejll = c]'1’

mithin, weil der Vektor j{, der iibrigens auch verschwinden
kann, auf der RiBebene senkrecht steht,

el ’
() fi = ¢ fie;
2 Hierzu vergleiche man A. Lotze, Systeme gcometrischer Analyse II,
Enz. d. math, Wiss. IT1, 1,2, S. 1535 u. S. 1536; dort ist namentlich auch

auf das im folgenden auf S. 111 hergeleitete Randintegral (6) hingewiesen.
Herr Lotze macht auch auf physikalische Deutungen aufmerksam.
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also ist der Flicheninhalt des Risses 9, von B,

(4 F|=¢§,
und sein Flachenvektor
4" 8 = oy = e e

Wihrend, wie man aus diesen Ausdriicken ersicht, das Vor-
zeichen von Fy von der Richtung von ¢, d. h. dem Drehsinn der
RiBebene abhingt, ist die Richtung von §, davon unabhingig,
niamlich allein durch den Umlaufsinn des Randes von 9B, oder
auch von B, bestimmt.

Es gibt somit, falls §; == 0, zwei sich nur durch die Orien-
ticrung unterscheidende Stellungen der Riflebene, in die sich
das Flichenstiick %; mit extremen Flicheninhalten projiziert,
nimlich die Stellungen senkrecht zu §,; in die unendlich vielen
zu §; parallelen Ebenen projiziert sich 8, als Fliche vom Inhalt
Null. Ist §; der Nullvektor, so hat die Projektion von ®; in
jeder Richtung verschwindenden Flicheninhalt. Allgemein gilt:

Der Flichenvektor des Risses eines Flachenstiickes

B, ist die in die Projektionsrichtung fallende Kompo-
nente des Flichenvektors von 3B,.

b) Da fir jeden Einheitsvcktor ¢ und jeden Vektor v

en < |o| (¢ und v reell)

ist, wobei das Gleichheitszeichen dann und nur dann gilt, wenn ¢
die gleiche Richtung wie v hat, was speziell fir v = o ecintritt,
so folgt, wenn v ecine stetige Funktion von z und v ist, durch
Integration bei konstant gehaltenem e

eﬂ@D a’zm’vé/]a

gibt man ¢ die Richtung des links stchenden Integrals, so er-
hilt man

(s) |ﬂ@ v dudv | :/\_ff() [v| doedw.

Die Gleichheit tritt dann und nur dann ein, wenn 9 cine kon-
stante Richtung hat.

153
v

h))

dudv;
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Wir wenden die Ungleichung auf v = {; an; das Gleichheits-
zeichen gilt dann fiir ebene Flichen ¢ mit einfachem Rand. Man
erkennt auf Grund der additiven Eigenschaft des Integrals:

Wenn das Fliachenstiick 98, auf irgendeine Weise in Teile
B, zerlegt wird, fir die die Fliachenvektoren existieren, so wird
das Integral ff |i;|dudv, dic ,,Oberfliche’ von B,, stes

gréfer als die Summe der Betrige der Flichenvektoren der Teile
oder allenfalls ihr gleich. Aus der Stetigkeit der Funktion ¢; (%, v)
folgt nun, daB sich die Einheitsvektoren der Vektoren {; in jedem
geniigend kleinen Teilbereich ), von 2B, untereinander und
daher auch vom Einheitsvektor e, ihres Integrales, des Flichen-
vektors dieses Teilbereichs, beliebig wenig, d. h. um einen be-
liebig kleinen Vektor o unterscheiden; daher kann man fir je
zwei Punkte des Teilstiickes die Differenz zwischen |[f,| und
[epiy| und daher auch den Unterschied zwischen den iiber den
Teilbereich B, erstreckten Integralen [ lj;| dudv und
S lepiy| dudv = | [fi; dudv | relativ zur Oberfliche dicses
Teilbereiches beliebig klein machen. Da nach dem Heine-Borel-
schen Satz diese beliebig starke relative Annidherung stets mit
einer endlichen Anzahl von Teilen %, erreicht werden kann,3
sofern nur & und somit auch B, als abgeschlossener Bereich
angenommen war, so bedeutet dies:

Die Oberfliche eines Flachenstiickes ist die obere
Grenze fur die Summe der Betridge der Flichenvek-
toren seiner bei beliebiger Unterteilung sich ergeben-
den Teile.*

3 Man vergleiche FuBnote 5.

4 Selbstverstindlich sind in dieser Aussage nur Zerlegungen in solche Teile
gemeint, fiir die die Doppelintegrale existieren. — Fiir die Summe der Seiten-
flichen der einbeschriebenen Polyeder des Flichenstiickes gilt bekanntlich
der Lehrsatz des Textes nicht, wie wohl als erster O. Holder 1882 bemerkt
hat, aber erst durch H. A. Schwarz allgemeiner bekannt wurde. Wir haben
oben das natirliche Seitenstiick zu dem Satze vor uns, dall die Bogenlinge
einer Raumkurve die obere Grenze fiir die Gesamtlingen der ihr eingeschrie-
benen Sehnenziige ist, wobei unter der Bogenlinge das Integral / |dvl zu ver-
stehen ist, in dem ¢ den Ortsvektor der Kurve bedeutet; das Analogon des
Flichenvektors ist niamlich bei der Raumkurve der Sehnenvektor fa/r, das
des Flicheninhalts die Linge ftdr, wo die stetige Funktion t einen der beiden
bertthrenden Einheitsvektoren bedeutet. — Wihrend es bei den Raumkurven
moglich ist, die Bogenlinge als obere Grenze der Umfiinge der einbeschrie-
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Bei einem iiberall reguldren Flachenstick kann ¢, durchweg
mit der Richtung von {; festgesetzt werden, so daBl ¢;{; > o
wird; dann ist die Oberfldche gleich dem Flicheninhalt.

c) Der am SchluB3 des Abschnittes 1, a stehende Satz veranlaf3t
uns zu folgender Uberlegung: Der Flicheninhalt des Risses B,
ist nur von der Randkurve von %, abhingig, nicht von der Form
der eingespannten Fliche; da also fiir jede Richtung ¢ die
Komponente von §; nach e durch den Rand 4; von 9B, allein
bestimmt ist, so schlieBen wir, dal §, schon durch die Kurve 4,
allein festgelegt ist, also das Fldchenintegral tber {, sich
als Randintegral ausdriicken lassen mul3. Dieses erhalten wir
am einfachsten, wenn wir den Fliachenvektor fiir den durch die
Punkte r (s) der als stetig nach s differenzierbar angenommenen
Kurve 4, gelegten Kegel mit der Spitze O berechnen, der sich
mit Hilfe der beiden Paramcter # und s folgendermaBen dar-
stellen 1aBt:

v=21(s) (O=f51);

wegen t, = I, v, = ¢ I, ergibt sich, wenn s die Bogenlinge der
Randlinie 4, und 7 ihren Umfang bedecutet:5

© Fi= [ oxnedids =y [ rxrds :l/szfx‘“‘

t=08=0

benen Polygone auch in gewissen Fiillen noch zu definieren, in denen die
Kurve nicht den Differenzierbarkeitsanforderungen geniigt, die in der Dif-
ferentialgeometrie gestellt werden miissen, scheint ein entsprechendes Vor-
gehen bei den Flichen nicht so einfach durchfithrbar zu sein.

8 Soll der im Text nur in seinen einfachen Grundgedanken skizzierte Be-
wels in allen seinen Einzelheiten durchgefiihrt werden, so ist zunichst nicht
nur die Kegelspitze als singulirer Punkt ebenso wie ihr Rif durch eine be-
liebig kleine Kugel, deren Radius man dann gegen o konvergieren 1i8t, und
den RiB ihrer Schnittkurve mit dem Kegel von der Integration auszuschlieBen,
sondern es muB vor allem auch vorausgesetzt werden, daB 4, ein Flichenstiick
umgrenzt, das in drei nicht komplanaren, nirgends die Fliche beriihrenden
Richtungen so projiziert werden kann, dafl die Beziehung zwischen Fliche
und Riebene umkehrbar eindeutig ist. Bei jedem reguliren Flichenstiick B,
liBt sich um jeden Punkt eine Umgebung angeben, fiir die das méglich ist.
Nach dem Heine-Borelschen Theorem kann %5;, wenn & ein abgeschlossener
Bereich ist, in eine endliche Anzahl solcher Flichenstiicke zerlegt werden; in
deren ibereinandergreifenden Teilen lassen sich schlieBlich Trennungslinien
ziehen, fiir die die Kurvenintegrale existieren. Diese heben sich liings gemein-
samer Randstiicke gegenseitig auf.



112 Trank Lobell
2. Spreizvektor, Spreizwert und Schiefe.

Die mehr oder weniger bekannten Tatsachen, die auf den vor-
hergehenden Seiten zusammengestellt wurden, regen zu dem
Versuch an, idhnlich aus den Funktionen § und j aufgebaute
Integralinvarianten zu untersuchen, nimlich

den Spreizvektor des dem Integrationsbereich & entspre-
chenden Paares von Flichenstiicken ¢ > v

n ¢ = f@j dudy,

und unter Zuhilfenahme cines beliebigen der stetigen Einheits-
vektoren ¢ (#, ) von {, fiir die also ¢ = 1 und ¢X{ = o, folglich
i=c-jc und (c¢j)? =j? gilt,

den Spreszwert des Paares 1 >

7 L= [ ci dudv;
ferner fithren wir noch cin
die Schiefe des Paares der Flichensticke

©) G “——[[@ Jj dudv.

Die hier vorgeschlagenen Benennungen sollen spiter (in Nr. 4)
gerechtfertigt werden.

Durch die Entscheidung fiir cine der beiden Vektorfunk-
tionen ¢ ist, wie wir sagen koénnen, die Abbildung r > v orien-
tiert; ist {=o0, so sei ¢ eine willklirliche Einheitsvektorfunktion.

Wenn 1 (%, v) == v («, v) ist, d. h. je zwel entsprechende Punkte
der Flichen sich decken, gehen Spreizvektor und Spreizwert in
den doppelten Flichenvektor und den doppelten Fliacheninhalt
iiber, die Schiefe aber verschwindet.

a) Werden die beiden Flichen r und v auf eine und dieselbe
Ebene durch O senkrecht projiziert, und zwar in der Richtung
des Einheitsvekters ¢, so ergibt sich fiir die Ortsvektoren der
Risse

(2" f=exXrXe v =cxXpxe
die Bezichung
¢ (Fy X Dy g X 0y =
e(r,—e1,0) (D€ 1, 0) —c (F,— ¢ 1,0) (v, — ¢ h,0)
¢ (/ru X By— 1y X l)u>
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oder

() ef’ = ef,

folglich, weil § zur Riflebene senkrecht sein muB,
©) I'=c-fe

Demnach wird der Spreizwert und der Spreizvektor des
Paares der RiBBfldchen 1" -y

L =_/f(3 ei' dudv :_/];5 el dudv,

d. h.
(10) E = ¢C,
und
(10") ¢ =rc-Ce

Dies zeigt, dal es, falls € == o ist, zwei nur im Drehsinn ver-
schicdene Stellungen der Riflebene gibt, fir die der Spreiz-
wert des Rilpaares cine extreme Grifle besitzt, ndmlich die
senkrecht zu €, und unendlich viele Projektionsrichtungen, fiir
dic der Spreizwert der Risse verschwindet, nimlich die
senkrecht zu €. Ist € = 0, so ist der Spreizwert des RiBpaares
fiir jede Projektionsrichtung null; dies gilt speziell fiir jedes Paar
von entsprechenden Stiicken relativer Minimalflichen, da fiir
solche j = o, also stets € = o ist. Nach (10) und (10) gilt:

€] = |2}

Beischriger Parallelprojektion des Flichenpaares in der
Richtung ¢ auf eine Ebene mit dem Normalvektor ¢ (¢/2 = 1)
wird demnach der Spreizvektor € ein Vektor senkrecht zu dieser
Ebene, dessen Komponente in der Richtung ¢ die GroBe ¢ € hat,

Ce — Ce

also ¢ =¢' - - ; der Spreizwert wird also dann Z =—,.
ce cc

b) Die Ungleichung (5) auf S. 109 liefert fiir v = {
) €] <[] 13| dudo;

dabei findet die Gleichheit dann und nur dann statt, wenn {
konstante Richtung hat. Hicraus ergibt sich folgendes:

Wenn der Bereich & irgendwie unterteilt wird, derart, daB fiir
jeden der Teilbereiche der Spreizvektor existiert, so wird der
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»Spreizbetrag” [f o 1] dudv nie kleiner sein kénnen als die
Summe der Betrige der Spreizvektoren der den Teilbereichen
entsprechenden Paare von Flichenstiicken. Macht man aber die
Teile nur geniigend klein, so werden sich wegen der Stetigkeit
von ¢ (%, v) diese Vektorenbetrige den Teilintegralen [f [f|dudv
beliebig annihern, und zwar relativ. Daraus ist, wicder unter
Beiziehung des Heine-Borelschen Satzes, zu folgern:

Der Spreizbetrag eines Paares von Flichenstiicken
istdieobere Grenze der Summe der Betrdge der Spreiz-
vektoren der irgendeiner Unterteilung von & ent-
sprechenden Fliachenstiickpaare.

Man bemerke, daB immer dann, wenn j in & nirgends ver-
schwindet, wegen der Stetigkeit von j die Richtung von ¢ iiberall
ibereinstimmend mit der von { festgelegt werden kann, so dafl
jce=li|= ]/12 wird; dann ist also der Spreizbetrag cinfach
gleich dem Spreizwert:

(11 ﬂ-@jc dudv =ﬂ;]/175 dudv,

wo sich der Radikand in folgender Weise durch die zehn Funda-
mentalgréBen 1. O. des Flichenpaares® ausdriickt:

=1 e — 2 By Vot Ko 05 2 10y 10— (Futp)®—(Eul)®

¢) Kann man auch eine Bezichung zwischen den Schiefen
eines Paares von Flichenstiicken und des Paares ihrer
Risse in der Ebene ¢ aufstellen?

Nach (2’) ergibt sich
. 1 11
A 0 e N
(ru_ € rue) (?u— € T)UC) —- ():v'_ [ rue) (‘)u'— € ,')u.e)
=j_c):u' D¢ =+ erp” pue;
dies kann man mit Hilfe des Affinors
(12) V=T " D Fp " Doy

einer dyadischen Differentialinvariante gegeniiber I'
vom Gewicht 1, so ausdriicken:

(13) J =j—cue.
8 Vgl. Math, Zeitschr. 49 (1943) S. 428.
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DemgemiB ist die Schiefe des Rilpaares, wenn die dyadisc ke
Integralinvariante des Paares der Flachenstiicke ¢ -

(12") ﬂ;; tdudv=H
gesetzt wird,
(13") G'=G-—e¢He

Die Beziehung (13) 148t erkennen, dafl fiir jede zu einer
der Flichen y oder 9 an der Stelle (%, ») normale Richtung e
im besonderen

J =i

wird, da ersichtlich fiire | ¢ ev=o, fiir e L v 1le=o0 ist.
Wihrend « nach (12) stets cine unvollstindige Dyade ist, wird
H im allgemeinen vollstindig sein.?

3.Integralbeziehungen.

Man wird sich fragen, ob der Spreizvektor und die Schiefe
sich wie der Flichenvektor durch Linienintegrale ausdriicken
lassen. Die SchluBweise, die bei diesem im Abschnitt 1, ¢ an-
gewandt wurde, versagt hier aber, weil wir nicht von vornherein
wissen, ob der Spreizvektor eines Paares von Flichenstiicken einer
Ebene nur von ihren, in bestimmter Weise aufeinander be-
zogenen Rindern abhingt und nicht auch von der wechsel-
seitigen Zuordnung der inneren Punkte; dasselbe gilt von der
Schiefe. Wir konnen aber versuchen, den verallgemeinerten
GauB-Stokesschen Integralsatz fiir die Ebene anzuwenden, der

lautet:
B ol - .
f[ (an )a’ua’u—jb(udu—r%dv),

wo 4 die im positiven Sinn durchlaufene Randl!inie des einfach

? Den Beweis fiir diese Behauptung liefert das Beispiel der beiden Parabo-
loide 1 = uey + vey + 22wey und § = ey - vey - (434 2%) ¢5, Wa ¢y, Ca, €4
untereinander senkrechte Einheitsvektoren bedeuten; zum Integrationsbereich
0=u=1,0 = v = 2gehort dann der Affinor H=2((e; 4 2¢5) * (¢4 2¢5) —
(eg + ca) (g + ¢€a) - ¢g - €3), dessen drei linke Vektoren und dessen drei
rechte Vektoren je ein nicht verschwindendes dreifaches Produkt haben,
woraus folgt, dall H eine komplette Dyade ist.
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zusammenhingenden Berciches & der #-v-Ebene und U (%, )
und B (, v) stetig differenzierbare Funktionen irgend welcher,
aber gleicher Art, d.h. entweder Skalare oder Vektoren oder
auch Affinoren bedeuten. Mit

U=1rXyp,und B=71 Xy,
ergibt sich

W, =1xrx Y = Ty X 9, und B, =1 X Dou T Fu X Do

wenn wir voraussetzen, dal3 r (#, v) und v (%, v) gemischte Ab-
leitungen 2. O. besitzen; setzen wir weiter voraus, dafl diese
stetig sind, so erhalten wir

/f@jdudv =.[ﬁ><(1)ua’z¢+t)vdv) 1>< dy,

b,—b,
folglich, da
d@xuy:;xdp+d;xuimd/‘duxuy:o

ist, L
(g C=[rxdy=[vxdx=")[(xdy—drxy).
by—b. Jby—b, S by~rb,

Nach diesem Verfahren kénnte auch die Formel (6) bewiesen
werden; jedoch ist zu beachten, daBl dann hoéhere Differenzier-
barkeitsanforderungen an die Funktion r gestellt werden miiBten,
als es im Abschnitt 1 notig war,

Auf die gleiche Weise finden wir, wenn wir {iberall skalare
oder dyadische Produkte statt vektorieller bilden,

1 G=[rdy=—[vdr=1,[(xdy—vdy),
(15) [y ./ vy =" [(rdy —yar)
16 H={[rdy=— =1 redy—dy-
(16) [ bi—b l)l—'bg f2 -[ g,-’ ’ 2

Diese Integralformeln enthalten den Lehrsatz:

Der Spreizvektor und die Schiefe ecines Paares von
Flichenstiicken hingen nur von deren Rindern und
ihrer gegenseitigen Zuordnung ab, nicht aber von der
Art des wechselseitigen Entsprechens der in sie ein-
gespannten IFlichen, ja nicht cinmal von deren Form.
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Ferner zeigt sich:

Paare geschlossener zweiseitiger IFlachen, die um-
kehrbar eindeutig und tiberall regulidr aufeinander
abgebildet sind, haben verschwindenden Spreizvektor
und verschwindende Schiefe,

Deuten wir ¢ (2, v) als Kraft, die auf den Punkt p (z, v) wirkt,
so erkennen wir aus (15) G als die Arbeit, die beim Umfahren
der Randlinie der Fliche r zu leisten ist; die Bedingung dafir,
daB das System der Krifte y konservativ sei, ist also, daf3 die
Abbildung r -9 an jeder Stelle verschwindende Schiefe hat:
j=o.

Sind » und v Stiticke von Ebenen gleicher Stellung e
(¢ = 1), und fithren wir in diesen rechtwinklige kartesische
Koordinaten x, ¥ und z', ¥’ mit gleichgerichteten Abszissen- und
gleichgerichteten Ordinatenachsen ein, so erhilt man aus (14)
cine Verallgemeinerung der Leibnizschen Formel fur den In-
halt 7, eines geschlossenen cbenen Flichenstiickes, 2 /7 =

/‘b(xa’y — ydx):

(14" F o= / (xdy — ydx").

by

Aus (13) entsteht die Gleichung

(15" G = [ (vdx' +ydv').
S by=rbs

Die Integralformeln (14) bis (16) wollen wir anwenden, um
auf kiirzestem Wege die Betrachtungen in Abschnitt 2, ¢ zu
verallgemeinern:

Die beiden Fliachensticke rund v mogen in verschiedenen,
durch die Einheitsvektoren ¢; und ¢, gegebenen Richtungen
auf zwei durch O gelegte Ebenen senkrecht projiziert
werden; dann wird fiir die Rifflichen, deren Ortsvektoren

(2" ti=cp X p X ¢y und 1)"=°2X DX €

sind, wenn mit o irgend cine distributive Verkniipfung Dbe-
zeichnet wird,
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[x’oa’v’ =[(x—c1-xc1>°(dv~cz-dvee)

b;—’bn br—’bn

=fxoa’v—.clo 'xcl'dl)——fr-cfve«.»oez+clocz']'elx-a’vcm

by—bs J bt bimsbs by—bs
also
f t'ody = [ rody—cioeH—Hezoe, 4 ey0cs-eHe,.
bi—rbs bi—ba

Folglich erhalten wir, wenn wir nacheinander die hier ange-
wandte allgemeine Multiplikation durch die vektorielle, die
skalare und die dyadische ersetzen:

(17) € =€+ e¢;H Xey+e X Heyg + ¢4 X ey e5Hey,
(18) G =G —eqH ey — ey Hey 4 eqey - ¢Hey,
(19) H =H-—e -e,H—Hey 05 4 0¢q 0y eHe,.
Aus (19) folgt:
¢;H' =0 und H’e¢, = 0.
Fir e; == ¢, = ¢ geht, da

Hc—cH=/(,r-a’t)e—cr-a’t))= /'ex(rxdz)):ex@
b Jy

y—+ba 11— bs

ist, (17) in (10") tiber, wic es sein muB; unter derselben Voraus-
setzung wird aus (18) ohne weiteres (13"), wihrend wir nach (19)

erhalten:
H=H—e¢-¢ed—He-¢e+c-c-cHe.

In (17) bis (19) darf €, G, H durch j, j, v ersetzt werden.

4. Anschauliche Deutungen.

Beim Aufbau der Differentialgeomertie sollte man sich folge-
recht auf den Standpunkt stellen, dal der IFlicheninhalt eines
gewolbten Flichenstiickes® durch das Integral (1')zu definieren
sei; man mul} dann nachweisen, dafB3 diese Definition dem Han-
kelschen Permanenzprinzip Geniige leistet, d. h. den Begriff des

8 Herr S. Finsterwalder schliigt bei Flichen den Ausdruck ,,Wélbung”
statt Kriimmung vor, so dafl also von der ,,mittleren Wolbung* und dem
», Wolbungsmaf‘c zu sprechen wiire,
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Inhaltes eines ebenen, geradlinig begrenzten Flichenstiicks im
elementargcometrischen Sinn umfaft. Unter einem #hnlichen
Gesichtspunkt wollen wir die anschaulich geometrische Be-
deutung der im Abschnitt 2 eingefithrten Integralinvarianten
dadurch zu erkennen suchen, dafl wir ¢ und 9 als Ebenen an-
nehmen, auf denen # und » allgemeine kartesische Koordinaten
bedeuten, so daB sie dadurch affin aufeinander bezogen werden;
wir kénnen also, wenn wir die Ebenen so lagern, dal} ein Paar
entsprechender Punkte in O fillt, folgende Darstellung zugrunde
legen:

(20) r=uua-+vb, v=uwud 4+ o0,
wo die konstanten Vektoren a, b, a’, b’ allgemein nur den Be-

dingungen unterliegen:

axXb=Fo, a XV o
Wegen
y=10a, Iy = b, Dy = al, B, = b’
wird

(20") jy=axXb, f=a" XV, f=axb —bxa, j=ab —a’b.

Wenn wir das Quadrat, das in der #-v-Ebene zwischen den Ge-
raden # =0, v =0, # =1, v =1 liegt, als Integrationsbereich
& withlen, so finden wir
(20") S1=1n B=j» C=i, GC=j;
je nach der uns noch freistehenden Wahl des Einheitsvektors ¢
von € ist
E =4 |G|
A. Spreizwirkung einer Affinitit.

Wir miissen verschiedene Fille gesondert behandeln:

a) Die Ebenen r und p seien einander nicht parallel:
(1 x4z 7 0).

Wir wollen dann ihre Schnittgerade in beiden Ebenen als
Koordinatenachse verwenden.
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o) Die Schnittgerade von ¢ und 4% entspreche sich
nicht selbst:?
(i1fef == 0).
Ein Beispiel fiir diesen Fall erhalten wir, wenn wir setzen:
a’ =b.
Es wird dann wegen ¢’ X6 = o
i=C=ax?t.

Da a und ¥’ die beiden Vektoren sind, die vermoge der Affini-
titen <,y dem in die Schnittgerade fallenden Vektor a’ = 6
entsprechen — genauer gilt vermoge 1=y a->a’ und vermoge
p->1 b'>D —, so kann der Vektor oder, besser, die Plangrée €
als kennzeichnend fiir eine ,,spreizende’” Wirkung der Affinitit
1> angesehen werden; natiirlich mull man, um diese Wirkung
auf Grund von Linge und Richtung des Vektors € beurteilen
zu konnen, die GréBen und Stellungen der von den Vektoren-
paaren a, b und ¢, 0" aufgespannten Parallelogramme, d. h. die
Flachenvektoren §; und &, mit beriicksichtigen. Da, wenn §;
und §, (nicht komplanar mit €) gegeben sind, die Vektoren a
und §’, wie wir sogleich genauer sehen werden, durch € bestimmt
sind, so diirften damit, wenigstens fiir den bis jetzt betrachteten
Fall, diec Benennungen ,,Spreizvektor des Paares der Flichen-
stiicke r->v* fir € und ,,Spreizwert von p->p** fir / gerecht-
fertigt sein.

Erfassen wir aber alle zwischen zwei nicht parallelen Ebenen
moglichen Affinititen, bei denen sich die Schnittgerade nicht
selbst entspricht, mit der oben gemachten Annahme o' = 0?
Um die Antwort auf diese Frage zu finden, kniipfen wir an die
bei fritherer Gelegenheit!® schon gegebene Darstellung der af-

® Siehe S.223f. der in Fufnote 1 angefiihrten Arbeit (die von jetzt an
kurz mit 1 bezeichnet werde).

10 Siehe 1 S. 222, (8a) und (8b). Aus den dort angestellten Uberlegungen
geht auch hervor, dall, wenn €F,§, + o, die Vektoren Fy, §,, € die Affinitit
t = v eindeutig festlegen; dies kann man aber auch leicht dadurch bestiitigen,
daB man wie im Text a = {F, X Cund b —={F, % §, annimmt, fir a’ und &'
aber zunichst Linearkombinationen von §; X §, und & X §, ansetzt, deren
Koeffizienten sich dann aus den Forderungen (20') und (20”) eindeutig 0,
wie oben (auf der niichsten Seite) angegeben, bestimmen Iassen. g, §a, § und/
geniigen einer Identitit (vgl 1, GL (9). S. 222).
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finen Beziehung zwischen den Umgebungen entsprechender
Punkte eines Flichenpaares durch die Invarianten {,, s, } an:
Ist nicht nur die Affinitit zwischen den Ebenen t und 9 gegeben,
sondern sind sogar die Vektoren &y, § € — und zwar, ab-
gesehen von der einzigen einschrinkenden Bedingung §18.C o,
beliebig — vorgegeben, so entspricht

dem Vektor a = { §; X € der Vektor a’ = { F; X Fa,
dem Vektor b = { §, X §, der Vektor 6" = { Ex §,;

in der Tat finden wir durch Anwendung der Zerlegungsformel
der Vektorrechnung

axb =—0CCFF 3y, a'Xb =—CCFF, Fe,
axbh'—bxa =—TCFFs - C,
und wir brauchen nur
C=1:1 —€5.3,

zu setzen, um zu errcichen, daf3 die Bezichungen (20") und (20"
erfiillt werden. Dabei ist folgendes zu bedenken: Wenn wir
wiinschen, daB o’= b wird, so miissen wir den obigen Ansatz
machen; die beiden Vorzeichenwahlen aber, die bei T getroffen
werden konnen, fithren zu derselben affinen Abbildung der
Ebene p auf die Ebene p. € wird jedoch nur dann reell, wenn
€§.8.<<0 ist. Wollen wir aber auch dann, wenn CF;F,>>o0 ist,
reelle Vektoren a=-a’ und b—=6" bekommen, so brauchen wir nur
die Bezeichnungen a und b untereinander zu vertauschen und
als Folge davon auch die Bezeichnungen o’ und b'; es wird

dann

— b,
und wir erhalten die Vektoren aX 0, a’X b, ax b —bXa' mit
umgekehrtem Vorzeichen wie oben, so dall mit

C=1: 1/ C818e

die Gleichungen (20") und (20”) erfiillt werden. — Einen wesent-
lichen Unterschied gegeniiber dem zuerst ausfithrlich betrachte-
ten Fall a'= b bictet der Fall g == 0/ nicht.
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Soll die einer Abbildung zukommende Spreizwirkung an sich
gekennzeichnet werden, so werden wir etwa vercinbaren, den
Integrationsbereich & so anzunehmen, daf3 der Betrag der Plan-
grofe §, gleich der Einheit wird; da das gleiche Ergebnis durch
Division der Vektoren a, b, a/, b" durch eine der Quadratwurzeln
aus |§,] erreicht wird, weil sich dabei die Invarianten {y, f,, {, s
oder auch §;, §o, €, G im MabBstab 1: |§,| indern, so wird fiig-
lich, je nach der Wahl von ¢, 4 €: |§,| als ,,Spreizvektor der
Abbildung r->y** schlechthin bezeichnet werden diirfen. Wollen
wir dies auf die affine Beziehung zwischen den Beriihrebenen
zweler regulir aufeinander abgebildeter, gewdibter Flichen
und y in entsprechenden Punkten anwenden, die von dieser Ab-
bildung induziert wird, so miissen wir den Vektor { durch
W = ¢, j; = = |i;] dividicren; so werden wir dazu gefiihrt,

(21) I=1:W

als Spreizvekior der Abbildung p->p im Punktepaar
(%, v) zu erkléren.
B) Die Schnittgerade von r und y entspreche sich
selbst:t
. (f1iaf = 0).
Es kann dann jedenfalls
a'=2xa

angenommen werden; wegen (a X b) X (a’ X b") &= 0 (s.S. 119)
wird a-ba’d’ == 0 und a’-abbh’ == o, also

abb’ - a’bb’ = A (abb')? = o.

In diesem Fall kénnen wir sagen, daB dic Affinitit ¢ -9
keine ,,entfaltende’* Wirkung mehr habe wie im Fall o), da sie
die der Schnittgeraden parallelen Vektoren nicht aus ihrer Rich-
tung herausschwenkt; wir konnten demgemill den hier ver-
schwindenden Skalar {4i,1 zur Bildung eines Males der ,,Znf-
faltung' heranzichen, zu welchem Zweck er nur durch eine
skalare Differentialinvariante vom Gewicht 3 dividiert werden
miilte, also etwa durch W3. Eine ,,spreizende’ Wirkung aber

11 Siehe 1 S. 223 f.
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kénnen wir auch jetzt noch darin schen, dall jeder Vektor 8, der
in die Schnittgerade fillt, in einen zu ihm zwar parallelen, aber
im allgemeinen von ihm in der Linge, unter Umstinden auch
in der Richtung verschiedenen Vektor A ¢ tbergeht; der diese
Wirkung kennzeichnende Skalar A wird aber durch € festgelegt,
und umgekehrt € durch ihn, weil ersichtlich gemi8 (20"") und
(20") gilt:

(22) C=F1 A +Fa:h

Auch hier erscheinen also die Benennungen ,,Spreizvektor
fir € und ,,Spreizwert'’ fiir £ als begrundet.

Und auch hier wird man in dem allgemeinen Falle gewdlbter
Flichen r ey die absolute Differentialinvariante § ={: W als
Spreizvektor der Abbildung ¢ ->v an der Stelle (%, ) bezeich-
nen dirfen.

b) Die Ebenen r und 9 seien parallel:
(f1 X iz =0).

«) Besitzt die Affinitit r -y auf demselben Trager genau
zwei getrennte Fixrichtungen, so wihlen wir die Vektoren
a und b in diese fallend (a X b == 0) und erhalten

a'=qp;aq, b'=u,b,

wo p; und @, die linearen AbbildungsmaBstibe fiur die Fix-
richtungen bedeuten; es ist pqie == 0, ferner py == p,, weil sonst
jede Richtung fix wire.

GemiB (20") und (20") wird

(23) B ==y, €= (py + o) T

In dhnlichem Sinne wie im vorigen Abschnitt a, § der Skalar A
kann jetzt die Summe gq + @y als MittelmaB fiir eine spreizende
Wirkung der Affinitit betrachtet werden. MiBlich ist nur, daf3
; und p, imaginir werden koénnen; jedoch koénnten wir uns,
wenn dies als stérend empfunden wird, auch auf die Bezichungen

(237) o = 1m2,7531, C = (my ~+ my) cos 3§,

stlitzen, die die stets reellen ,,HauptmaBstibe® 2, und »2, und
Miinchen Ak, Sb, 1944 10
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den ,,Verdrechungswinkel & enthalten'® um auch im Falle
imaginirer Fixrichtungen eine reelle Deutung des Spreizvektors
vor uns zu schen.

Auch hier mdge, wenn t und y gewdlbte Flichen sind, die
einander mit parallelen Flichenelementen entsprechen (¢; =

Fea=(£) o),
(24) S=1: W= (1 -+ re) ¢ = (2 4 my) cos 5 ¢4

der Spreizvektor des Flichenpaares fiir die Stelle (z, v) heil3en.

Da das Verschwinden von { kennzeichnend daftr ist, dall
¢ und y in den Punkten (2, v) parallel sind und die von der Ab-
bildung r->y auf der den Beriihrebenen in diesen Punkten ge-
meinsamen uneigentlichen Geraden induzierte Projektivitit eine
Involution ist!3, in diesem Falle aber je zwel entsprechende
Strahlen durch die Fixstrahlen harmonisch getrennt werden, so
kann man auf den Wunsch verfallen, allgemein 3 durch das
Doppelverhiltnis & auszudriicken, das die Fixstrahlen mit
irgendeinem Strahl und seinem Bildstrahl bestimmen; es ergibt
sich & = pq: 1y, folglich, wenn noch der Flichenmalstab
der Abbildung M = pu, = mymt, hinzugezogen wird, wegcn

Pp e = ]’/H1P~2 (VELl e ]/V-z : P-l)

e 1 e 1 RS )
(24) 3 = (]” 4+ ﬁ) V Me; = (.l/_'a,—— J ud) l/—Mcl,
also

i 1
S“: (d’—'r-;]—l— 2) M.

B) Wenn die Affinitit r->y nur eine Fixrichtung hat, die
dann immer reell ist, so ist sie dic Verbindung einer Scherung
mit einer reinen Streckung, und wir kénnen

"=upa, ¥ =pb+va (a X b=F0, p3F0,v=Fo0)
annehmen. Hier wird
Sa=p2r,  C=2pFy;
(24") 3

12 Siehe 1 S.2206f.
13 Siehe 1 S. 233.
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v) Diese Gleichungen gelten auch im Fall der reinen Streckung
(v = 0) im MaBstab p 5= 0, speziell auch im Falle der Identitit
(w=1), wenn also jede Richtung fix ist.

Alles in allem kénnen wir die Namen Spreizvektor und Spreiz-
wert auch in diesen Fillen als gerechtfertigt erkennen.

Daraus, daf3 { nicht verschwinden kann, wenn p und 9 nicht
an entsprechenden Stellen parallel sind, darf Gibrigens nicht ge-
schlossen werden, daB [f|, wenn dieser Parallelismus nicht statt-
hat, ein von dem Winkel zwischen den entsprechenden Beriihr-
ebenen abhingiges Minimum besitzen miifite; vielmehr hat,
wic man im Fall A, a leicht geometrisch erkennen kann, wenn
man die Linge von a = b’ unbeschrinkt wachsen 14Bt, sogar bel
Beschrinkung auf flichentreue Affinititen [f] stets die untere
Grenze o, die, auBBer eben in dem Falle paralleler Beriihrebenen,
nie erreicht werden kann.

B. Schiefe einer Affinitaf.

Auch zur anschaulichen Deutung des Skalars & wollen wir
zwel affine Ebenen p—-t in der Darstellung (20) heranziehen; es
wird dann fir den schon frither benitzten quadratischen Inte-
grationsbereich &, wie wir sahen,
<20/II) G :j’
wobel 7 = a b’ — a’b ist.

Eine irgendwie vorgegebene Affinitdt -9 kann nun mit Hilfe
von zwel beliebig, nur linear unabhingig in ¢ angenommenen
Vektoren a und b dargestellt werden; a’ und b’ in v sind dadurch
bestimmt, und zwar ebenfalls als linear unabhingige Vektoren,
falls die Affinitdt r->y nicht entartet ist, was wir hier ja durch-
weg ausschlieBen. Wir kénnen aber auch a in p und unabhéngig
davon b’ in y beliebig wihlen, mit der einzigen Einschrinkung,
da b' nicht zu o' parallel scin darf.

a) Zunichst entspreche nicht jedem Vektor von r ein
zuihm senkrechter Vektor in §. Dann kénnen wir ein Paar
senkrechter Vektoren a in r und b’ in ¢ finden, so daB wegen
ab'=o

G=—a'b

10+
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wird. Das Verschwinden von G bedeutet hiernach, daB3 einem
beliebigen derartigen Vektorenpaar a_L b’ in ¢ und 9 vermoge der
Affinitit p2y stets wieder ein Paar senkrechter Vektoren a', b
in y und ¢ entspricht. Nennen wir in diesem IFall die projektive
Bezichung zwischen zwei durch die Affinitit cinander zugeord-
neten Strahlenbiischeln der Ebenen r und 9 — bei der also jedem
Paar senkrechter Strahlen, von denen der eine in ¢, der anderein g
liegt, wieder ein Paar senkrechter Strahlen entspricht, von denen
der eine vy, der andere ¢ angehort —, kurz ,lotrecht’ oder auch
sgerade’, so ist allgemein der Wert von & als ein Maf fiir die
Abweichung von der ,,Geradheit’ anzusprechen, und es wird
nicht als fernliegend empfunden werden, wenn wir & die ,,Schiefe
des Paares der Flachenstiicke ¢ = 9 nennen; G ist das negative
Skalarprodukt irgend zweier Vektoren, die zwei beliebigen senk-
rechten Vektoren entsprechen, dic in den beiden Ebenen liegen,
wobel nur die Vektoren so normiert zu denken sind, dal3 sie
die vorgeschriebenen Invariantenwerte ergeben.

Um ein Schiefenmal3 fiir eine beliebige regulire Bezichung
zwischen zwei gewélbten Flichen g und v in den Umgebungen
eines Paares entsprechender Punkte zu crhalten, werden wir wie
frither durch Multiplikation der Berithrvektoren mit geeigneten
Skalaren die Invarianten so reduzieren, da@ i; ein Einheitsvektor
wird; es heille demgemif}

(25) J=7:W

diec Schiefe der Abbildung -9 in dem Punktepaar
(2, v).

Besonders leicht zu tiberschauen ist die Bedeutung von G
oder / dann, wenn es sich bei r und y um parallele affine Ebenen
handelt; auf diesen Sonderfall aber lifit sich der allgemeine Fall
affiner Ebenen, die nicht parallel sind, durch senkrechte Pro-
jektion der Ebene v in die Ebene == v’ zuriickfithren; denn
nach der auf die Gleichung (13") (5. 113) folgenden Bemerkung,
die sich zwar auf ecie bezog, aber hier, weil §; und {, konstante
Richtungen haben, auch fiir ¢eHe gilt, dndert sich dabei G nicht:
es ist G'= G. Wenn &' den Verdrchungswinkel und 2, 2, die
HauptmaBstiibe dieser Hilfsabbildung r - v’ bedeuten, so wird
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nach derselben Bemerkung, wie bei friherer Gelegenheit!® ge-
zeigt wurde, wegen (20""'), da W unveridndert bleibt,

(26) G = j=— (m -+ my) sin & W;

das Verschwinden von G ist demnach charakteristisch dafur,
daB der Affinor p -1 symmetrisch ist'%, so daf3 die GroBe
von G wesentlich als MaB fiir das Abweichen von der Symmetrie
gewertet werden kann, wofiir wir eben ,,Schiefe'* sagen wollen.
Wir kénnen auch hier die MaBstibe @, und 1, und dazu noch
den Winkel o der Fixrichtungen der Abbildung §->¢ heran-
zichen; o tritt nur in der Invariante /' = J in Erscheinung, nicht
aber in §, §; und &, wie (23) zeigt: es wird ndmlich
(27) J = (e — ) cotg @,
was man am einfachsten erkennt, wenn man vortbergehend die
Einheitsvektoren f;, f, der Fixrichtungen einfithrt und a = fj,
b = f, setzt, wodurch man zunichst mit f =f, X fy:sino
fi=singf, jo=ppesingf, § =(u-+uy)sinef,
J =7 = (pa—p) cos ¢
und dann nach Division durch ¥ = sin ¢ den oben angegebenen
Ausdruck fiur / erhilt.

7

Wenn ¢ = 4= 3 ist — diesem Fall ordnet sich auch der Fall

1

o

1L, = g unter —, so verschwindet die Schicfe; das steht in Uber-
einstimmung damit, daB dann der Affinor r - 9’ symmetrisch

ist. Die Abweichung des Winkels ¢ von -4 5 ist also in Verbin-

dung mit der GriBe der Differenz gy — u, ebenfalls ein Mal} fiir
das Abweichen von der Geradheit.

Istaber f; = - f, (sin ¢ = 0), so withlen wira =f,, b = ¢; X f;
dann finden wir, weil o' = pa, V' =va 4 pb wird (vgl. S. 124
unten),

(271) / =V

1 Fs handelt sich hier iibrigens um die bekannte Tatsache, dal fiir die
Symmetrie cines in einer Ebene wirkenden, aber auch eines riumlichen
Affinors das Bestehen der Gleichung ab’ = a’b fiir belicbige Paare entsprechen-
der Vektoren a = g/, b—> b’ notwendig und hinreichend ist; vgl. W. v, Igna-
towski, Die Vektoranalysis, Leipzig und Berlin 1926, Bd. I S. 89.
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b) Es ist nun noch die Mdglichkeit zu betrachten, dafl jeder
Richtung in ¢ die zu ihr orthogonale in v cntspricht; es
darf dann y nicht senkrecht auf v stehen (es muB also {11, == 0
sein). Diese Eigenschaft bleibt, wie sofort zu erkennen ist, bei
senkrechter Projektion der einen Ebene in die andere erhalten;
dadurch mufl demnach aus der Abbildung r 2% ecine Dreh-

. . L . .
streckung mit dem Drehwinkel 4= — — eine positive oder nega-
2

tive ,,Sttirzung‘* verbunden mit ciner Dehnung im Malstah
m'= m| = my = o — hervorgchen. Es wird daher

(26" G=—z2m W und J=—2m,

was sicher nicht null sein kann. Da hier der Faktor sin 8 von
~ (w2, + my) in (26) seinen maximalen Betrag angenommen hat,
so ist nur noch die Gréfe des jeweils — und zwar lateral — wirken-
den Dehnungsfaktors 72" fiir den Wert der Schiefe / maBgebend.

5. Ausdruck des Spreizvektors durch Flichenvektoren

AuBer den Flichen p und 9 wollen wir nun noch diejenige be-
trachten, die von den Punkten, die die Verbindungsstrecken je
zweler entsprechender Punkte p und y im konstanten Verhiltnis
7 : € teilen, gebildet wird, die also, wenn

E+n=1
angenommen wird, dargestellt wird durch
(28) g=Er-+mny.

Ordnen wir den Punkt 3 (z, v) den Punkten 1(z,v) und v (%, 9)
zu, so bekommen wir eine von der Parameterwahl unabhingige

Abbildung des Fliachenpaares p->t auf die Fliche 3.
Wegen

du X 3 = Ery ) X E1, 1Yy
= E2r, X 1y &M (B X 9y 9y X 1) 10y, X 9,

wird

(29) [/:gux o dudv = E2F; +E0C + 0 F.
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Dies gilt auch, wenn nicht tiberall in & 3, X 3, == 0 ist; auch in
diesem Fall moége das links stchende Doppelintegral der Flichen-
vektor des Fliachenstiickes 3 heilen, das den beiden zusammen-
gehorigen Stiicken B, und B, von ¢ und y entspricht.

Mit £ =4 =1/,, d. h. fur

5 =12 ()

erhalten wir aus (29), wenn wir den Flachenvektor von § mit §,
bezeichnen,

(30) €=4F3—38:1—3F.

Damit ist der Spreizvektor eines IFldchenpaares auf die
Flachenvektoren der einzelnen Flichen und ihrer
Mittenfliche zuriickgefihrt.

Hierdurch eréffnet sich ein leicht zu begehender Weg zum
Beweis des Integralsatzes (14) nach der im Abschnitt 1 an-
gewandten SchluBweise, fiir deren Durchfithrbarkeit nicht mehr
als die Existenz und Stetigkeit der ersten Ableitungen der Funk-
tionen p (2, v) und y (%, v) vorausgesetzt zu werden brauchten.
—- Fir die Giltigkeit der Beziechungen (15) und (16) scheinen
aber die weitergehenden Voraussetzungen, die im Abschnitt 3
gemacht wurden, beibehalten werden zu mussen.

Handelt es sich bei ¥ und p um zwei konvexe Fliachen-
stiicke einer Ebene, deren Normalvektor e sei (e?= 1), und
sind ihre Rinder mit gleichen Umlaufsinnen so aufeinander be-
zogen, dall ithre Tangenten in entsprechenden Punkten
gleichgerichtet sind, so ist der Spreizwert e € = £ der zwel-
fache gemischte Flicheninhalt der Eibereiche.1?

6. Beispiele

Im folgenden mogen fiir einige der wichtigsten Arten von
Flichenpaaren die Invarianten berechnet werden:

15 Man vergleiche hierzu L. Salkowski, Uber den gemischten Flichen-
inhalt zweier ebenen Figuren. Math. Zeitschr. 14 (1922), S. 230-235. — Im
allgemeinen liegt aber hier bei der Bildung der Raumfliche § = &1 + np
etwas anderes vor als die Bildung eines ,,Summenbereiches* oder einer
»,Linearkombination* im Sinne der Theorie der konvexen Korper.
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a) Es seien r und 9 Parallelflichen; es gilt dann

py=r-+p¢ (p = const.).

Wir finden, wenn wir die Kriimmungslinien als Parameterkurven
withlen, nach den Formeln von Rodrigues

Py = B, (1 +p V), B, =1, (1 + 2 Ny);

dabei sind V; und &V, die Hauptnormalkriimmungen. Folglich
wird

iy = (2 Zlp +KpDiy, =204t Jj=o,

wo A die mittlere Krimmung, X das Kriimmungsmafl der
Fliche r an der Stelle (#, v) bedeutet.

Aus (14) folgt im Verein mit (6), wenn wir {, dudv = df setzen,
fiir den von der Kurve 4 umrandeten Bereich ¥ von 1 die aus
der Theorie der Oberflichenspannung bekannte Beziehung:

2 | Hdf = ¢ Xdry;
[JHdf= [ exdr
dieser tritt bekanntlich die folgende zur Seite:
2 [ Hypxdf = ' X (e X dr).
[Arxdi= [ px(exdp

Nach (15) ist f 1dy vom Wege unabhiingig; dies ist aber wegen
1dy - vdr = d(ry) und ydy = rdy - pedy =1/,d (3?) trivial.

Ist 1 eine Fliche konstanter mittlerer Krimmung, so
erhalten wir fir die Parallelfliche im Abstand p =-—1:/
i = o; solche Flichen stehen also zueinander in der Beziehung
relativer Minimalflichen. Fir die Parallelfliche finden wir als
Wert der mittleren Krimmung —77. Umgeckehrt miissen dqui-
distante relative Minimalflichen entgegengesetzt gleiche miit-
lere Kriimmungen haben, deren Betrag gleich ihrem reziproken
Abstand, also konstant ist.

b) Reduzieren wir die Parallelfiiche im MaBstab 1: p, so er-
halten wir, wenn wir 1:p gegen o konvergicren lassen:

fe=Kl, =2/, Jj=o0;

natiirlich wire dies auch unmittelbar fiir die Abbildung der
Fliche p auf die Einheitskugel v = ¢ nach dem Prinzip
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gleichgerichteter Normalen zu finden gewesen. Die unter a) fr
Parallelflichen abgeleiteten Integralformeln gelten auch hier.
Der Spreizwert ist hier das auch sonst schon untersuchte Integral

E= 2/ H df, wo df fur c¢df gesetzt ist.
% .

¢) r und y seien die beiden Schalen der Evolutenfldchen
einer Fliche r (%, v), also

r=t—nkRk;, v=t—nR,

wo 11 einen Einheitsvektor der Normalen von v und £, = 1:V,,
Ry,=1:/N, die Hauptkriimmungsradien bedeuten; wieder seien
# und v Kriimmungsparameter. Da

I, =—nk F, =1, (1 — Ry Ry) — n Ry,

pRTA)
p, =1, (1 — Ry:Ry) —n Ry, by = —n Ry,
ist, so wird wegen 1, X n=—1, 2o r,x no=r, V2

ilzruklu (1—Ry: Ry) ]/1‘51 rfu iz =1, Ry, (1.—R2:R1) ]/1‘511‘5,
f=—n 1/1ﬁ(k1‘_R2>21 RiRy—1, Ry '|/325r3(R1_R2):R2+
+ 1’vjelv l/ ri:ri(]el—_[eﬁ:[el:

: 0 (Ry, Ry)
J :‘:RluRZU_RlvaL:‘*a(; 'Z/) B

In der wegen r,t, = o hieraus folgenden Gleichung j,1, = o
spricht sich eine bekannte Tatsache aus. Wegen

rXdy -FyXdr =
(t—nRy) X (dv—d (nR,)) + (r—1Ry) X (dv —d (nRy))
=2rX dv—rXd(W(R; + Ry))—(Ry-R)nXde+ 2R R,nxdn
=2vXdr—d((Ry+R)rXn)—2(R+Ry)nXdv+2 R R,nxXdn

finden wir gemif3 (14)

¢ =2§+ [bn X (RyRydn— (R4 Ry) dv),

wo § den Flichenvektor des Flichenstiickes ¢ bedeutet. — Die
Relation (15) kann hier nur zu der auf U = R,, V = R, an-
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0
gewandten, allgemein giiltigen Gleichung 2.£»a<<5—:5)2 dudv =

(UdV — VdU) fuhren, die mit der in Abschnitt 3 angefiithrten
b

Leibnizschen Formel identisch ist; durch Nachrechnen kann dies
bestitigt werden.

Fir Weingartensche IFlachen ¢ ist es charakteristisch, dafl
J =0, d. h. die Beziehung zwischen den beiden Evolutenflichen
»gerade'' ist; das bedeutet aber, da {;i, = o ist, nur, dal die
Lote entsprechender Beriihrebenen einander zugeordnet sind.

d) Fiir eine Flache und eine ihrer Evolutenschalen
erhalten wir die Beziehungen

r=r, =tr—nkRy,
also

Yy = Ty Ly = Ty

t)u:_ﬂRIw Uy =1y (1—R1: .Rz)——an»
. o - 0 0 , 0 Or or
folglich mit . Vl‘u 3?1’ 2v Vrv és;’ asl =t a—sz —h
oR
Si=m Jo=t; (Rg— Ry) 71 Ry, (also 3,35 =0)
1
oR R
& — : — -
S=nRy—R): Ry + 1, asl+t2 05y’

J =o.

Zum Schlusse sei darauf hingewiesen, daB3 zur Bildung der
absoluten Differentialinvarianten J;, J,, 5, / auch der Operator

1 0 0
@:W(’vau_”uay)

verwendet werden konnte, der in der Flichentheorie vielfach mit
groem Erfolg zur Untersuchung der Fliche p (%, v) heran-
gezogen werden kann'®, und durch den sich auch die verschiede-
nen Differentialparameter von Beltrami und von Darboux auf
einfache Weise ausdriicken lassen.

18 Vgl. z. B. Jahresber. d. DMV. 39 (1930), 2. Abt. S. 71, Aufgabe Nr. 82.



