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Über nichtnegative trigonometrische Polynome. 
Yon Otto Szäsz. 

Vorgelegt von A. Pringsheim in der Sitzung am 1. Dezember 1917. 

Den Ausgangspunkt meiner Untersuchung bildet der fol- 
gende in einer Arbeit des Herrn Fejér1) enthaltene bemerkens- 
werte Satz: 

A. Es sei 

T (() = X0 7j cos t sin t -)-••• -\- Xn cos nt -J- jj.n sin nt > 0 
(0<£< 2TT) 

ein nichtnegatives trigonometrisches Polynom w-ter Ordnung, 
dann gibt es eine wanze rationale Funktion höchstens M-ten Grades O o 

Y 0) = Yn + 7iz 4 h Y» z'\ 

so daß für jedes reelle t 

I/O) Il=eti = T(0- 

Schon Herr Fejér, sodann Herr F. Riesz, Herr Fekete 
und der Verfasser haben verschiedene Anwendungen dieses Satzes 
gegeben2). Ich fand mit Hilfe dieses Satzes einen Zusammen- 
hang zwischen den trigonometrischen Polynomen, die keinen 
negativen Wert annehmen, und zwischen gewissen Hermite- 
schen Formen. Auf Grund dieses Zusammenhanges konnte ich 

1) L. Fejér, Über trigonometrische Polynome [Journal für die reine 
und angewandte Mathematik, Bd. 14G (1915), S. 53—82], S. 55 — 59. Wie 
Herr Fejér bemerkt, wurde der vollständige Beweis erst von Herrn 
F. Riesz erbracht. 

2) Man vgl. 0. Szäsz, Über harmonische Funktionen und i-Formen. 
Erscheint in der „Mathematischen Zeitschrift“. 
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einige, teils neue, teils bekannte Sätze über trigonometrische 
Polynome und harmonische Funktionen beweisen. Späterhin 
ist es mir gelungen, einige dieser Sätze auf kürzerem Wege 
direkt aus Satz A) abzuleiten. Ich habe daher in meiner oben 
zitierten Arbeit den ursprünglichen Beweis dieser Sätze unter- 
drückt, um hier in einer besonderen Note —• mich auf das 
allein Notwendige beschränkend — den einfacheren Beweis 
mitzuteilen. Die Resultate lassen sich folgendermaßen zu- 
sammenfassen : 

Es sei 

1 -}- /j cos t f.i1 sin t -J- Xn cos nt -\- /i„ sin nt> 0 

dann ist 

1. \h — [xri\<\ = 

n 

2. £S|AS — f*si [ < n, 

(0£t<2n), (1) 

1 » + 

Bl 
3. £v|A2y JU2yi \ < 

râ 
d. 1jr\%2r+l  /-hi’+li ^ 

0 
+1 

n — 1 
 9 ' ' 

Die Fälle, in denen hier einmal Gleichheit gilt, werden 
im Laufe der Untersuchung genau bestimmt. 

Hieraus folgen entsprechende Ungleichungen für die Koef- 
fizienten trigonometrischer Polynome ohne konstantes Glied. 

§ 1. 

Es werde ju0 = 0 gesetzt; ferner sei 

/Q 1, As ,ua i Cy (s 0, 1, . .., n), 

dann ist offenbar 
n 

T(<) = £ft SsCse*1’, 
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und der Inhalt des Satzes A kann so ausgesprochen werden: 
Unter der Voraussetzung 

n 

1 -f 3d Lis cae
sti > 0 

1 
(0 < t < 2 n) 

lassen die c,, folgende Darstellung zu: 

n ti —v 

1 = CV = 2S7»+«y« (s = 1, 2, . . n). (2) 
0 ü 

Hieraus folgt1) 

c, I < 2 • 2>. r*+s ys j ! ya !2 + I y, |2 4 H 

+1?rla -h I Yv+i ,24 Hi'ni2; 

es ist also jedenfalls 

Kl <2 (v = 1, 2, , n). 

(3) 

Ist nun n — v < v, also v > , so ist sogar 

! c„ ! < 1 
(••>[!]) (4) 

In (4) gilt offenbar dann und nur dann Gleichheit, wenn 
in (3) Gleichheit gilt, also wenn: 

n —v n—v 

1) i Y*+s fs l = I Yr+I ys I, 0 0 
2) \ys =\yr+s\ (s = 0, 1, . . ., n — r), 

und wenn 

3) boIs + KIM Hr*—1,==*- 

Ich setze 

ys — Qsé*** (s — 0, 1, . . ., n), (5) 

ferner kann ich ohne Einschränkung der Allgemeinheit an- 
nehmen, dah #0 = 0, also y0 = ß0 0 ist. Die Bedingungen 1) 
—3) gehen jetzt in die folgenden über: 

*) Mit Hilfe der einfachen Ungleichung: 2 « t = a2 ff-i>s (cistO, 6^0). 
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1') »r+s — ''Is = (mod. 2 it) (s = 1,2, . . ., n — v), 

2‘) £>,.+s = Qs (s = 0, 1,..n — v), 

3') 0ü + Qi + • • • H” f>»î—v = I- 

Wühlt man also ) „, yx, . . j’„_v und t>r = t) beliebig 
aber so, daß 3) erfüllt ist, so sind durch 1) und 2) yr, . . . y„ 
eindeutig bestimmt, und zwar ist 

7v+s = yse
ai (s = 0,1, .. ., n — v). 

Man erhält also 

» 11 —V 11—V /tl — V \ 

X>}’s£
s = ysz + e!>iJß»ysz

r+s = ( 7S£
S) (1 + 

u o V o / 

und hieraus 

11 n —V 

\ 1J
S
 yS Z

S |l = eU = 2 I £» }’s Zs I ’= eu • [1 + COS (V t />)]. 
0 0 

Der erste Faktor ist offenbar ein beliebiges nichtnegatives 
trigonometrisches Polynom n — r-ter Ordnung mit dem kon- 
stanten Gliede 1; es ist klar, daß jetzt cy = eui ist. Es gilt 
also der 

Satz I. Ist 

T(t) = 1 -f- A, cos t + fix sin t -f- • • • -f- l„ cosnt + /<„ sinw £ > 0 

(0£t<2n), (1) 
so ist 

] ly — Uri I <1 1 (6) 

und Gleichheit gilt nur, falls r(£) die Form hat 

T (t) = [1 -j- öJ cos t -j- ßx sin t -(- • • • -(- a„_y cos in — ?•) t 

+ ß„-v sin (n — v)t] [1 cos (v t -f- fl)], 

wo der erste Faktor ein nichtnegatives trigonometri- 
sches Polynom und 0 beliebig ist1). 

l) Für reine Kosinuspolynorae vgl. Fejör, a. a. O., § 4. 
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§ 2. 

Aus (2) folgt 

n « »» 11—v / n \ 2 

I <; I y« i2 -f 2 I> Ds I yv+s ys I = ( Ss 1^1), 
o o io \ o ! 

und hieraus 
n 

XJ
5
 CS I < n + 1  

o 

Benutzt man wieder die Bezeichnung (5), so sind offenbar 
für Gleichheit folgende Bedingungen notwendig und hinreichend: 

1) ilr+s — >'h = &V (mod. 2 Ji) (s = 1, 2, . . ., n — r; 

v = 1, 2, . . ., ii) T 

2) I l'o i == I l’l 1 == ‘ ' - == I yn I = \/ . -y . 
y n-\- 1 

Aus 1) folgt für s = 1 

'd,.+i = <K + >\ (mod. 2n) (V = 1, 2, . . ., n); 

schreibt man !) statt t)\, so ergibt sich 

1   
Vn + 1 

(s = 0, 1, . . n), 

und die Bedingungen 1) und 2) sind jetzt erfüllt. Nun ist 
bekanntlich 

11 
£>(0+0» |2 = n -j- 1 -f 2 n cos (ß -\- f) -j- • • • + 2 cos M (<? + #), 

0 

und wir erhalten den 

Satz II. Ist 

r (#) = 1 -f- Aj cos t -(- /tj sin t ln cos n t -j- fin sin n t j> 0 

(0 <4 < 2 A), (1) 
so ist 

n 

üs I As — /rs 1 j < n (7) 
1 

und Gleichheit gilt nur für 
Sitzungsb. d. matb.-phys. Kl. Jabrg. 1917. 21 
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*(0 = 1+ n
2j^ï cos(# + 0 + 1- cosn(& + 0 

1 
w+ 1 

sin (# + 0 

. & +1 
sm 2 

(8) 

wo beliebig ist. 

Hierin ist ein Satz des Herrn Fejér enthalten1), wonach 
T(^)^w-j- 1 ist, und Gleichheit nur im Falle (8) gilt. 

Aus (7) folgt insbesondere 
n 

1 + Ss c„ zs I <7 n -f- 1 für | z < 1. 
1 

Es sei jetzt 

r (f) = a1 cos t -f- b, sin t -f-  • • + cos nt -j- bn sin n t 

ein beliebiges trigonometrisches Polynom höchstens w-ter Ord- 
nung, dessen konstantes Glied gleich Null ist. Es sei M sein 
Maximum und —m sein Minimum; M und m sind positive 
Zahlen und geben die höchste „Steigung“ bzw. die tiefste 
„Senkung“ von z(t) an. 

Oöenbar genügt das trigonometrische Polynom 

*00 + m a j bn .  =14-- cos t 4- • • • 4- sin ni 
m m m 

der Bedingung (1); also ist nach Satz II 

n 

]LJ
S
 \as — bsi \ < n  ?», 

1 

und Gleichheit gilt nur für 

as — b8i = 2m——7—r^Les':f‘' (s = 1, 2, . .., n). 
n -f- 1 

b Fejér, a) a. a. 0. S. 307, 1), § 3. — b) Sur les polynômes harmoni- 
ques quelconques [Comptes rendus de l’académie des sciences, Paris 
t. 157 (1913, II), p. 50G —509]. — c) Sur les polynômes trigonometriques 
[Ibidem, t. 157, p. 571—574]. 
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noms 

Ebenso führt die Betrachtung des trigonometrischen Poly- 
M—x (t) 

M 
zu der Ungleichung 

n 

S' I a» — bsi <n M, 
1 

und Gleichheit gilt nur für 

as — bsi = — 2 M - ^ "J”— e^1' (s = 1, 2, . . ., n). 

Es gilt also der 

Satz III. Bezeichnen M und — m das Maximum 
und Minimum eines beliebigen trigonometrischen Poly- 
noms, dessen konstantes Glied gleich Mull ist: 

T (t) = «j cos t bx sin t + ••-(- an cos nt -\- bn sin n t 

so ist 
1 " 1 " 

Us as — bsi I < m, 2J
S as — bsi < M, 

n i 1 n 1 : — 

und das Gleichheitszeichen ist in einer dieser Un- 
gleichungen nur für 

bz w. 

gültig 

; m 
Tx (:t) = “ X> (n-s-f- 1) cos s (?9 + t) 

71 -p L 1 

m 
n -f- 1 

' • w+1/'0 I V2 

sin —n— (y +1) 

sin 
!) + t 

— m 

 o Ti f n 

T2 (t) = (n — s + 1) coss (ß + t) 

M 
n 4- 1 

sin (ß + t) 

sm - 
ß -f t 

+ M 
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Auch dieser Satz ist die Verallgemeinerung eines Fejer- 
sehen Resultates1). 

Man beachte, daß das trigonometrische Polynom (9) auch 
in der Form geschrieben werden kann: 

T (t) = Us I as •— bs i ! cos (s t — ts), 

wo 

cos L — 
V a! + b's 

sin L = 
Vai -)- b' 

.as — bsi\ = ]/a| p- b‘ ist die Amplitude des Gliedes 
as — bsi J cos (st — ts) oder auch des Binoms as cos st bs sin st 

und wir können den Inhalt von Satz III auch so formulieren : 
Die höchste Steigung und die tiefste Senkung des 

» 

trigonometrischen Polynoms £js (®s cosst -|- bs sin st) ist 
1 

mindestens so groß, wie das arithmetische Mittel der 
Amplituden der einzelnen Glieder. 

Auf ähnlichem Wege findet man aus Ungl. (6) für T(t) 
die Beziehungen: 

— I av — by i ! < 1, 
m 1 - 

1 
M 

a y — by I!<1 für 

Also ist 

I a,, — b,.i j < m, M 

und die Fälle, in denen Gleichheit gilt, lassen sich leicht be- 
stimmen. 

§ 3. 
Aus (2) folgt 

r»-| r»] 
L 2 J fl L 2 J «—2v 

1 + Sv \C2v \ < I }’s I2 * + 2 Tt8\y2r + sya\- (10) 
1 0 10 

l) Fejér, a. a. O. S. 312, le) und S. 307, 1), hier ist für Kosinus- 
polynome mit positiven Koeffizienten auch schon das arithmetische Mittel 
der Koeffizienten als untere Schranke für m angegeben. 
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Es sei zunächst n ungerade : n — 2 x + 1 ; dann folgt 
aus (10) 

1 + S-|C2v! <(iJsi72s|) + S'l^+ll 

(y. + 1) Ss [ y2s |2 + (» + 1) Ss [ >'2s4-112 ^ y- + 1- 

Gleichheit gilt dann und nur dann, wenn 

1 ) \YO = I y2 = 
1
 
=

 !î'2«'I 

2) ! 7i! = \ r3 \ = • • • = l/2*+i , 
3) i'hr+s — 0. = '5-2,, (mod. 2TT) (S = 0, . . ., » — 2 v, 

v = 1. • • - , *) 

liier ist ;'s = £>se'V; sei nun 1) und 2) entsprechend 

72s = £e»2s\ }'25+i = y e'?2s+i* (s = 0, 1, . . ., *), 

ferner gemäß 3) 

ajso Hs + 2 = + ''rl2 (,S = 0) 1) • • -1 n — 2), 

'14 — 2d2, 06=»30s,  • -, >h-,^y.02, 

)?3 = tl, -J- '^21 fl5 = 'li + 2 J93, . . #2*+i = '?i + * #2, 

dann sind die Bedingungen 1) — 3) auch sämtlich befriedigt, 
und man erhält 

2* + l 
XJ

S
 ys zs — f £s e6' ''2 * s -f- ?; XIs e'?1+s ’’2 ‘ 

= ( Ss es,?2‘ £2s ) (f + rj e°'z), 

s+l 

(H) 

wobei (y. + 1) (I2 + ?/2) = c0 — 1. Hieraus folgt 

~ x~i~ 1 * 
Ss/s^s|2 = )]e^''z\!=eii 

o o 

= (y. + 1 + 2* cos(i92 + 2t) -f f 2  cos* (<92 + 2Q] 

1 

* + 1 
+ 2 f v cos ('ii + 0 
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Setzt man noch 

iVx + 1 = cos »;!/« +1= sin — , #2 = 2 0, 

so wird schließlich 
2x+l 

I £s}'5£
sp=ä» = 

1 
x 1 

sin (x -p 1) (# -p t) 
sin {0 -)- t) 

[1 -j- sin d • cos ($, -f- i)]. 

Sei nun « gerade also w = 2^, und 

(12) 

2« 

dt 2>Cs e
u

 > 0, 0<t<2ir; 
0 

setzt man 
C2x + \ — 0, 

2*+l 

so ist 9t Ss Cs^' 0, und nach unserem obigen Resultat 
ü 

« 
^Jv ] C2v 1 5-( X ~t~ 1 ; 
0 

und damit Gleichheit gilt, muß unser trigonometrisches Poly- 
nom von der Form (12) und C2* + i = 72^ + 1 ÿ0 — 0 sein. Also 
muß nach (11) y = 0 sein, und man erhält 

sin (x j-p 1) (0 -p t) 2 

sin {0 -f-1) 

Zusammenfassend lautet unser Resultat: 
n 

Satz IV. Unter der Voraussetzung 1 -)- (^vcosvt 
— livsinv t) j> 0 für jedes t ist 

B] 
I 2.2 v   ^ 

und Gleichheit gilt nur für 

1 
*(0 = 

* + l 

sin(tt + l)Q?+t)l2 

sin {0 -p f) J 
[l-psin<5-cos(/lj-pt] {n = 2x-pl) 

b z w. r (£) = 
1 

Pi —p- 1 

sin (x -p 1) {0 -p t) 
sin {0 -p t) 

(n = 2 x), 

hier sind P, (5 beliebige Zahlen. 
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§ 4. 

Aus (2) folgt unmittelbar 
rn-n rn-i-i 
|_ 2 J L 2 J n—2v—1 

Sr I C2.. + 1 I < 2 Lr SS|j,2r + s + l}'«|; 

0 0 0 

setzt man zur Abkürzung 

— 1 

so erhält man hieraus 

Cov-H <12(| yn I -f-1 J'2| + • • • + \ yiX21) 

(bil + l/sH H 72x1+0 

< 2 V(x,+ 1)(*2 + 1) (l>S 72s
2)* (|>I725+I I

2
)‘ 

< V(*t + 1) (*, + 1). 

Zur Gleichheit sind offenbar folgende Bedingungen not- 
wendig und auch hinreichend (}'s = pse',s' gesetzt): 

1) t?2r+,+i — #s = i?'2r + i (mod. 27Î) (s = 0, ..., 
n — 2i 1, v = 0, . . ., *j), 

2) ! 7o ! = i 72 I = ' ' ’ = I 72 «21 ) 

3) I 7i I = 17s I == I 72XI+I 1? 
y.2 X, 

4) Ss ! 72s|2 = 5j’| 728+1 |2. 
O 0 

Aus 1) folgt für v = 0: 

ö's+i = #s + 1?! (s = 0,1, . .., n —1), 
also 

1?2 = 2^, #8 = 3, ..., 0» = »#,; 

und die so bestimmten i?s befriedigen die Bedingung 1). 

Sei nun 2) und 3) entsprechend 

£> 2 s === b   0. 1, . . . 1 X g) 

£>25+1 = V (s = 0,1, ..., Xj); 
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schließlich sei 

0. Szflsz 

(*« + 1) 42 = (*, + 1) v2, 

dann sind die Bedingungen 1) — 4) sämtlich erfüllt. 

auch (*, + i) I2 + (x, + l) >r- = c0 = 1 

sein. Man setze daher 

<5 (5 
£ Vr-i + 1 = cos , yV*! + 1 = sin — 

jetzt wird, wenn man statt d, einfach i) schreibt 

n 

;’S5
S
 = 

Ö . <5 
cos *„ sin o *2 O *1 

c2s'’^2s + -7= 2> C(2ä' 

V y 2 +1 0 + 1 0 

Ist « ungerade w = 2 * -j- 1, so ist offenbar 

P^I = y~, ^2 

und man erhält 

2«+ 1 

£ = 

Ü 

hieraus folgt 

cos-- sin 

 - ---- e Ä 
vVx +1 1^+1 

pc2s/; 

r;t‘ 1 

o X T" 1 

sin {y. + 1)_(# + 0 
sin (i9 -j- #) 

[1 -j~ sin d • 

Ist n gerade n = 2y, so wird 

<1 — y 1, y.% x, 

und aus (2) 

(y.— i')sin<5 
C2.. + 1 = V == ^ + ^‘(v = 0, 1, .... » 

V y.(y. + 1) 

C2v = 2 f2(^ — 1' -f- 1) • e-vin -f- 2 )/2(* — v) 

„ d 

= 2e2 

cos“ 
, , 2 y. — V 
(y. — r j -j- - sin2 

— Es muh 

l) /9i g2s + 1 

cos 09 + 01- 

:-l) 

êvûi 

Ô 

2 ’ 

also 
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Ist • c x j 

3Î £vc„ evti — 1 + 2» — J') cos (21' + 1) 0? + 0 
o V*(*-|-l) o 

2 <5 
cos2 9 * 

-(- 2   2V (x — v -(- 1) cos 2 v'(# + t) 
y- -f-1 1 

 2 Ö 
sm2 « 

-j- 2 2r {y- — v) cos 21’ (i? + t) ; 
y. 1 

wir können somit den Satz aussprechen: 
n 

Satz V. Unter der Voraussetzung 1 -f- 2V(^vcosvt 
-f- f.i sin vt) > 0 für jedes t ist 

[V]  
Sv j^2v + l  M2r + 1 1 ! 
0 

I x -f- 1 für n = 2 x 

\ Vy (y + 1) für w = 2 *, 

und Gleichheit gilt nur für 

r(() = 
y.+ l 

sin (y. -j- 1) (& -f t) 

bzw. 

r(0 = l + 

sin ((? -j- G 

(M = 2 x + 1) 

[1 -f- sin ô  cos (# -j- t)~\ 

sin (5 1 

V*(*+T)?v(x 
r) cos (2 v -j- 1) (# -)- 0 

2 Ô 
COS2 g , 

2  — - 2” (y — v + 1) cos 2 v (ß + t) 
y + ii 

• 2 ô 
sm2 g « 

2 2r (y — v) cos 2 v (ß + t). 
y 1 

Hier sind & und (5 beliebig. 

In ähnlicher Weise wie die Sätze I und II lassen sich 
auch die Sätze IV und V auf trigonometrische Polynome ohne 
konstantes Glied übertragen. 
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Der Satz V gestattet folgende Erweiterung: 

Es seien a, ß zwei positive Zahlen 

« > o, ßyo, 
dann ist offenbar 

! C2v I •+ ßTlv (fer + I : <Ö 
0 

n 
2 

und Gleichheit gilt nur für 

7 (0 = - i, y. -j- 1 
sin (y. + 1) (ff + Ol2 

sin (ff + t) 

(n = 2y. + 1) 
bzw. 

r(0 
1 

* + 1 

[ 1 + sin ô • cos (ff + £)] 

L) 

sin (y. + !)(# + t)l 
sin (i) + t) 

(n = 2 y.). 

Es ist bemerkenswert, daß die extremen Fälle in den 
Sätzen II—V mit den arithmetischen Mitteln erster Ordnung 
der Partialsummen der Reihe 

1 + 2 cos ff + 2 cos 2 ff + •  • 

Zusammenhängen, also mit 

2 V 2 (v —11 2-1 
1 -} — cos & H   cos 2 ff + • •  + cos v ff 

v + 1 v + 1 v — r 

1 
v + 1 

sin (v + 1) 
ff 

. ff 
sin ~ 


