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Partielle Differentialgleichungen erster Ordnung 
mit lauter geradlinigen Charakteristiken. 

Von Heinrich Liebmann. 

Vorgelegt in der Sitzung am 1. Dezember 1917. 

Die folgenden Ausführungen erledigen die Bestimmung 
aller partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung mit lauter 
geradlinigen Charakteristiken, eine Aufgabe, die trotz des ein- 
fachen Ergebnisses, zu dem ihre Lösung führt, bisher noch 
nicht vollständig behandelt worden ist1). 

Für den E3 freilich kennt man die Antwort schon lange : 
Die co3 Geraden eines Komplexes müssen, um den Inbegriff 
aller Charakteristiken einer partiellen Differentialgleichung erster 
Ordnung zu bilden, die Tangenten einer Fläche oder die Treff- 
geraden einer Kurve sein. Zu dieser notwendigen Bedingung 
kommt als selbstverständliche Nebenforderung hinzu, daß die 
Fläche nicht etwa eine abwickelbare Fläche bzw. die Kurve 
keine Gerade sein darf, co2 Gerade aber, die nicht alle einer 
und derselben Ebene angehüren, sind immer die Charakteristiken 
einer partiellen Differentialgleichung erster Ordnung, wobei dann 
jede Gerade Träger von co1 charakteristischen Streifen ist. 

1) Herr Prof. F. Engel in Gießen hat mich in liebenswürdiger 

Weise auf die Unvollständigkeit des in diesen Berichten 1914, S. 344 
ausgesprochenen Ergebnisses aufmerksam gemacht. Es mußten ganz 

neue Kriterien aufgestellt werden, um die Frage, deren vollständige 
Behandlung zunächst unmöglich erschien, zu einem befriedigenden Ab- 
schluß zu bringen. — Die Frage ist für den Z?3 zuerst von P. Dubois- 
Reymond aufgeworfen, von Li e beantwortet worden. (Vgl. Math. Eue. III 

D 7, S. 460.) 
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Um die Frage in voller Allgemeinheit in Angriff zu nehmen, 
sind einige Vorbereitungen nötig, die an mehr oder weniger 
bekannte Dinge erinnern sollen. 

Die Gesamtheit der co"-1 Elemente En(z, xx, . . . x„, 

Pi • •  Pu), welche die partielle Differentialgleichung erster 
Ordnung 

F(xx, x2 . . . x„, z, p1, . . . p„) = 0 . . . 

einem Punkt P(xt, . . . xu,z) des P„.fi zuordnet, können als 
Umhüllungsgebilde einen Mongeschen Kegel von oo"-1, cc,l—2, 
. . . oo1 Linienelementen oder schließlich eine „nullgliedriere 
Schar“, d. h. ein einziges oder lauter diskrete Linienelemente 
besitzen. Der letztgenannte Fall ist übrigens trivial, man 
kommt dabei auf lineare Differentialgleichungen. In den übrigen 
Fällen ist jedes der genannten Linienelemente (x\, . . . x‘n,s') im 
Punkte P Träger von einem, von oo1, co2 . , . co,1—2 Ele- 
menten En der Differentialgleichung. Da diese nun immer 
co2,1-1 charakteristische Streifen besitzt, deren jeder eine Cha- 
rakteristik oder charakteristische Kurve als Träger hat, so ist 
im ersten (dem „allgemeinen“) Fall jeder Punkt Ausgangs- 
punkt von co’1“1 Charakteristiken. In den anderen Fällen 
könnte man vermuten, daß jede Charakteristik Träger von 
co1, öD

2 . . . usw. Streifen wird. 

Beispielsweise liegt folgender Schluß nahe : Liegt im P4 

eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung vor, so gehen 
gewiß von jedem Punkt co2 charakteristische Streifen aus. 
Wenn dann die Differentialgleichung jedem Punkt einen Monge- 
schen Kegel von nur co1 Linienelementen zuweist, so ist jedes 
dieser Linienelemente gewiß Träger von co1 Elementen 1Ù (xx, 
x2 > x3 ; z, Pi i Vi ) P3) der Differentialgleichung. Aus diesen rich- 
tigen Prämissen wird der übereilte Schluß nahe gelegt, daß 
dann jedes dieser Linienelemente nur eine charakteristische 
Kurve aussendet, die aber Träger von co1 charakteristischen 
Streifen wird. Dieser Fall tritt indessen durchaus nicht immer 
ein, ist vielmehr eine Ausnahme. 
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Es dürfte zweckmäßig sein, sich diese Einsicht in die 
Charakteristikenlehre durch Beispiele zu verschaffen, die auch 
in anderer Hinsicht förderlich sind. 

Im übrigen mag es gestattet sein, dem Gebot der Stunde 
folgend, einige Abkürzungen für beständig gebrauchte Wörter 
einzuführen : 

Ch., ch. K. = Charakteristik oder charakteristische Kurve, 
ch. Str. = charakteristischer Streifen, 
g. = geradlinig, 
L. = Linicnelement, 
M. K. = Mongesche Kegel, 

P- Dg. 1. 0. = partielle Differentialgleichung erster Ordnung, 
T. = Träger, 
z. B.: Punkt als T. von L. oder En (Elementen s x1 . . . 

xnpj . . . pn), Gerade als T. von ch. Str. 
Wir behandeln jetzt, wie angekündigt, zunächst zwei Bei- 

spiele von p. Dg. 1. 0. im Bi und wollen damit einem drei- 
fachen Zweck dienen. Das erste Beispiel ist eine p. Dg. 1. 0. 
im I?4 mit M. K., die nur co1 L. enthalten, obwohl die Dg. oo5 

und nicht nur co4 Ch. besitzt. Es weist also auf die oben 
besprochenen Verhältnisse hin. Ferner dienen beide Beispiele 
dazu, das bei unseren Untersuchungen unvermeidliche Mid- 
tipliJcatorenvcrfahren in konkreten Fällen durchzuführen. Das 
zweite Beispiel wird sich als eine Dg. mit nur OD

4 ch. Str. 
erweisen und in seinem Bau einen Fingerzeig dafür geben, wo 
die Dg. mit lauter g. ch. K. zu suchen sind. 

Die erste Dg. im I?4 (x, x1, x2, z) sei vermittelt gegeben 
durch die vier Gleichungen 

V2 ~1_ Mi -j- Mg = 1, 

Mg = Mj X Xt, 

V = p + pi M, + p2U2, 

v (Pl + lh X) + Mj + Mg X = 0. 

Hier könnte man aus den drei letzten Gleichungen M,, H2 

und v durch x, xt, p, und p2 ausdrücken und erhielte durch 
Einsetzen in die erste Gleichung dann die p. Dg. 1. 0. Wir 
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wollen aber die Dg. für die ch. Str. in der Weise aufstellen, 
daß wir in 

dp ôx + dpi dxt + dp2 dx2 — dp dx — ôp1 dxx — dp2 dx2 = 0 

die Koeffizienten der vermöge (1) noch frei bleibenden Varia- 
tionen einzeln gleich Null setzen. Wir führen zu diesem Zweck 
Mu Itiplika tor en ein und erhalten 

dp ôx -f- dpj dxx -}- dp2 dx2 — dpdx — ôp1 dxl — dp2 dx2 

+ lldt(vöv -j- Mj <5 z/j -f- u2du2) 
-f- l2dt(du2 — xöu1 — ît, ôx + öXj) 
-fi dt{— ôv -f-p1du1 + p2du2 + dp •+ uxdpx + u2dp2) 

pdtiiPi + p2x) dv -f- dux -f- xdu2 -f- (w2 -f- vp2) dx -f- vdp, 

-J- vxdp2) = 0. 

Setzen wir hierin zunächst die Faktoren von dux, du2 und 
dv gleich Null, so kommt 

Ku\ — K x+Pi + = o, 
li «2 + + Pi + f1 X — 0, 

K v — 1 + A* (A + Pix) = 0- 
Multipliziert man die zweite Gleichung mit x, die dritte 

mit Pi + p2x, addiert sodann alle drei Gleichungen und be- 
rücksichtigt dabei die vierte Gleichung (1), so folgt 

V(1 + x2 + (A + ft*)2) = 0, 

also p = 0. 

Durch Nullsetzen der Faktoren von dp, dpt und dp2 er- 
hält man dann 

dx = dt, dXi — - dx2 = u2dt 
und dazu 

(Ls = pdx -p 2\dxj -f- p2dx2 = -p A?h ~i“ AMa) = 

Der einem Punkt des durch die p. Dg. zugewiesene 
M. K. ist also gegeben durch 

dx2 = xdXi —x1dx, 
dz2 -f- -p dx I = dx2 

und besteht aus col Linienelementen. 
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Zur Bestimmung der ch. Str. haben wir also zunächst 
die drei Differentialgleichungen 

X\ = Mj, x'i — u2, z = v, 

in denen der Akzent die Differentiation nach der unabhängigen 
Veränderlichen x bedeutet. Setzt man dann die Koeffizienten 
von öx, öxx und öx2 gleich Null, so kommt 

p‘ — Vh — 0» V\ + ^2 = 0, p‘2= 0, 

und hierzu treten die drei durch Nullsetzen der Koeff. von 
ôu2, öv bereits gefundenen Gleichungen, in denen aber, 

wie festgestellt wurde, ju gleich Null zu setzen ist. 
Als Dg. zur Bestimmung der ch. Str. erhält man schließlich 

x'i -- ux, x'2 = M2, z‘ = v, 

(2) p‘ + p[ iij =0, p'i = 0, 

«, + v(p\ x + p2) = 0, M2 + v(p2 — p\) == 0, 

und dazu treten selbstverständlich die Gleichungen (1). Wir 
suchen jetzt nach ch. Str. mit g. Tr., nach solchen also, bei 

ist und finden aus (1) und (2) für diesen Fall die Bedingungen: 

P‘ + Pi M, + P’U2 = P‘ + Pi = 0, 
« (P'l + Pi) + «2 = 0. 

Die erste Gleichung ist wegen (2) erfüllt, und man erhält 
schließlich folgende ch. Str. mit g. Tr.: 

(3) 

Pi lh 

«2, x2 = u2 X + C,, S = V X + C2 , 

(v2 = 1 — Ml — ul) 
M„ 

= — , p = v—px ux — p2M2 = 

Dabei sind M,, M2, ct und c2 vier willkürliche Konstanten, 
also haben wir eine viergliedrige, in der Gesamtheit der oo5 

ch. Str. enthaltene Schar von ch. Str. mit Geraden als Trägern. 
Die p. Dg. hat also notwendig co5 und nicht nur oo4 ch. K., 
denn wäre letzteres der Fall, so müßte eben jede der berechneten 
viergliedrigen Schar ungehörige Gerade T. von co1 ch. Str. sein, 
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während wir doch soeben festgestellt haben, dalä sie nur T. 
eines einzigen ch. Str. ist. Bei diesem Beispiel gehen also von 
jedem L. eines M. K. co1 ch. K. aus, nicht nur eine einzige. 

Ein zweites, kürzer zu behandelndes Beispiel macht uns 
mit einer einfachen p. Dg. 1. 0. im bekannt, die nur co4 

Die p. Dg. sei gegeben durchweg geradlinige ch. K. besitzt. 
durch 

(!') 

v2 + u\ + «Ï = 1, 
ul x — x1 — 0, 
V = p -f pt ux +p2U2 

vlh + u2 = 0. 

Man findet wie oben 

x\ = U1, Xo = u2, z‘ — v 

und erhält die noch fehlenden Gleichungen, wenn man in 

dpôx -j- dpiôx1 -j- dp2öx2 -f- lydx(vSv -f- u1Su1 -f- u2öu2) 
-j- l2dx (—xöu1 — i^öx --f öXj) -j- dx(—ôv p, àux -fi p2àu2 

+ 6p -f- u1ôp1 + u2 öp2) = 0 

die Koeffizienten der willkürlichen Variationen gleich Null setzt. 

Die co5 ch. Str., also die ganze fünfgliedrige Schar wird 
hier dargestellt durch die Gleichungen 

(30 
x. 

r = 

U^X, x2 = U.2x + Cj, z — vx -f- c2 

(v2 — 1 — Ul ul) 
u, 

p2 = — - V X 

1 c. 
p — + 

V X 

wobei ui, u2, Cj, c2, c3 

fünf willkürliche Konstanten sind. Hier hat man also in der 
Tat nur oo4 charakteristische Kurven, und zwar gerade Linien; 
jede ist Träger von oo1 ch. Str. 

Zu beachten ist, daß hier die co4 Geraden Treffgeraden 
zweier zweidimensionalen Mannigfaltigkeiten sind, nämlich der 
Ebene * = a, = 0 

und einer Mannigfaltigkeit zweiten Grades, die im Unendlichen 
liegt, und bei Einführung homogener Koordinaten 
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z : x : afj : xt : xs 

durch x3 = 0, z 2 + x\ + 3$ x2 = 0 

gegeben ist. Sowohl die Treffgeraden jener Ebene wie die 
Treffgeraden dieser unendlich fernen Mannigfaltigkeit zweiten 
Grades sind als Ausartungen von Tangentenkomplexen zu be- 
zeichnen — und, wie wir hier an einem Beispiel sehen, daß 
die zwei (ausgearteten) Tangentenkomplexen gemeinsamen Ge- 
raden die co4 ch. Str. einer p. Dg. 1. 0. sind, so werden wir 
sehr bald feststellen können, daß eine Geradenschar nur dann 
die ch. K. einer p. Dg. im B„ bildet, ivenn die Geraden meh- 
reren Tangentenkomplexen gleichzeitig angehören. 

Wir gehen nun zu der eigentlichen, durch unsere Bei- 
spiele ausreichend vorbereiteten Aufgabe über, der Bestimmung 
aller p. Dg. 1. 0. mit lauter geradlinigen Charakteristiken. 

Der Untersuchung unterworfen werden p. Dg. 1. 0. im 
, wobei die Zahl n angeben soll, wie viele Parameter 

der L. der M. K. willkürlich sind, mit andern Worten, die 
M. K. sollen aus co’1 L. bestehen. Dabei soll 0 sein, 
denn n — 0 führt auf den trivialen Fall der linearen p. Dg. 
1. 0., wobei ja jede Ch. eo ipso Träger von co"'-1 ch. Str. ist. 
(Dagegen ist für m = 1 jede Cb. eo ipso Tr. von einem und 
nur einem ch. Str.) Wir verlangen also jetzt, es sollen in 
allgemeinster Weise oo2,‘+m Gerade so bestimmt werden, daß sie 
die einzigen charakteristischen Kurven einer p. Dg. 1. 0. in 

-ßn+m-fl sind, daß also jede von ihnen Tr. von co’" 1 ch. Str. 
wird. (Im ganzen gibt es oo2n+2n‘-1 ch. Str., woraus sich 
für die „Tragstärke“ die Zahl m — I ergibt.) 

Die Punktkoordinaten des B„+m+i seien 

wir führen alsdann Linienkoordinaten ein durch die Gleichungen 

x, x. 
1 • • •£») Vi •  • lim ) 

(4) 
x,- = r,.x -}- Qr . . . (v = 1, 2 ... n) 

Da = s/t x -j- afl. . . (u = 1,. . . m) 
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und nehmen au, daß die (2n -f- /»)-gliedrige Geradenschar 
gegeben sei durch die Gleichungen 

(o) o/t fu (r,. .. / „, s,. . . sm, . . . £)„) . • . (/£ = 1, 2 .. . ai). 

Die (den Flächenelementen des lia entsprechenden) Ele- 
mente En + m sind bestimmt durch die n m -\- 1 Koordinaten 
des Punktes, der das Element trägt und durch die homogenen 
„ Stellungskoordinaten “ 

p,p1 . . .ptl, 2,, . .. qm, 

wobei die Bedingung vereinigter Lage zweier unendlich be- 
nachbarten Elemente darin besteht, daß die Pfaffsche Gleichung 

pdx 4-pldx1 b p„dx„ -f q1dy1 f- qmdym = 0 

erfüllt ist. 

Um zur Aufstellung der p. Dg. 1. 0. zu gelangen, haben 
wir zunächst die Geraden durch einen Punkt zu bestimmen, 
also die Linienkoordinaten den Bedingungen 

xdrr + dg,. = 0, xds„ -f- da,t = 0 

zu unterwerfen. Wegen (5) ist dann 

(5') ?£ ^+(*+«; dsi + D’1 df' d r, = 0...(i = l,2... m), 
1 drr 

wobei die Bezeichnung 
dA = sA_x

dÈ 
drr 3 rr dgr 

gebraucht worden ist. 

Diesen Differentialgleichungen sind die Linienelemente 

%r == ^ r 1 yfi ==z Sfl 

des am Punkte 
P(x, x1 . . ,xn,yt. .. ym) 

haftenden M. K. unterworfen. Die p. D. selbst erhält man aus 

n m 

p + Jj'Prr,- -f- sfl = 0 
1 1 

(6) 
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und 1J<’ p, drr + 2> q,i dsf, — 0 

mit Berücksichtigung von (5'), und zwar kommt 

(7) 

m 7 p 
Pi = 2> r/t -/f = .F, . . . (i = 1, 2 . . . »), 

1 Ci ? i 
m 3 f 

(lk = &rfl —^ + Tfca; = Gk. . . Qc = 1, 2 . . . TO). 
1 öS* 

Man hätte nunmehr die 2 n -\- 3 TO Größen (rr, Q,-, S„, O„, T„) 

aus den 

n + TO -)- TO -p 1 -|- n -p m — 2 n -f- 3 TO -f- 1 

Gleichungen (4), (5), (6) und (7) zu eliminieren, um die 
p. Dg. zu erhalten. Selbstverständlich kommt es nur darauf 
an, die Bedingung für die Möglichkeit der Elimination und 
dafür, daß dabei wirklich nur eine einzige Gleichung zwischen 
den Punktkoordinaten und den homogenen Stellungskoordi- 
naten p, pr und qn entsteht, analytisch zu formulieren. Es ist 
also zu verlangen, daß die Determinante 

dß 
d r. 

ß\ x+ 3f, 
d dsi 

ßf 
d Sm 

0 0 

dfn 
dr, 

d r, 

(8) D = 

drx 

dGx 

dr. 

dfm 

d r„ 

dF, dF, 
dr, 

dF„ dFn 

drn 

da, 
drn 

dfm 

3Sj 

dFx 

dSx 

3 Sj 

sax 
3Sj 

x + 
dfm 
3 s„, 

3 F, 
3Sm 

3 F„ dFn 

ds,„ 

3 CTJ 

3 s,, 
x + 

0 

df 

df1 
drn 

dß 
3S, 

0 

t/r, 

cZ/m 

3/m 
3 s, 

CÜOr,,; 

rtG\ 
(/G'„ 
rü r„ 

3 G„ 
3S, 

3 G-m 

3Sm 
3/i 3 /in 

3/ -p 
3s,n 3 S, 
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nicht identisch verschwindet. In dieser Determinante hat man 
sich die gr vermöge (4) durch x, xr, rr ausgedrückt zu denken; 
ferner sind bei der Bildung von 

dFj _ dJF SFi 
d rr 3 rr 3 gr 

usw. die Multiplikatoren r,t als Konstanten zu behandeln. 

Wir nehmen also von jetzt als an 

D 0 

und schreiten zur Bestimmung der Differentialgleichungen für 
die ch. Str. nach dem Multiplikatorenverfahr en. Wir haben 
also in 

n M 

clpöx — dx dp £v (ßpr ô xr — dxr öpr) -f- ißq u à y ft — dyfl öqu) 
1 i 

/ »i DI n m \ 

-f* dt ( jjj'Pr dr,- "h ÇL.u ds/t -)- dp -(- dp,- -f- 2J-" s,t dm, ) 
\ 1 1 1 1 ' / 

m 

(9) + df  (d/i, + ads„ — dp,,) 
1 

n ui 

-j- dt • W JT,- (—• dp,- -j- d4(,-) -f- dt  ~y (— dp/( d 6r„) = 0 
1 i 

die Koeffizienten der Variationen 

d«, dtfr, dp,,, dp, dp,-, dp,,, d?v, ds,,, dr,, 

gleich Null zu setzen. Greift man zuerst die 2 m -f- n Glei- 
chungen heraus, die man durch Nullsetzen der Koeffizienten 
von dr„, dr,- und ds,, erhält, so kommen 2 m + n lineare homo- 
gene Gleichungen für 

nr, y.fl, A,, -f- T„ 

und die Determinante dieser Gleichungen ist gerade D, also 
der Voraussetzung nach von Null verschieden. Es wird also 

• • • 7in y.j * • • — y~)n - A, I Zj • * — -f- r,„ — 0. 

Wir erhalten dann aus (9) 

dx = dt 
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und weiter, wenn wir x als unabhängige Veränderliche längs 
eines ch. Str. einführen, durch Nullsetzen der Koeffizienten 
der dp,. und dqa in (9) 

Nullsetzen der Koeffizienten von allen ôr, und 6s,, in (9) führt 
nur auf (7) zurück. 

Wir sind jetzt unmittelbar daran, die notwendigen Be- 
dingungen dafür ausfindig zu machen, dah alle Ch. gerade 
Linien sind. Differenziert man nämlich jetzt die Gleichungen (7) 
unter Verwendung des Operationssymbols 

(10) 
x'r = rr •••()' = 1 • • • n) 

y], = S„  •  {[X = 1   • m) 

sodann durch Nullsetzen der Koeffizienten der öxr 

(11) 

oder 

und durch Nullsetzen der Koeffizienten der öy„ 

& — K = 
0 

(12) q',, = — r„ . (u = 1 •  • ni). 

oder 

so erhält man 

oder mit Rücksicht auf (11) und (12) 

(14) 

Sitzungsb. d. math.-phys. Kl. Jabrg. 1917. 20 
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Wir fordern, daß alle Ch. Gerade sein sollen, daß also 

T y — • * • —— ? n — Si   • Sin 0 

ist, daher auch 

(Fxy = • • • = (Fi,y = (Gxy =  = (<jmy = o. 

Multiplizieren wir jetzt die Gleichungen für die 2 q‘u (14) 
der Reihe nach mit 

Wi' 

und addieren zur Gleichung für 2^1, berücksichtigen sodann 
(11) und (12), verfahren wir allgemein in dieser Weise, in- 
dem wir mit . 

3//< 
3 Qr 

multiplizieren und zur Gleichung für 2 p'T addieren, so kommt 

m 

(15) = 0 ..-(r = I,---»), 

wobei zur Abkürzung gesetzt ist 

+ *& + ... + dA(x . df,\ , ... , H» 
drr "r 3Qr 35, "T ~r 3p,• V dsfj ' 1 3p,. 3s,„ 

(16) 
= s^+£. 9 rr 1 

Hu 94 _ r 

3 er 3Sk - 

Es wird verlangt, daß jede der co2n + m Geraden Tr. von 
03m—1 ch. Str. werden soll, also muß jedes Wertsystem 

2i. 2*    2« 

ein Anfangselement eines ch. Str. liefern, dessen Tr. eine Ge- 
rade ist, d. h. wie man auch in (7) die 

T/< = 2/« 

oder in (14) die z'fl wählt, immer soll (15) erfüllt sein. Es 
müssen also alle 0fir gleich Null sein. 
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Damit haben wir den Satz gewonnen: 

Damit die Gleichungen (4) Ms (7) einep. Dg. 1. 0. im Rn+m±1 

ergeben, deren Ch. einzig und allein die durch (5) gegebenen 
oo2n+m Geraden sind, ist notwendig, daß die m • n Gleichungen 

(17) <Pfir = 0 

bestehen. 

Im übrigen sei nochmals die Nebenforderung hervorgehoben, 
daß die durch (8) definierte Determinante (D) von Null ver- 
schieden sein muß; dies war ja die notwendige und hinreichende 
Bedingung dafür, daß die Gleichungen (4) bis (7) überhaupt 
auf eine p. Dg. 1. 0. führen. 

Wir haben nunmehr noch nachzuweisen, daß die m-n 
Bedingungen — unter der selbstverständlichen Voraussetzung 

D + 0, 

wie kaum mehr hervorgehoben zu werden braucht — auch 
hinreichend sind. 

Wenn man zunächst annimmt, daß die 

^ 1 • • • ^n ) • • • Sm 

nicht alle Null sind, also auch die (Ff)' und (Gfl)‘ nicht alle 
gleich Null, so ergibt jetzt die oben ausgeführte Multiplikation 
und Addition statt (15) die n Gleichungen 

m »»/%/. 
(15-) T; <Pfl+ (Fry + 2> (Gny-k = o  • • (v = l,... »). 

1 1 oQr 

Wenn dann alle <P/ir gleich Null sind, so hat man zur 
Bestimmung von r[... r'„, s[... s'm neben den Gleichungen 

1 dr y d Si 1 ^ s i: 
s'u = 0 • • • (i — 1, • • • m), 

die aus (4), (5) und (10) folgen, noch 

(15") (Fry + x>(G/ty ^ 
1 <*Qr 

= 0 • • • r = (1 • • • n). 

20’ 
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Dies sind im ganzen tu -j- n lineare homogene Gleichungen, 
denen die Differentialquotienten r{... r,, si.. .s‘Ll genügen müssen. 
Die Determinante A dieser Gleichungen hängt nun mit der 
Determinante D aufs engste zusammen. In I) sind alle Glieder, 
welche in dem m ersten Zeilen und zugleich in den in letzten 
Reihen stehen, gleich Null. Wenn man dann die in letzten 
Zeilen mit 0 f 

multipliziert und zur (in -f- l)-ten Zeile addiert, so gehen die 
in letzten Glieder dieser Zeile über in 

^l|l f^21 ' • • ^ml> 

ebenso wenn man mit 

0Q2 

multipliziert und zur (m -f 2)-ten Reihe addiert, so gehen die 
m letzten Glieder über in 

<P,2, <P22-,    
(Kz 

usw. Führt man dieses Verfahren durch, so erkennt man, dah, 
wenn die cP,ir, wie wir ja voraussetzen, alle gleich Null sind, 
D sich gerade in das Produkt der beiden Determinanten zl und 

(18) 

x 4- d/l 3/2 . _ . dfm j 
3Sj 3 s, 3 s, 

M X+
3A . . . 

3 5_2 dS2 3 S2 

9/> 
dA X + 3A\ 

d Sin 'S Sin T3S„1: 

Diese letztere Determinante ist auf keinen Fall identisch 
gleich Null, auch ist der Voraussetzung nach I) und mithin A 
von JSidl verschieden, demnach ist beim Fortschreiten längs 
eines jeden charakteristischen Streifens 

r[ = r'i • •  = r‘n = si = s2  • • = sré = 0, 
« 
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also sind, wenn B von Null verschieden ist und die m • n 
Bedingungen (17) erfüllt sind, die Tr. der ch. Str. in der Tat 
identisch mit den durch (5) gegebenen Geraden. 

Damit sind die als notwendig erkannten Bedingungen (17) 
auch als hinreichend festgestellt. Selbstverständlich darf auch 
hier die in unserer Darlegung immer wieder betonte Forderung 

B 0 
nicht vergessen werden ! 

Unsere Aufgabe bliebe unerledigt, wenn die geometrische 
Beidung der Gleichungen (17) bei Seite gelassen würde. Es 
gibt auf jeder Geraden des durch (5) gegebenen Systems 
m Punkte, in denen die Determinante (18) gleich Null ist, also 
kann man, und zwar auf m verschiedene Weisen, 

x = x und T/t = (/i = 1 • • • m) 

so wählen, daß 

(19) qk = ïï'ïll^ + TkX = 0 
I o Sk 

wird. Wegen (17) ist dann auch 
tn -J r 

(20) ^ = O' 

Diese m Punkte, die man etwa als „Streuungspunkte“ be- 
zeichnen kann, bilden, wie wir nun sehen werden, m von den 
Geraden des Systems berührte Mannigfaltigkeiten. 

Hat man eine Wurzel x von (18) gewählt, so kann man 
die T,( so bestimmen, daß die Verhältnisse 

ïh -ïh   • • -Pn-q 1 : 
(h  • • in 

die unbestimmte Form 
0 : 0 • • • : 0 

erhalten; in Wirklichkeit sind die Verhältnisse der Stellungs- 
Jcoordinatcn 2>r, qfl auch in den ^Streuungspunkten nicht unbe- 
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stimmt, vielmehr wird, wie man durch Differentiation nach x 

erkennt, in jedem „Streuungspunkt“ J? (x,xl ... xn,y,... ym) 

Üi • 2a • ‘ ’ ' '• 9V • Pi • Pi • ' ' ' • P” 

(21) 

Man kann auch, da ja die Stellungskoordinaten homogene 
Veränderliche sind, sie den Größen auf der rechten Seite dieser 
Gleichung unmittelbar gleich setzen. 

Setzt man jetzt 

Ai (x) = xdSi -f- 2> ~ ds/t + 2> d/' drr 
1 à sfl 1 drr 

7 dsu 
dSl' + Vilvr

drr+ltdQ’) 

(dor -(- xdr,) + xds,-blfi 

1 dQr 

w 3 f. 
= dot -f- xdSi — Sr — (ßdr + xdr,), 

l 3 Sr 

so ist mit Rücksicht auf die Definition von x und den r,, : 

£< ii Ai (x) = 0. 
1 

Anderseits wird 
n m 

p dx + Erpr dxr + E1' qtl dyfl 

 Xj’ ßr (drr — rrdx) + E" q,L (dyn - s/t dx) 

und, wenn man noch beachtet, daß 

dxr — rrdx = xdrr -f dqr, 

dy,, — sMdx = xds/t + dafl 

ist, so verwandelt sich der letzte Ausdruck nach (21) in 
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» m , n 
Prißdrr + dg,) -f £I‘ qfl ( Ä,L (x) + Lr 

1 1 \ i 

= *,< (Afl(%) + 2>dJ'1 (ßor xdr,.) — 2>dJ^\dQr + xdrr)\ 
1 \ 1 °Qr 1 dQr ) 

in 

— r mAfl(x) = 0. 
] 

Es ist also 
n   m _ 

YfPrdXr + 1> dy,c = 0, 
1 1 

d. h. die dem Ort der „Streuungspunkte“ 

P(x, xt . . . x„, yx . . . ym) 

zugeordneten „Streuungselemente“ 

d'n -I- m (pi %r , Un , Pr : Î") 

gehören dem Elementverein an, dessen Punktort von den Punk- 
ten P gebildet wird, die Geraden also sind Tangenten dieses 
geometrischen Ortes bzw. Treffgeraden, wenn seine Dimension 
nicht gleich m -j- n, sondern niedriger ist. 

Damit ist die gesuchte geometrische Deutung gefunden : 

Die co2”‘ + ’‘ Geraden, ivelche durch (5) geyeben sind, müssen 
m Tangentenlcomplexen angehören, ivenn sie die Ch. einer p. Dg. 
1. 0. sein sollen. 

Unter einem eigentlichen „Tangentenkomplex“ sind dabei 
die Tangenten einer unter einem ausgearteten die Treff- 
geraden einer il/n+m_i zu verstehen. Die Trefigeraden einer 

Mn+m-k sind als Gerade aufzufassen, die lc (im übrigen beliebige) 
durch + gehende treffen, wobei dann jeder 
Treffpunkt mit der M„+m-k als Zvfacher Streuungspunkt zu 
zählen ist. Auf die Nebenforderung, die hinzukommt, nämlich 

-D=k 0 

kommen wir nachher zurück und lassen dahingestellt, ob ihr ein 
allgemein gütiger geometrischer Sinn abgewonnen werden kann. 

dfji 
3 Qr 

(dg,- -)- xdrf) 



302 H. Liebmann 

Beispiel-. Im Bi kommen als die Ch. einer p. D. 1. 0. 
folgende Systeme von GQ

4 Geraden in Betracht: 

1. die gemeinsamen Tangenten zweier dreidimensionaler 
Mannigfaltigkeiten (Jf3), 

2. die Geraden, welche eine Mz berühren und zugleich 
eine M2 treffen, 

3. die gemeinsamen Treffgeraden zweier Ma (wovon oben 
S. 290 ein Beispiel behandelt ist), 

4. die Treffgeraden einer Kurve. 

Legt man nämlich durch die Kurve zwei il/2, so erkennt 
man, daß die oo4 Treffgeraden der Kurve zwei (ausgearteten) 
Tangentenkomplexen gleichzeitig angehören und daß die Schnitt- 
punktpaare mit diesen beiden M2 in je einen Punkt zusam- 
menfallen. 

Zum Schluß wollen wir als Beispiel die con+' Trefl'geraden 
einer Kurve des _R,,+i (#, x,    x„) behandeln, die ja auf Grund 
des allgemeinen Satzes in Betracht kommen. In der Tat wird 
sich herausstellen, daß sie immer dann die Ch. einer p. Dg. 
1. 0. sind, wenn die Kurve nicht eine gerade Linie ist. Wir 
wollen diese Untersuchung hier durchfuhren, wobei sich noch- 
mals Gelegenheit gibt, das schmiegsame Multiplikatorenver- 
fahren anzuwenden. 

Die Kurve sei gegeben durch 

X = U, Xr = Ur, Mr = fr (w) . . . (v — 1 . . . n). 

Dann sind ihre Treffgeraden gegeben durch 

(22) xr = fr + rr (x — w). 

Dazu führen wir noch homogene Stellungskoordinaten p, 
pj . . . p„ ein, so daß die Bedingung für die vereinigte Lage 
zweier unendlich benachbarter Elemente wird: 

n 

pilx + "£rprdxr = 0. 
1 

Wenn das Linienelement 

x, xl . . . Xn, x\ — rl . . . x‘„ = r„ 
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in dem Element x, X1.. . x„, p, pi . . . pn liegt, ist also 

(23) p -1- £> pr r, = 0. 
1 

Hält man jetzt x, x[ . .. x„ fest, so wird wegen (22) 

(fr — r\) öu -j- {x — u) ör,- = 0 

und wegen (23) 
n 

Lr prÖrr = 0, 
1 

also 
n 

(24) Ijrpr (fr —rr) = 0. 
1 

Die p. Dg. 1. 0. erhält man aus (22), (23), (24) durch 
Elimination von u und rx . . . rn. Diese Elimination ist dann 
und nur dann möglich, wenn (24) die Variable u enthält, also 
wenn nicht etwa 

f\ = ß = . . . = fn = 0, 

d. h., wenn die Kurve Jeeine Gerade ist. 

Die Dg. für die ch. Str. erhält man durch das Multipli- 
katorenverfahren aus 

n 

dp ÔX — dx öp -{- Sr (dp,- öxr — dxr öpr) 
1 

+ d t (öp -f- x> (prdrv -f TÖpr)^ 

» 

+ dt rlr {(X — U) Örr + (fr  *V)+ TrÖX  Öxf) 
1 

n 

-p a dt ((/; — rr) à pr — prörr -j- prfr du). 
i 

Durch Nulisetzen der Faktoren von örr und öu kommt: 

Pr -j- lr {x U)  pPr — 0 

n 

Zjr(b (fr — rr) + fl Pr fr) = 0. 
1 

und 
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Multipliziert man hier die n ersten Gleichungen bzw. mit 
rr — fr, die letzte mit (x— u) und addiert, so folgt wegen (24) 

n 
jU (X — U) Yj'-Prf, = 0 , 

1 

und da in diesem Ausdruck die beiden andern Faktoren nicht 
identisch gleich Null sind, so wird 

fi = 0. 

oder 

(25) 

Man erhält dann für die ch. Str. das System 

x'r — rr = 0, 
t) 

p‘ -F Ij'Arr, = 0, 
1 

Pr — K = 0, 

Pr + (X u) — 0, 

X'r = rt, pr +Pr(X — u) 

(Faktor von öpr) 

( „ „ àx) 

( n àxr) 

( n „ àrr) 

0, p +p‘{x — u) = 0, 

wobei der Akzent die Differentiation nach der unabhängigen 
Veränderlichen x bedeutet. 

(24) kann wegen (23) geschrieben werden 
»1 

P + HrPrfr = 0 
1 

und hieraus folgt durch Differentiation 

n n 
p‘ -J- Xj'f p'r fr -f- U‘ fr = 0 

oder, wegen der aus (25) folgenden Proportionen 

noch weiter 
p'-P'i • • • -Pn =p:pt  '  ' P» 

u' — 0, 

und dann aus (22) 

x‘j = r, = (fr — rr) u‘ + rr + r'r (x — u) 

r'y — 0, oder 
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d. h. die ch. K. der durch (22) bis (24) gegebenen p. Dg. 1. 0. 
sind eben die durch (22) gegebenen oon+l Geraden, und es 
sind u, rx . . . r„ die n -f- 1 unabhängigen Parameter. — 

Mit diesem einfachen Beispiel möge die Darlegung abge- 
schlossen werden, die an verschiedenen Stellen noch auf viel 
weitergehende Fragen hinweist und an einer einfachen Frage- 
stellung mit durchsichtiger Antwort zeigen mag, daß die Ge- 
dankenwelt von Sophus Lie, an die sie anknüpft, noch mannig- 
facher Entwickelung fähig ist. 

Zwei dieser Fragestellungen sollen zum Schluß berührt 
werden an der Hand eines einfachen Beispiels. Man betrachte 
zwei M3 des die co5 Tangenten der einen und die der 
andern sind dann die Ch. je einer p. Dg. 1. 0. und die co4 

gemeinsamen Tangenten nach S. 302 die ch. K. einer dritten 
p. Dg. 1. 0. 

Der Satz: Liegen im 11, zwei fünfgliedrige Scharen von 
Ch. je einer p. Dg. 1. 0. vor, die eine viergliedrige Schar ge- 
mein haben, dann stellt diese Schar die Ch. einer dritten p. Dg. 
1. 0. dar, gilt also, wenn die Ch. Gerade sind. 

Gilt er allgemein? 
Die dritte Dg. hat übrigens mit der ersten (und mit der 

zweiten) nicht nur co* ch. K., sondern sogar co4 ch. Str. gemein. 
Es gibt also Paare von p. Dg. 1. 0. im mit co4 gemein- 
samen ch. Str., eine Möglichkeit, die, wie ich auf Grund einer 
schriftlichen Mitteilung annehmen darf, bisher nicht beachtet 
worden ist und ebenfalls weitergehende Untersuchungen erfordert. 


