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Ausnahmefachwerke und ihre Determinante.

Von Heinrich Liebmann.

Vorgelegt in der Sitzung am 8. Mai 1920.

§ I. Einfiihrung und Ubersicht.

Ausnahmefachwerke sind Fachwerke, die die Grund-
bedingung des sowohl kinematisch wie statisch bestimmten
Fachwerks erfiillen, nimlich in der Ebene die Beziehung s =
2k —3, im Raum die Beziechung s = 3% — 6 zwischen der
Anzahl s der Stibe und der Anzahl % der Knotenpunkte, die
aber doch im Stande sind, innere Stabspannungen aufzunebmen,
ohne daB in den Knotenpunkten #uBere Kriifte angreifen
(statischer Ausnahmefall). Diese Fachwerke gehoren nach
A. Foppl?) zugleich den kinematischen Ausnahmefillen an,
d. h. sie lassen infinitesimale innere Bewegungen zu, die
dadurch charakterisiert sind, da wohl die Stablingen, nicht
aber die Winkel je zweier Nachbarstibe unverindert bleiben.
(Fachwerke, die endliche innere Bewegungen zulassen, wie
in der Hbene das bekannte Fachwerk [s = 9, k = 6], das aus
zwei kongruenten gleichgestellten Dreiecken besteht, deren ent-
sprechende Ecken durch drei parallele gleichlange Stibe ver-
bunden sind, oder im Raum das bekannte Bricardsche Oktaeder
[s =12, k == 6], wiren als Mechanismen zu bezeichnen).
DaB statischer und kinematischer Ausnahmefall sich decken,
ist tibrigens fiir Dreiecksflechtwerke oder Trigonalpolyeder leicht

1) A. Foppl, Theorie des Fachwerks, Leipzig 1880, S. 36.
Sitzungsb. d. math.-phys. K1, Jahrg, 1920, 14
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direkt zu erweisen'). Ebenso ist leicht zu sehen, dak sich
fir Polyeder mit starren Seitenflichen, die iibrigens keineswegs
ebene Polygone zu sein brauchen, sofort innere Stabspannungen
konstruieren lassen, wenn bei ihnen innere Bewegungen mig-
lich sind?).

Diese Eigenschaft der Ausnahmefachwerke lifit sich bei
der eben erwiithnten Gattung leicht aus der bekannten, nach
F. Lindemann?) keineswegs an die Giltigkeit des Parallelen-
postulates gebundenen Analogie zwischen Kriiften und infini-
tesimalen Rotationen beweisen. Unten (§ 4, Nr. 4) ist die
Gelegenheit wahrgenommen, die Analogie allgemein auch fir
den nichtenklidischen Fall zu begriinden.

In § 2 wird zunichst der Ausnahmefall beim Oktaeder
besprochen. Da (nach Abfassung der vorliegenden Unter-
suchung) die bereits erwiihnte Arbeit von Blaschke erschienen
ist, durfte die statische und die kinematische Begriindung fiir
den Ausnahmefall, also die Untersuchung und Aufstellung der
notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir das ,wacke-
lige“ mit ,inneren Eigenspannungen® vertrigliche Achtflach
gekiirzt dargestellt werden (Nr.1). In Nr. 2 wird zunichst
ein vielleicht auch in der Praxis moglicher Spezialfall besprochen
und sodann eine Beziehung zu den Flichen zweiten Grades
hergestellt.

§ 3 ist analytischen Untersuchungen gewidmet. Es wird
némlich die Fachwerkdeterminante D, deren Verschwinden nach
Foppl die notwendige und hinreichende Bedingung fiir den
Ausnahmefall ist, wirklich aufgestellt, in Nr. 1 fiir das Okta-
eder, in Nr. 2 fiir ein gewisses Dekaeder (windschiefes Fiinf-

1) Vgl. M. Dehn, Uber die Starrheit konvexer Polyeder (Math.
Annalen 77, 1916, S. 466—473).

%) Vgl. W. Blaschke, Uber affine Geometrie, XXVI, Wackelige
Achtflache (Math. Zeitschrift 6, 1920, S. 85—94). — ,Wackeligkeit® ist
iibrigens nicht nur affin ‘nvariant, sondern projektiv invariant! (Vgl.
unten § 4, Nr. 2.)

3) F. Lindemann, Uber unendlich kieine Bewegungen und iber
Kraftsysteme bei allgemeiner projektivischer MaBbestimmung, § 11,
S.116—118 (Math. Annalen 7, 1874, S. 56—143).
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eck, die Ecken noch mit zwei weiteren Knotenpunkten durch
Stiibe verbunden).

Der Zweck dieser Aufstellung war, die Gleichung fiir den
gefihrlichen Ort zu finden, d. h. fiir die Fliche, an die ein
Knotenpunkt P; gebunden ist, wenn bei Festlegung der iibrigen
Knotenpunkte im Raum der Ausnahmefall vorliegen soll. Dabei
fand sich in Nr. 2 Gelegenheit, die erhaltene Gleichungsform
der Fy mit einem Knotenpunkt zur Ableitung der bekannten
Eigenschaften dieser Fliche!) zu verwenden.

In Nr. 3 wird dann das Fachwerk vom Doppelpyramiden-
typus (n-Eck, jede Ecke noch mit zwei weiteren Knotenpunkten
verbunden; k=% + 2, s = 3% = 3% — 6) heuristisch be-
handelt als Verallgemeinerung der in Nr.1 und 2 besprochenen
Fille n = 4, n = 5. Zur volligen Aufklirung iiber die dort
aufgestellten Vermutungen miiten jedenfalls weitergehende kom-
binatorische Hilfsmittel herangezogen werden.

Die Entwickelung der Fachwerkdeterminante in eine Summe
von Produkten drei- bzw. vierreihiger Determinanten fiihrte
ganz von selbst zur Verwendung einer Symbolik (vgl. § 3,
Nr. 2, Formel (1), ferner § 4, Nr. 2, Fubnote usw.), deren
sich der frith verstorbene Mathematiker M. Reiff mit grofiem
Erfolg bedient hat?). .Seine Leistungen, im allgemeinen wenig
beachtet?®), sind neuerdings von Study wieder zu einem wich-
tigen Instrument der Forschung erhoben und ausgebaut worden.

1) Vgl. z. B. Pascals Repertorium der htheren Mathematik II
(Erste Auflage), Leipzig 1902, Kap. XI, insbesondere S. 289.

%) M. Reif, Analytisch-geometrische Studien. Math. Annalen 2
(1870), 8. 885—426. — Auf diese Arbeit hat mich mein verehrter Kollege
F. Engel hingewiesen, nachdem meine Untersuchungen abgeschlossen -
waren.

8) Weder der einschligige Enzyklopiidieartikel [ A 2 von E. Netto
noch G. Kowalewskis Einfiihrung in die Determinantentheorie (Leipzig
1909) wiirdigen die Verdienste von M. Reifi. Dagegen vergleiche man
E. Pascal (Die Determinanten, tibersetzt von H. Leitzmann, Leipzig
1900, 8. 84) und E. Study, Geometrie der Dynamen, Leipzig 1902, S. 127.
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