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Uber Potentialtheorie und konforme Abbildung.

Von Georg Faber.

Vorgelegt, von A. Pringsheim in der Sitzung am 7. Februar 1920.

Die folgenden Ausfithrungen gelten einem Kreis von Fragen
und Aufgaben, der in den letzten Jahren vielfach und von
verschiedenen Seiten erforscht wurde. Doch geniigt es zur
Herstellung des Zusammenhangs, wenn ich hier auf die unten
angefiihrten Abhandlungen hinweise?).

8 1. Die Robinsche Belegung und die Niherungslemniskaten
einer geschlossenen Kurve.

Die Punkte einer Kbene bezeichne ich in der bekannten
Weise mit @ = & -I- iy und insbesondere die einer geschlos-
senen Kurve I mit © = & 4 iy, I"soll sich selbst nicht iiber-
kreuzen, darvf aber ganz oder zum Teil auf ein (doppelt zu
ziihlendes) Bogen- oder Geradenstiick zusammenschrumpfen.

Es gibt bekanntlich auf I" eine Belegungsfunktion u (),
die folgende Eigenschaften besitzt: Das logarithmische Potential

1) w(& ) = f wiz)ln o —a||dz
41

) L. Bieberbach, Uber die Koeffizienten derjenigen Potenzreihen,
welche eine schlichte Abbildung des Einheitskreises vermitteln. Berliner
Sitzungsberichte, Bd. 38 (1916), S. 940—955. — G. Pick, Uber den
Koebeschen Verzerrungssatz. Leipziger Berichte, Bd. 68 (1916), S. 58
bis 64, — K. Lo wner, Extremumsiitze bei der konformen Abbildung.
Math. Zeitschrift, Bd. 3 (1919), S. 65 —77.

Sitzungsb, d. math.-phys. K1, Jahsg, 1020, 4
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ist konstant auf I, etwa = ln o, wo p > 0; ferner gilt

2) w(r)lde =1
+r

und

3) Iz (4) > 0.

w (x) findet man bekanntlich mittels des Robinschen Ver-
fahrens'); ¢ moge die Robinsche Konstante der Kurve I
heiien, notigenfalls schreiben wir statt o deutlicher o (I').

Fiir alle « irgend eines Gebietes aufierhalb I" kann man
das Integral (1) niiherungsweise durch eine Summe

we (&) = lnlz—a, | 4+ plnle—a,
+ o mldn |z —
darstellen, wobei die u; noch die Gleichung
5) e =1
befriedigen moégen (vgl. (2)). Aulierdem diirfen wir uns die

wi als rationale Zahlen mit dem gemeinsamen Nenner n vor-
stellen: s

6)

4)

Die Tatsache, dali gleichmiiiig fiir alle x irgend eines
auBerhalb I gelegenen Gebietes
7 Hmow (5, ) = u (& y)

=

ist, liBt sich nun auch so ausdriicken: Die ,Lemniskaten®

8) & — 2| — gy @ — | = (o + &)

unterseheiden sich, wenn X hinreichend grot und &> 0 ge-
niigend klein ist, beliebig wenig von der Kurve I
Durch die Gleichung

9 d=1lm[@@—z)" (—a)? - (@ —z)"*]"

k= ®m

Y8z Bo Enzykl. do math. Wiss, 11 3, 8. 233,
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mit der die n'® Wurzel eindeutig machenden Nebenbedingung

10) lim © =1

X O
wird das Aufiere I, der Kurve I" auf das Auliere des Kreises
¢ = p konform abgebildet. In der Umgebung der Stelle
x = o kann man fiir (9) auch schreiben:

1) ' ,:—x—}—co—}—%—}-;‘i_{_...’

withrend die Umkehrung von (9) durch die fir alle ¢ > o
konvergierende Potenzreihe

12) .2’=2’+(L0+a;1—l—;l§‘+-'-
geleistet wird.
Der Punkt 2 = — ¢, = «q, ist offenbar der Schwerpunkt

der Robinschen Belegung, wihrend die iibrigen Koeffizienten
von den hoheren Momenten dieser Belegung abhingen; fiir
die Koeffizienten der Entwickelung
; dlnez 1 b, . b,
1) cl:r‘_x+x"+5;3+ -
ergeben sich aus (9) die Formeln:
14) b, = qulu(x) dz|, b, = fx“[u () dz | usw.
+1 +r

§ 2. Zusammenhang mit dem Cauchyschen Integralsatz.

s verlohnt sich, den Zusammenhang zwischen Potential-
theorie und Funktionentheorie noch von einer anderen Seite
her zu beleuchten. Wir gehen daher von der Formel (9) aus,
die wir kurz so schretben:

Durch diese Funktion wird also das Aufiengebiet 7', auf
das Aufiere des Kreises 2| = ¢ abgebildet; daher ist ¢ (x) in

I, von Null verschieden und reguliir bis auf einen Pol im
4*
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Punkte oo. Ist nun 2, irgend ein Punkt im Innern?!) von [

so wird In 'q)v( ?) -in I, reguliir; man wiihle dabei etwa den
r—uzx
1
Ziweig der Funktion In x . der fiir = o verschwindet.
——.L

Nach dem Cauchyschen Integmlsatz erhiilt man

16) In - ?(2) =3 \J In X N0
xr—x, 27 r—x, T —x
+r
und nach partieller Integration:
1 7' (@) 1 =
17) =—‘-f<' TN [n(x—zx)dx.
27”_*_1, ¢ (%) L=z, ( '

Fir In (z — ) kann irgend ein Zweig dieser Funktion
eingesetzt werden, da

[Ca—5)

verschwindet. Nun ist

duw
fln(w——x) T

+ 1

Ly

fiir alle z irgend eines endlichen ganz in I, gelegenen ein-
fach zusammenhiingenden Bereiches eine eindeutige uud regulire
Funktion y (x); durch Differenzieren unter dem Integralzeichen

findet man
, dx
T
7 f(hx)(x—m

el
Die hier zu integrierende Funktion von x hat im Innern
, . . . 1
von I’ den einen Pol # == 2z, mit dem Residuum T oes
€L — I
% 1

1st also
1) Falls I' kein Inneres besitzt, sind die Uberlegungen durch EKin-
schiebung eines weiteren Grenziiberganges ein wenig abzuiindern.
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2mi
) = 27
19) r@= "
also
19) y @) =2ni(ln(x—uz) + InC),

wo In C eine Integrationskonstante bedeutet.

Setzt man diesen Wert in (17) ein, so findet man

s :
20) Zn(p(x)=;)1.f(p(x)-ln(x—x)dx—ln(J,
2
o @)
wo jetzt beide Seiten bloB bis auf Vielfache von 2zi bestimmt
sind. Entwickelt man beiderseits in eine Reihe der Form
Inx -+ ti‘ + ;Zf, 4. (vgl. 11), so ergibt sich durch Koeffi-

zientenvergleichung: {2 ¢ = 0. Nun ist

7' (2) d . , g dx
= —— [ln'p(x) tarcus @ () :
o) ds [Inlp@) + p ()] i
= ¢ [arcus(/ (96)] d,J: , weil ‘q?(af) konstant
dz, z = o auf I,
=i in @ () dz ,
dn Cdz

wo nunmehr nach der iuBeren Normalen von I’ differenziert
wird. Durch Einsetzen in (20) erhiilt man schliefilich

1 din ¢ (z)|
lng(z) = 2,—@["'— -(Z%(—)IA In(x — z)|dx
21) tr
1 d p(x) :
= Zan—__(ln —ln(r—uz) dzi.
1

Trennt man in Gleichung (21) Reelles und Imaginiires,
so erhidlt man:

[$

22) In ¢(@) = u(ly) = 1 J1 (”?1; ‘P(“‘)_l

njx —a |da
Qm in : i ’
41




































