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Ein Satz iiber Dirichletsche Reihen.
Von Harald Bohr.

Vorgelegt von A. Pringsheim in der Sitzung am 8. November 1913.

In der vorliegenden Abhandlung werde ich einen Satz
iiber den funktionentheoretischen Charakter der durch eine
Dirichletsche Reihe dargestellten Funktion beweisen. Dieser
Satz, welcher sich auf den allgemeinen Typus Dirichletscher
Reihen bezieht, d. h. auf die Reihe

(1) /(q) = f(ﬂ J‘_ Zt) = ian e~
n=I1
WO
‘)</1<;z<<;'1<, hl]]/:,l:o:

ist, lautet folgendermatien:

Satz: KEs sei die Dirichletsche Reihe (1) in einer
gewissen Halbebene absolut konvergent. Zwei reelle
Ziahlen G und H seien so beschaffen, daB die durch
die Reihe (1) definierte Funktion /(s) in der Viertel-
ebene 6>, t> H reguliir und beschrinkt ist. Dann
ist f(s) in der ganzen Halbebene 6> G regulir und
beschrinkt.

Beweis: Nach Voraussetzung ist ein 7 so vorhanden, daf
(1) fiir 0>y absolut konverglert und somit fiir o>y eine
reguliire beschriinkte Funktion f(s) darstellt. Ferner ist nach
Voraussetzung f(s) in der Viertelebene > G, t > H (wo G
offenbar <4 angenommen werden darf, da der Satz im Falle
(¢ > trivial ist) reguliic und dem Betrage nach < K, wo /U
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eine positive Konstante bezeichnet. Die Behauptung lautet:
die Funktion f(s) ist in der ganzen Halbebene ¢ > (¢ regulir
und beschriinkt; ich werde sogar zeigen, dal, fir ¢ > G, [(s)
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reguliir und dem Betrage nach < K ist, wo /{ die obige Kon-
stante bedeutet. Dies ist offenbar bewiesen, wenn ich nach-
gewiesen habe, dafy bei festen o' >, t' < H die fir 6>y
durch (1) definierte Funktion f(s) innerhalb des (teilweise der
Halbebene o> 5 angehirigen) Kreises ¢ (siehe Figur) mit dem
Mittelpunkte s* = ¢' + ¢¢' und dem Radius » = ¢' — (& reguliir
und dem Betrage nach < K ist: denn zu jedem gegebenen
Punkte s der Viertelebene o> (v, << H kénnen ¢' und ' so
gewithlt werden, dali der Punkt s im Innern von C liegt. s
bezeichne € den mit ¢ konzentrischen Kreis, dessen Radius
0o=1(¢'— ) ist, und der somit ganz der Halbebene >
angehdrt.

Ich werde zuniichst die Existenz einer reellen Zahlenfolge

t,yty. ...ty ... mit den beiden folgenden Eigenschaften he-
welsen :
1. s ist fiir jedes # >1
tn > ]{ + r

(woraus folgt, daly das Innere des Kreises €, mit dem Mittel-
punkte s, = o' 4 if, und dem Radius » ganz der Viertelebene
o> G, t > H angehirt).

2. Wenn fiir jedes n =1, 2, ...

[+ il —1))=1.(s)
gesetzt wird, ist gleichmiiBig innerhalb ¢, d. h. fiir s — s <o,

lim £, (s) = [(s).

H= X

(Mit anderen Worten, es strebt die Differenz der Werte, welche
[(s) In zwel ,entsprechenden® Punkten der Kreise ¢’ und €
(siehe Figur) annimmt, gleichmiifiig gegen O fiir ins Unendliche
wachsendes #.)

Um die Existenz einer derartigen Zahlenfolge ¢, ¢,, ...
zu beweisen, geniigt es offenbar zu jedem £>0 die Existenz
einer Zahl 7>/ + r so zu beweisen, dali innerhalb "

1) — /(6 +i(T—1)) <e,
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d. h. (da ja fiir s—s' <o die beiden Punkte s und s+4-i(7—1')
der Halbebene o> # angehoren)

ia,, P i e Miw“””':' }j‘a,, e_;"‘s(l—(z ~n ”7'_”)1(\ ¢
n= n=t e J
1st.
Wegen o' — o > 5 lifit sich zunichst ein N = N(¢) derart
bestimmen, dafi fiir alle 77 und s—s" <o

< —iys — £t & —iy (= €
Sae (1= Y < sy e =0 g & 5
n=N-41 n=N-41 =
ist.  Hs ertibrigt die Existenz eines 7'>IT -4 » so zu beweisen,
dafy innerhally €'

N

Y aye (1=

n=I

— iy 11—

™M«

ist, oder, was offenbar mehr aussagt, so dali

N 5

iy (37~ 0) b, (T =1 £

(2) E a, ¢ n 1__ ¢ n < =
n=1 =

ist.  Die lixistenz eines 7' > H 4 r, das (2) befriedigt, ist
unmittelbar folgendermafien festzustellen: Weil die Summe auf
der linken Seite von (2) nur eine endliche Anzahl Glieder ent-
hiilt, gibt es offenbar ein ¢ >0, so dal (2) erfiillt ist, wenn
fiir alle w=1,2,..., N die Zahl 1, (2" —¢) auf der Kreis-
peripherie, d. h. modulo 2z, betrachtet absolut genommen

kleiner als ¢ ist, d. h. wenn ;" (T—1), modulo 1 betrachtet,
275

i

. e L
absolut genommen kleiner als &= ist.  Dal diese letzte
e 2n

Forderung aber fiir gewisse beliebig grofie 7' (also speziell fiir
ein 1'> H -1-r) erfiillt ist, folgt unmittelbar aus emem der
allereinfachsten — und unmittelbar zu heweisenden — Siitze
in der Theorie der Diophantischen Approximationen, welcher
aussagt: Ms seien ., 2, ..., wy heliebige reelle Zahlen:
dann kommt im N-dimensionalen Raume der Punkt
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(twy Lay, ..., lay), wenn jede Koordinate {2, modulo 1
reduziert wird, immer wieder einmal (fiir ins Unend-
liche wachsendes #) innerhallh eine beliebig vorge-
gebene Umgebung des Anfangspunktes (0, 0, ... 0)
des N-dimensionalen Raumes.

Nachdem somit die Existenz einer Zahlenfolge ¢, ¢, ...
mit den beiden obigen Eigenschaften festgestellt ist, lifit
sich nunmehr auf Grund des folgenden bekannten Stieltjes-
schen Lemmas der Beweis unseres Satzes in wenigen Worten
vollenden.

Lemma'): Es seien € uund (' zweil konzentrische
Kreise in der komplexen s-Kbene, mit Radien » und
o<<r. Hs mége fiir alle n=1,2, ... die Funktion £,(s)
innerhalb ¢ reguliir und dem Betrage nach < X sein,
wo K eine von » und s unabhidngige positive Zahl he-
deutet, und es sei gleichmiifiig innerhalb des kleineren
Kreises €

lim £ (s) = [(5).

Hn=w

Dann existiert die Funktion /(s) (die selbstverstiindlich
innerhalb € reguliir ist) innerhalb des ganzen Kreises ¢
als eine regulire analytische Funktion, und es ist
innerhalb

[(s) = lm [, (s).
=

Dies Lemma ist unmittelbar auf unsere Funktionen f(s)
und f,(s)(n=1,2,...) und die heiden Kreise / und " an-
zuwenden. Wir herlicksichtigen:

Lo Fiir jedes n=1,2, ... ist /,(s) = [(s + i(t, — ")
innerhalb €' regulir und absolut genommen <A (weil ja fiir s
innerhalb € der Punkt s 4 i(¢, —¢) dem Kreise ¢, und so-

mit a fortiori der Viertelebene o> (¢, > H angehort).

1} Correspondance '’ Hermite et de Stieltjes. Paris1905, Bd. II,
S.369-570. [Der Satz ist seitdem in hohem Grade verallgemeinert
worden. Vgl Carathéodory und Landau, Beitriige zur Konvergenz
von Funktionenfolgen. Berliner Sitzungsherichte, 1911, S. 587—613.]
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2. Innerhalb des kleineren Kreises (" ist, wie oben fest-
gestellt, gleichmiikig

lim £, (s) = f(s).

n==

Das Stieltjessche Lemma ergibt daher, da die Funktion

f(s) im ganzen Kreise ' als regulire analytische Funktion
existiert, und dafi daselbst

7 (s) = lim [, (s)

n=—oo
ist, also a fortiori (wegen f,(s)| < A), dak f(s) innerhalb ¢
regulir und absolut genommen < K ist.
Damit ist der Satz bewiesen.



