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Uber arithmetische Eigenschaften gewisser ganzer
Funktionen.

Von Georg Faber in Strafiburg i. E.

Vorgelegt von A. Pringsheim in der Sitzung am 8. November 1913.

Zu den folgenden Untersuchungen wurde ich durch eine
Vorlesung gefiihrt, die ich im Sommersemester 1912 iiber
klassische Probleme der Elementargeometrie® hielt. Ich ver-
suchte damals meinen Horern die Transzendenz von @ mog-
lichst systematisch und ohne Kunstgriff zu beweisen. Von den
iiblichen Darstellungen befriedigte mich keine in dieser Hin-
sicht vollstiindig: ich lasse dahingestellt, inwieweit der Beweis,
den ich 1m ersten Paragraphen mitteile und den man natiirlich
in einer Vorlesung anders auseinandersetzen wird, als es hier
geschieht, jener Forderung euntspricht. Jedenfalls hat er den
Vorzug, daf die beniitzte Methode sich zur zahlentheoretischen
FErforschung sehr vieler ganzer Funktionen verwerten Uikt
Ich hatte dies damals an den Besselschen Funktionen als
Beispiel nither ausgefithrt und merkte erst nachtriglich, daf
Herr Stridshberg mm 33. Bande der Acta mathematica 1910
auf anderem Wege zu den niimlichen und zu weiteren in der
gleichen Richtung liegenden Ergebnissen gelangt war. Da
aber mein Beweisverfahren viel einfacher und durchsichtiger,
zugleich aber mindestens ebenso weittragend ist als das des
Herrn Stridsberg, so diirfte die neue Herleitung der Strids-
bergschen Sitze, die ich im zweiten und dritten Paragraphen
gebe, vielen Mathematikern willkommen sein. Dabei verdanke
ich gewisse Vereinfachungen in Einzelheifen meines urspriing-
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534 G. Faber

lichen Beweises dem nachtriiglichen Studium der Stridsberg-
schen Abhandlung.

Um die weitere Anwendbarkeit meiner Methoden darzu-
tun, betrachte ich endlich in einem vierten Paragraphen iiber
Herrn Stridsberg hinausgehend eine Klasse ganzer Funk-
tionen, die schon Herr Perron?) auf ihre arithmetischen Eigen-
schaften hin untersucht hat; meine Ergebnisse sind viel all-
gemeiner als die des Herrn Perron.

§ 1
Die Transzendenz von s

Die algebraische Gleichung

(1) agaet + a2t A =0,
deren Koeffizienten ag, a,, ..., ¢, ganze Zahlen sind, besitze die
Wurzeln @, z,. . . ., ,. Angenommen, eine dieser Wurzeln

sei gleich =, dann wiire

(@) (14 cosz,)(1 + cosa,) -+ (1 1 coszu) = 0.

Die Unmoglichkeit dieser Gleichung soll nachgewiesen
werden.

Ich denke mir die Produkte in (2) ausgefiihrt, so dak
aus (2) die folgende Summe wird:

n b . S s R ..
@) 1+ 2cosx, -+ 2'cosz, cosx, + 2'cosx, cos ., cOS T, + -

+ cosw, cosx, ... cosx, = 0.

Die 2" bedeuten symmetrische Funktionen der z,, z,, . . ., 2,.
Alle cos-Produkte verwandle ich in Summen unter Bewah-
rung der Symmetrie in den 2z, 2,, ..., Z», z. B.:

cosz, cos, = 1{cos(z, + z,) + cos(— @, — z,) + cos(z, — x,)
4) -+ cos(#, — 2,)]

oS T, COS T, cos Ty, = L [cos(x, + x, + z,) + cos(—z, —x, —z,)
+ cos(—=z, - %y -+ z,) 4 cos (&, —x, — ) + cos(x, — 2, + =)
~+ cos( -z, +a,—2,) + cos(z,+z, - 2,) + cos(—z,— 2, +2,)}] usw.

1) Math. Ann., Bd. 66 (1909), S. 482,
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Auch schreibe ich X} cosz, +- 2} cos(—wx,) statt 2'cosz;
multipliziert man dann noch (2) mit 27, so erhillt man:

(5) Cy 4 cos¢, Hcosly + -+ - 4 cosl, = 0;

U, ist eine positive ganze Zahl, die { sind Aggregate der Form
~@i4-2- - + 2, sie sind selbstverstindlich nicht alle vonein-
ander verschieden; jede symmetrische Funktion von (,, (,, ..., {n
ist offenbar auch eine solche von z,, z,, ..., @,; ferner wurde
durch die Umformung (4) erreicht, daf in (5) neben {; und
ehenso oft —— ¢; vorkommt. Die ¢ sind daher Nullstellen einer
geraden I'unktion:

(6) v (g) = AOCQM + Alé'Qm—2 + T + Am

mit  ganzzahligen Koeffizienten A,, A,,..., 4,. Man darf
voraussetzen, dab keine dieser Nullstellen gleich Null ist; sonst
hiitte man niimlich in (5) alle Summanden cos ; mit Argumenten
{i=10 vorher mit der ganzen Zahl (| vereinigen kdnnen, die
darnach mindestens gleich 2" ist.

Es handelt sich nun darum, fir cosl, cosl,, . . ., coslu
geeignete Niherungswerte zu linden. Ist ¢ () irgend ein nur
gerade Potenzen enthaltendes Polynom

(") g =co+ e, B+, 0+ -y

so verstehe man unter ¢(£) die Majorante

(8) G+ 6 4l -

und unter & () das Polynom

(9) 9@ — g+ 9™ =g O+ — -,
bis diese Reihe von selbst abbricht. Dann ist

(10) G(0)cosl = G+ O-g(0).

Unter © wird hier, wie stets Im folgenden, eine Zahl
verstanden (nichf jedesmal die niimliche), deren absoluter Be-
trag fiir alle ¢ <Fk Kkleiner als ¢* bleibt, also:

(107 @< fir <
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Fiir (&) = 2" ist Gleichung (10) unmittelbar klar; denn
G (£) 1st dann

. 4 27
— (_l)h(z ]1,)! (1——5' -+ 1% + — e (_ Dh(f.f]l_)!);

da aber die Operation, durch die G () aus ¢({) gebildet wird,
dem distributiven Gesetze gehorcht, wonach aus

9 =9, +9,() awch GQ)=0G,0)+ G0
folgt, gilt (10) allgemein.

Man wihle fiir ¢(£) das folgende Polynom:

LA ()Pt A2amAm
(1L g = - _’—(24/—)" )

multipliziere (5) mit G (0) und ersetze vermige (10)

G (0)cos (&) durch  G(&) + Og(6):

so erhiilt man

ni m

(12) C, G (0) + % G (&) + @21:"”(5:‘) =0,
WO
(129 6 <,

falls % die groite der Zahlen ;] ist.

Die folgenden Schliisse sind einfach und bekannt: Ks sind

offenbar sowohl €, G (0) als auch 2 G () ganze Zahlen,
1
6 23g(£) wird mit wachsendem 2 beliehig klein, mithin Null;
1

m

?"G(C,-) ist durch 27 -1 teilbar, C)G(0) ist (mod 24 + 1)
= (_ 1)) ((p (O))Z -1 A‘(Z)/'.m-l—m—l ,

also bei passender Wahl von 4 nicht durch (21 4 1) teilbar:
die Gleichung (12) und somit die angenommene Gleichung (1)
fir 7 sind unméglich.
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$ 2.

Arithmetische Eigenschaften der Besselschen und verwandter
ganzer Funktionen.

Es sei jetzt die Differentialgleichung
o dm_}—] ¥ m—1 dmy dy —
(13) bnar o S A bna™ ™t Al 2 =y =00 (0n0)

vorgelegt, von der die der Besselschen Funktionen ein ganz
spezieller Fall ist. Versteht man unter f(») das Polynom
(m—4- 1)t Grades

(14) fy=0byr + by —1D 4 -+ bur(p—1)...(»—m)

und setzt man voraus, dal f(») keine positiven ganzzahligen
Nullstellen besitzt, so gentigt der Differentialgleichung (13)
offenbar die ganze transzendente Funktion

V(x) oder ausfithrlicher geschrieben

> x x2
Vig, by b, o . . by) =14+ - v o
N (CAN (OO
z
RO NIO RN ORI
Fiir den Yall, daB by, b,,..., by 2 @, .. ., Zu, ferner
Cyp Oy ..., U, rationale Zahlen sind, soll eine Bezie-
hung der Form
(16) C,Vixy) + C, V() -+ +CuV(x,) =0

als unmoglich nachgewiesen werden, es sei denn daf
Uy=0C =0,=...=0, =0 ist.

Wegen der Funktionalgleichung
(A7) Vi(az, aby, aby, ..., aby) = V(z, by by, .. ., by)

genligt es beim Beweise, die 0,  als ganze Zahlen voraus-
zusetzen; die ' ktnnen selbstverstindlich ebenso gut ganz-
zahlig wie rational vorausgesetzt werden; ich verstehe daher
im folgenden unter den 0, x, (' stets ganze Zahlen.
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st y(x) irgend ein Polynom
9@y = ¢y -+ ;w4 eyt + gt + -
so verstehe man unter g(z) die Majorante
Col + w4 cpat 4o

und unter Opg(x) das Polynom, das durch die folgende Dif-
ferentialoperation aus ¢ (z) hervorgeht!):

(18)  Opg @) = bog' (*) + bywy" (@) & - - - 4 buw™ g T ().
Statt Op(Opyg(x)) schreibe ich kiirzer Op?g(x) ust.; ferner
setze ich
(19) G@) =g(@) + Opg ) + Op*y(@) - Op*g (@) + - - -,
bis die Reihe von selbst abbricht. Dann gilt entsprechend der
Gleichung (10) des vorigen Paragraphen mit genan der nim-
lichen Begriindung wie dort:
(20) GO)V(z) = G(z) + Oglz).
Man wiihle speziell fiiv ¢(z) das Polynom

@ - sy T — @y
1) 9in (@) = ——

wo z, £ 0, p eine Primzahl und 1 eine der (m - 1) Zahlen
p—1,p—2,...,p—m—1 sein soll. Man bilde nach (19) die
zugehorige Funktion (r;, (2); multipliziert man dann (16) mit
G, p(0) und ersetzt man G,(0)-V(zy) durch G, ()4 O g p (@),
so werden alle Summanden €, G,,(z;) ganze Zahlen und fiir
E=1,2,...,n durch p teilbar, wiihrend das Restglied

6 Zkg—lll (.’L‘/‘)
1

bei hinreichend grofem p beliebig klein, also Null wird. Um
die Unmoglichkeit der Beziehung (16) nachzuweisen, geniigt

1) Im vorigen Paragraphen war Opg(r) einfach — g (x).
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es also zu zeigen, dab C,G,,(z,) fiir mindestens einen der
obigen Werte 1 nicht durch p teilbar ist.

Ich setze zur Abklirzung noch (2 — z,)" = g;(x); wiire
nun Oy G;, () durch p teilbar fir A==p—1, p—2, p—m—1,
so wire offenbar auch, falls nur p>Cy(x,—x,) . .. (2, — @)
gewihlt wurde:

(22) Gi(z))= 0(modp) fixr i=p—1, p—2,..., p—m—1;
(A sel >m +1).

Nun ist nach (18) und (19), wenn man noch auf der
rechten Seite von (18) die Faktoren x, 22, . . ., 2™ nach Potenzen
von z — x, entwickelt denkt,

(23) Opgi(x) = ¢,0:1(%) + ¢, 9:—2(%) + -+ + Cun1 Jio i1 (2),
also
(289 Gi(x) = (@) +¢, Grr (@) ¢, Gi2 () - 4= Coip1 G~ 1()
und
(24) G () = ¢, G (20) + € Grea (%) + -+ + o Grm (),

wo die ¢, ..., Cut1 ganze Zahlen sind und insbesondere
Copgel == b,,,xg‘}.(l — 1), .., (A—m) 1st.
Wenn also fiir m - 1 aufeinanderfolgende und unterhalb
p liegende Werte
pw=~4AiAi—1 ..., i—m
G () — 0 (mod p) ausfiillt, so geht auch G, —1(z;) durch p
auf, sobald nur p so grof gewiihlt ist, dali weder ), noch z,

durch p teilbar ist; hieraus und aus der Voraussetzung (22)
schliefit man nacheinander

(25) Gpona ()= 0, Gpoms(zy) —0,..., Gy(xy)— 0 (mod p).

Die letzte dieser Kongruenzen ist widersinnig, da Gy ()
identisch =1 ist.

Damit ist Gleichung (16) als unmdglich nachgewiesen.

Ohne die geringste weitere Schwierigkeit beweist man die-
jenige allgemeinere Beziehung, die aus (16) hervorgeht, wenn
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man (fir k=1, 2, ..., %) V(x) darch V(ze) + V(s + -
+ V(@) ersetzt, wobel @y1, y2, ..., 2y, die I, Wurzeln elner
algebraischen Gleichung mit ganzzahligen Koeffizienten be-
deuten.

Eine zweite Verallgemeinerung ist ebenfalls leicht anzu-
bringen, auch kombiniert mit der soeben angegebenen; sie
besteht darin, den Summanden C.V (x;) durch die Summe

Wie= Cxo Vi) + Car V(@) 4 Cia V' (@i 4+ - 4 Croner VD (2)

zu ersetzen; die Behauptung lautet dann erstens, dafi eine
n

derartige Summe 2 W, nur dann gleich Null sein
1

kann, wenn jeder einzelne Summand W, gleich Null
1st und zweitens?), da fir 2,40 dies nur mdglich ist,
wenn Chyy = — b, Cyo ist fiir =0, 1,..., m, m. a. W,
wenn die Gleichung W;=0 nichts anderes aussagt
als die Differentialgleichung selbst fiir « = a;, wih-
rend fiir 2, = 0 selbstverstindlich die Bedingung
Go | 20n DO
) FOfER) FA)FE)y... [ +1)
notwendig und hinreichend ist.

Setzt man ndmlich wieder

(2 —a) [ [i (@ — wr
g}-p (x) - ;'! ?

Cio -+

1) Dieser Teil des Satzes war schon vor dem Erscheinen der Strids-
bergschen Abhandlung von Herrn Perron bewiesen worden (Math.
Ann., Bd. 66 (1909), S. 484; vgl. auch § 4 der vorliegenden Arbeit). Herr
Perron gibt dem Satze folgende abweichende, aber vbllig gleichwertige
Formulierung: Eine Relation CoV(xg) 4 Cy V' (ag) - 4 Cmn VO (i) st
bei rationalem xy nur dann méglich, wenn (y=C;=...Cn =0 ist.
Nach der 1m Text befolgten Methode beweist man die Perronsche
Fassung des Satzes fast noch einfacher als die Stridsbergsche: da
Cmd1 von vornlierein gleich Null angenommen ist, ergibt sich die Richtig-
keit der Gleichung (26) Ii(rg) — 0 auch fir 2==0. Iy(rg) =0 Desagt
aber Cp =0, sodann folgt aus /y(z,) = 0, dafi ;=0 ist usw.
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so sieht man ohne weiteres ein, dafi nicht nur & (0) V(x)
durch (#(z), sondern auch die Ableitungen (+(0)V @I (z) durch
G (z) — n<m +1— mit der fiir die Zwecke des vorliegen-
den Beweises geniigenden Anniiherung approximiert werden,
ferner daf3

Ol; 0 G/’. » (x/:) + (/1]:1 (T“/[I (xlc) —i_ e _J{_ Ol:m-{—l (}%'2,+1) (xk)

filr &> 0 eine durch p teilbare ganze Zahl ist. Man schliefit
wieder, dafi dann auch

Coo Gy () + Coy Ghp (@) + -+ + Compn (},g,";,+ (%)
durch p teilbar wiire fiir
i=p—1,p—2,...,p-—-m—1;
bezeichnet man mit [ (x), was aus
Con G () Cog (@) -+ Cyu 1 (04 (2)

wird, wenn man g¢(z) = (z — x,)* zu Grunde legt, so [lolgt
aus den Rekursionsformeln (23) und (24), die ebenso fiir I';(2)
wie fitr Gp(2) gelten, dai I (), wenn Z>1 ist, durch p
teilbar ist und da p noch unendlich viele Werte annehmen
kann, mub

(26) I (z) = 0 sein fir A>1;

insbesondere sind /() =0, I,(z,) = 0... Lht1(x,) =0
m-+1 lineare homogene Gleichungen zur Bestimmung der m+-1
Verhiltnisse Oy : Cro (I =1,2, ..., m + 1), die dadurch voll-
stiindig bestimmt sind; denn die erste dieser Gleichungen ent-
hilt nur O, Oy, die zweite nur Uy, C,,, C,, usw.; das sich
durch Aufldsung jener Gleichungen eindeutig ergebende Lisungs-
system mufl also mit dem von vornherein bekannten System
Corpr = — Iy xf)(’oo identisch sein. (Man kann dies natiirlich
unschwer durch explizite Aufstellung und Aufldsung der Glei-
chungen (26) verifizieren; man verfihrt zu dem Zwecke am
einfachsten so: wenn man g; (x) = 2" statt = (x — z,)* setzt,
so folgt aus (26) fiir die neuen Funktionen 77 (x)

(26) Iy () = Coo x(’)
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Die Rekursionsformel (23‘) lautet fir 2, =10 einfach
G (x) =" + [ () G1=1 (2)
und ihr entspricht nun die folgende aus ihr hervorgehende
Formel fir I (x) —2>1—
I(z) = Cypa* + Co a1 4 - -
A Compr A A —1) ... A —m)z*= + (D)1 (2).

Auf Grund von (26) folgt daraus:

Copi a4 Compr 25 A(A=1)... (A —m) = —Coo f(D) z}" .

Und hieraus ergibt sich zuniichst fir i =1

@)

Coy = — by Cyy,
sodann durch den Schluf von 7 auf 141
Cozpr = — b} Uy
§ 3.

Ausdehnung der Ergebnisse auf eine andere Klasse ganzer Funktionen.

In diesem Paragraphen betrachte ich nach dem Vorgang
des Herrn Stridsberg noch eine andere Klasse ganzer Funk-
tionen: unter f(») verstehe ich wieder die Funktion (24) und
setze:

Uz) =1+ iy

‘ f(l) +a
(28) . ]
T+ a(@+ 9. o+ @)

« ist eine von Null verschiedene ganze Zahl; die Funktion
f(») +a soll keine positive ganzzahlige Nullstelle, dagegen
einen Faktor ¢v -+ 0 besitzen, wo ¢ und b teilerfremde ganze
Zahlen sind. Dadurch wird erreicht — und dies ist der einzige
Zweck dieser Voraussetzung —, daf

(29) (D + (@) +a)...(f) + a)

durch v! teilbar ist.
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Die Funktion U(x) geniigt der Differentialgleichung

(1) 4
["" z" dz m+‘lj
(29) z
dm d —1
+b,,,1x"'1_l-m_+ +/00 ?/+ —y=20.
Setzt man jetzt, wenn wieder g(x) irgend ein Polynom ist,
0pg(@) = byg' (@) + byzg" @)+ - 4 bua™ g™+ (z)
30 —
B0 b at@—9 (0
z
und

(31) G(z) = g(x) + Opg(x) + Op'g(x) + - - -,
so wird
(32) G(0)-Ux) = G(2) + Oy(z).

Wie G (x) aus g(z), so entsteht I'(x) aus dem Polynome
7 (x) usw. Setzt man
(33) 7u(@) = # (@ — gy —2>0, u>0, z,%0—,
so 1st nach (30):

mf-1

(34) Opy, W@y = (f(A) + a)yi P (z) - L, € Prm1pr g n (@)

(die ¢, sind ganze Zahlen, speziell ¢,p1="bnpu(u—1)...(u—m)

und ¢, = 0 fiir alle » > u), ferner
w1

(35) Dhp(@)=7:, @)+ (D Fa) ey w(@) 32 6 Limrgr (@),

endlich
w1

(36) [‘}..u (xo) == (f (;*) + (l) le—l 1t (xo) —i_?v Cy ]1/—-1 v pe—v (‘r(]) .

I (x) setzt sich mithin linear mit ganzzahligen Koeffi-
zienten aus den Funktionen

(37) D e (@) (v =0, 1, .. ., e+ 1)
zusammen.

Die Summe der Indizes der Funktionen (37) ist A4-p—1:
der Koeftizient ¢, in (36) hat den Teiler p(pe—1)...(u—v-}-1)
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herrithrend von der (u-—»)-maligen Differentiation des Falktors
(—zoy von y;,.(2); fithrt man die Funktionen (37) in gleicher
Weise auf solche mit einer Indizessumme =1 + ¢ — 2 usw.
zuriick, so erhilt man fiir die urspriingliche Funktion 1} . (z,)
lineare Ausdriicke der folgenden Art:
—').;t(xg) =‘}/‘0).',l’[wl‘_u'(x0), wo 4 + ‘Ll,‘ = + Hn— k ist
(k=1,2,...).
[m Verlauf des Verfahrens wird es eintreten, dat einer
der Indizes 4, ¢’ zu Null wird, wiihrend der andere noch >0
ist; wird zuerst ‘=0, so hat Ij,(z,) in (38) einen Koeffi-
zienten cp,e, der offenbar durch
(D +a)- (2 —1) +a) . .. (F1) + a)

teilbar ist; wird aber zuerst u'==0, so hat der zugehorige
Koeffizient ¢;-o nach dem vorhin Bemerkten den Teiler 1!,

herrithrend von der p-maligen Differentiation des Falktors
(# — z,)*; daraus folgt mit Beachtung von (29) der

Hilfssatz: Ist » sowohl <2 als auch <g, so ist ¢ 17, (z,)
durch »! teilbar.

(38)

Angenommen nun, es existiere eine Relation

CyUlxy) + C,U(zy) + « - - 4 C,U(z,) = 0 mit ganzen

Zahlen C,, ..., Oy, 2, ..., Zn;

(39)
dann setze man

n
e (x — @) aP H:’ (z — )
1

Iyl = ——

(40) (g =03 A=p—1,p—2,..., p—m—1;
p Primzabl > (¢ 0y b2y [ ] (@, — @)
1
Es folgt wie bisher, daf auch

(41) (”O ("1"‘.l (."1’10) "{" (J] (7']‘}-(_‘1"]) + e 'i_ Cy (f'[z).(-/l"n) =0

sein miilite, und da
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(42) (ipr(@)— 0 modp ist fir i=1,2,....n
(fiir 2; # 0 nach dem Hilfssatze und fiir 2, =0 wegen (29)),
so miiite auch

Gy (z,) durch p teilbar sein fir 2=p—1, p —2, ..,
p—m—1,

(43)
woraus folgt:
(44) Iy ()= Omodp fiir p>p—m—1.

Da identisch

(45) Ypu+1(&) = 7p41,.(8) — Zpypu (@),
also auch
(46) Ly @) = Ly (®) — 2, 1, (2),

so ergibt sich weiter
(47) Iy oz = 0modp  fiir  u > p',
falls fir w> p' I,,(z,) 0 mod p ist.
‘Wendet man nun auf die rechte Seite von (34) fiir A=p-1
die Identitiit
(48) Vo n=n (£) = 2" 7p 00 (7)
an und entwickelt man hier den Faktor 2 nach Potenzen von
(x —z,), so gehen (34) und (36) in folgende Gleichungen iiber:

m—+4-1
U 0pyp41u(e) =2 dey s (@)
- (0>0; d.=0 fir » > 1),
OO Iy ) =2 d, I -1 (2)
0

wo die Koeffizienten o, ganze Zahlen sind und inshesondere
(51) s = 0y pu(pe —1) ... (e —m)

1st.

Da I,y ,.(x) wnd I, (x,) fir p>p—m—1 durch p
teilbar wird, so folgt aus (50) fir p=p —1, dali auch

(H2) Iy —m—2(zy) = Omod p
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und wegen (47)
(53) Lyt p-m—2(®y) = O mod p
1st.

Dann aber ergibt sich aus (50) fir p=p—2
(58 Dppowa @)= 0, Typapmms () =0 mod p;
usf., schlieBlich
(55) Ih0(xg) =0, Ipgpro(®,)=— 0 mod p.

Nun ist aber nach Definition (vgl. (30), (31))

(56) Tptro(@) = a8t + (f(p + 1) + a) ] yo(xy);

aus (55) wiirde somit folgen

(57) ar¥! =0 mod p entgegen der Voraussetzung p > |, .
Damit ist die Unmoglichkeit einer Relation wie (39) dar-

getan,

Auch hier lassen sich die Verallgemeinerungen, von denen
am Ende des zweiten Paragraphen die Rede war, ohne neue
Schwierigkeit anbringen.

S 4.
Weitere Verallgemeinerungen.
In diesem letzten Paragraphen betrachte ich die Differential-
gleichung
G8) Yy =@y + Q@Y+ -+ Gu(@yt,

wo @Qi(x) ein Polynom hochstens iten Grades ist, nur ), (z) soll
genau vom mte® Grade sein:

(59) 0o (0) 0.

Die ganz spezielle Annahme Q(x) = b;2* fiihrt zu der
Difterentialgleichung (13) des zweiten Paragraphen zuriick.
Die Koeffizienten der Polynome ;(z) werden wieder rational
vorausgesetzt; ich beweise dann folgenden Satz:
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Erstens: BEs gibt eine bis auf einen Faktor be-
stimmte ganze transzendente Funktion V(z), die der
Differentialgleichung (58) geniigt.

Ziweitens: Sind z, z,, ..., 245 Copy Cyps - ooy Comaets o v o
Cnoy Cuyy . oo, Cumga rationale Zahlen und ist aukerdem
Ou(x) £0(=0,1,...,n), so ist eine Relation der Form

(60) é‘k Wi,=20,
wo W, soviel bedeutet wie
Coo V(w) + Caa VV(me) . . -+ Clomea VT (zy),
nur dann miglich, wenn jeder einzelne Summand
(61) W, =0
ist (h=1,2,... n).
Drittens: Die Gleichung W, =0 erfordert, daB

alle Koeffizienten Cyo, Ci1, ..., Cipmga entweder gleich
Null sind, oder dak sie die Proportion

Cro:Cry: Cra ot O
= — 1:Q(x): Qolx): ... Quilx)
erfiilllen; m. a. W.: die Relation W, =10 1ist nur mog-

lich, wenn sie sich aus der Differentialgleichung (58)
fiir £ = x, von selbst ergibt.

(62)

Den  ersten und dritten dieser Sitze hat schon Herr
Perron?') bewiesen; ich kionunte mich fiir meinen allgemeineren
Satz auf diese Resultate des Herrn Perron oder wenigstens
auf die von ihm begriindete Theorie der Jacobi-Ketten stiitzen,
die bei ihm die Grundlage der weiteren Entwicklungen bildet.
Ich ziehe es aber vor, den ganzen obigen Satz neu zu be-
weisen, einerseits well dies kiirzer und fiir den Leser bequemer
ist als fortgesetzte Verweisungen, andererseits weil mir mein
Verfahren auch fiir andere Probleme verwertbar erscheint.

1) Ao . O Math. Ann. Bd. 66 (1909), p. 482.
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Im ganzen wird meine Methode wieder dieselbe sein wie
in den vorhergehenden Paragraphen; nur an einer Stelle bedart
sie einer Krgiinzung. Da soust alle Schliisse die nimlichen
bleiben wie im zweiten Paragraphen, fiihre ich nur den Teil
des Beweises niither aus, der neu hinzukommt, und dies ist einzig
und allein der Nachweis, daf jene Funktion ¥'(x) existiert und
dal sie in iihnlicher Weise wie die 1m zweiten Paragraphen
so genannte Funktion durch Polynome approximiert werden
kann.

Ich dart zur Vereinfachung der Bezeichnung annehmen,
dafi die Null nicht zu den Wurzeln der Gleichung ¢,.(z) =0
gehort; sonst lieie sich dies leicht durch die Substitution
x — x,| ® mit rationalem z, erreichen, wobei die Form der
Differentialgleichung (58) vollig ungeiindert bleibt. Dies voraus-
gesetzt, vervollstiindige ich die Definition von V(z) durch die
Nebenbedingung V(0) = 1, die sich als mbglich erweisen wird.
(Fiir den zu beweisenden Satz an sich ist diese Vervollstiin-
digung der Definition von V(z) offenbar unnétig; sie verein-
facht nur den Beweis.)

Auch setze ich die Koeffizienten der @;(z) zuniichst als
ganze Zahlen voraus; hinterher Iifit sich der Beweis sehr
leicht auf den Fall rationaler Koeffizienten ausdehnen.

Wenn ¢(z) irgend ein Polynom ist, verstehe ich unter
Opg(x) sowie unter (+(x) jetzt folgendes:

(63) Opg(x) = Q,(x)g' (@) + ¢ (x)g" (x) 4+ 4 Qu(2) g™ TV (x)
(64) G(x)=yg(x) + Opg(x) + Op*y(x) + - - -,

bis die Reihe von selbst abbricht.

(+ (x) geniigt offenbar der Differentialgleichung
(i (z) = g(x) + Op G (2)
oder anders-geschrieben:
(65) 5y — Qp(x)y" — Q@) y" — - = Du(r)y"t = g(x).

Unter g,(x) verstehe man soviel wie z*; es ergibt sich
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(66) Opy, (x) =
1~1<r) vt ()-i](‘(r)))'(':f~1)»I4 (‘)'-i(‘!o)1f(l'~l)("”2)>k-- Ut’ijeo) (v=1)...(r-m)
+ a2 (() (0)r(v—1)+ (‘)LI(O) y(r=1)(r—2)+ -+ QE'?;:;(O) w'(‘1/~1).,.(1'—'))!)>

c QL () (v =) L (v = m).
was ich kilrzer so schreibe:
(67) 0pg(@) = &= () + &Iy (@) + -+ + & D ()3
die Polynome /;(r) und /41 (v) sind vom (m~-1)*n, die tibrigen
hi(») hichstens vom (m —+ 1)t Grade.
Aus (64) und (67) folgt
fo(x) =+ b () G (@) + 1y (v) Ga () + -
“+ fonga (v) Gy 1 (7).
Bezeichnet man daher mit B den Koeffizienten von "

in (/,(z), der eine ganze Zahl ist, so gilt fiir #<» —1 die
folgende von & unabhiingige Rekursionsformel

(69) ”B(I.’l — /,1(,[) ])‘;Cl'—ll + /,2(),)])’;;';21 + - + /'m-{-l (V)le(:_m‘”'

(6%)

Man bemerke zuniichst, daf lim H=" DB = ist, bei

¥ = 0
beliehigem, aber konstant.gehaltenem % und fiir jede noch so
grofie von » unabhiingige Zahl H; denn einerseits sind die
Zahlen B, wie ein Blick auf das Bildungsgesetz der Koeffi-

. vl . .
zienten /i, (v) lehrt, durch A teilbar, andererseits kinnen nicht
Lo, pe=h oo, D= gleichzeitig Null sein, da sonst auch
Br—m=D und schliefilich B Null wiire, wiihrend tatsiichlich
BB =1 ist. Somit ist es miglich zu jeder gegebenen positiven
Zahl H Zahlen » auf unendlich viele Weisen so zu wiihlen, daf
(70) BN H~ > By=0 [+
ausfille ftr 7=1,2, ... r.

Dann folgt aber aus (69)

Sitzungsb, d. math.-phys, K1, Jahrg 1913, 36
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BI(:'—}-I) H—=1|
(v 1)1 1 e (1)) 1 ]

(71)
> BOH~ - H ), (v4-1)] {1

Ty H O (e 1) HeY

Man kann sich von vornherein H so grofi denken, dals fiir
den gewiihlten Wert von » und fiir alle groferen die eckige
Klammer auf der rechten Seite von (71) >3 wird; zugleich
darf man annehmen, dafi f[iir das gewiihlte » und alle groeren
HA (1) -1 >1 ist.

Dann folgt aus (70) und (71) fiir 2=0,1,2 ...

S T Tt | ot i) e n hy(r+2-+1)

(72) | BTN Hormd s s [ v 2 D

Multipliziert man die Ungleichungen (72) fiir 2=0,1,2,..
{ =1 miteinander, so findet man

| By H

D DI+ D

(79) .
o) vl .
= BUHT oy
Der Inhalt der letzten Ungleichung lifit sich auch so aus-
sprechen :
Es gibt eine positive von Null verschiedene Zahl m der
Art, daf filr geniigend grofses 4
(74) B >mih (4 Dby O 2) L by (2)
ist; » hat hier nur konstant ganzzahliz >0 und mindestens
so grofy zu sein, dafi keiner der Faktoren /, (r-+-1), 1, (r + 2)
usw. Null wird.
Die Ungleichung (74) Lit sich leicht zu dem viel prii-
ziseren Satze ausgestalten, daf der Grenzwert
B
lim ——— k S -
j=cx /[1 ()‘ ’%‘ 1)/!1 (7' + _4) PN //1(/‘)
existiert und von Null verschieden ist.
Aus (74) folgt niimlich, da /o, (2) von der (m - 1)t» Ord-

nung i 4 ist, daly mit 0 <e <1
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_[)’(/'-)‘
(75) 111;1 G = = w
ist.
Es gibt also unendlich viele », fiir die
B B
2 )+ 7 (= DI
ist. (=12 ...»)
Dann folgt aber aus der Rekursionsformel (69)
(77) , 7]));‘,-!_” - LY b+ 1)
(O + DYF T Y o )
Hier ist:

(14 e).

L=y . BY hy (v 4 1)

T o= BYFC Y O+ T)
a8 b e T hy (1) +-
((r — 2 (Y (o — D) I, (v 4 1)
_B(: - ) B‘” /l’m+1 (" =+ 1)

+ ((r — my!)ite” (r')'+' o 1. (r—m+ 1))“*‘*%1_(1'——}-1)

und man sieht wegen (76) leicht ein, dafi eine Zahl X' >0
existiert devart, dal fiir den ins Auge gefaliten Wert /: und
fitr hinreichend grofie »

. K 1

(79) £y <1,,_,N<2

ist.

Gleichzeitic kann man sich in (77) » so grofy denken, dal

(hy (v 4 1))

(r - 1)1+ > 2 ausfiillt. Dann aber gilt fir 2=0,1,2....
0 e N ) ot o)
T 0D T (0 DY (L D "
mit

K 1
(81) Epy| < : <5

(r + /1)'*"1 2
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Multipliziert man die Gleichungen (80) fiir 2=10,1,.. .,
{ — 1 miteinander, so folgt
(82) B+ —
BO by (1) oy (r42) oy 0 1) - (14 £) (L) (T =),
Da das unendliche Produkt (1 -4 &,)(1 4 &.41) ... absolut

konvergiert — sein Grenzwert heite P —, so besagt (82) die
behauptete Kxistenz des von Null verschiedenen Grenzwerts
Joth
= B0, P,
) 11m w @+ (0D B,

Wenn also ¢ und & zwei beliebige, aber feste natiirliche
Zahlen sind, dann existiert der Grenzwert

j'q/’

(81) }_l_n: B )(L/)

und ist von Null verschieden.

Ich betrachte insbesondere die m Grenzwerte

_[’(/)
(85) P ——/11111 b’“' —k=1,2,...,m —
und beweise: es existiert eine positive Zahl L derart, daf fitr
L>1L
/, '« / ) el ]-‘(/‘.)
(86) lim e —
l=x L

wird, (b=1,2,... m)

Da B nach (83) von der Grifenordnung (AD)"+ ist,
besagt (86) natiirlich viel mehr wie (85).

Wiire (86) nicht richtig, so wiire fiir jede positive Zahl (¢

'/ VAl
- PI: i );c
lim == o,

7
t=w x

Da aber die Zahlen D% = g B — D% ganz wie die I
dem Rekursionsgesetze (69) gehorchen, kinnte man die Rela-
tionen (74), (83) fiir D{P an Stelle von B genan so ableiten
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wie es vorhin geschehen ist, und man kiime zu dem Resultate,
dat ein endlicher von Null verschiedener Grenzwert
])](7.) _B;i.)
4 v

Lim 0 = e — 40
e

L=
existiert, wihrend tatsichlich dieser Grenzwert (s. (85)) gleich
Null ist.

Man kann, indem man falls notig die obige Zahl L' ver-
ariiert, (86) auch so formulieren:

s existiert eine von Z unabhiingige Zahl L’ derart, dab
fir L > L/
(87) BB — B < L

wird fir 2==0,1,2, ..., b=1,2 ..., m.

Es wird behauptet: Die Ungleichung (87) gilt auch fir
h=m--1, m 4+ 2, ..., 2 unter dem Vorbehalt einer aher-
maligen (von Z unabhiingigen) Vergrifierung der Zahl L'

Die Differentialgleichung

Yy =" - (30 y' -+ (L)l (x)yu e O (.’E) y(m-}_l)’

der (7,(x) geniigt, liefert folgende Rekursionsformeln fiir die
Koeffizienten £7:

I(. )= /l,,;_;l-_(]f) {:1)>c)~1 ]lm (7)'/ - 1) + L;cLQ /lm—l (]D_Q) + e
(88) + By h(k—m) — DB, (m 4 1 <F <»);

fiir £ =1 Liefert diese Formel nicht 5", sondern B — 1.
Die Koeffizienten der rechten Seite von (88), niimlich
T (F—13 —1) —1
e () )
bleiben ihrem absoluten Betrage nach unterhall einer endlichen
Schranke S, die von & und » unabhiingig ist.
B

k
12
LO

(G=20,1,2,...,m —1) und

Die Zahlen g, als Grenzwerte der geniigen ehenfalls

den Rekursionsformeln (88):



At
[
'S

(. Faber

) A Br—o i i — 2
(89) Pe= ]1,,: +1 (L L/L)’—l T (7 1) + fr—2 fi 1 (7 )
-+ ﬂk—m /['1 (7" - m) - /))’f—’”‘l]'

Wenn man hier auf der rechten Seite fiir jedes fi_; den

b
" k—i - .
Nitherungsausdruck ])’\")' einsetzt, und wenn man mit %, das
0
Maximum der Differenzen
b
) ° 1 ; 7 L
[He—i — ]U)‘ &—-1, Ly o v oay k

bezeichnet, so wird der Fehler der linken Seite, d. h. die Differenz

)u)'
(90) P~ J,m‘ < (i 1) 8,
also jedenfalls
<+ R,
wenn [t sowohl > (m -}- 1) S, als auch >1 ist.
N ist, wie bewiesen, <-]fg,) , also
R L .
N1 < B gz < » -+ -, endlich
(91) Pv——m_l s 1))—111 L1 + 1
N1 < f-l B und 7, < *"“7,;)* Y
B
d. h. aber: siimtliche Differenzen /i — ],’(‘T) bleiben f{iir
200
(L

k=12, ... v kleiner wo L' von » unabhiingig ist,

_L’U !

w. z. h. w.

Ly +1
J201) R
h

erinnert man sich noch, dali B von der Grifienordnung
1

(,,!){;{-T-'l

Inshesondere ist f, < denn B ist =1;

ist, so sieht man, daf die fi, Koeffizienten einer ganzen
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transzendenten Funktion sind. Da die /i, sich aufierdem durch
die Rekursionsformeln (89) bestimmen, geniigt diese Funktion
der Differentialgleichung (58).

Die Existenz von V{(x) ist somit bewiesen. Krsetzt man
V(z) durch das Polynom 14 o --- -4 p.a”, so hegeht
man nach dem soeben bewiesenen einen Fehler, der seinem

iy
absoluten Betrage nach < o &l e ist, wo jetzt unter I' eine
0

(zugleich im Hinblick auf das Folgende) passend gewiihlte,
von » uniibhiingige positive Zahl verstanden wird; andererseits

ist die Differenz zwischen diesemm Polynom und BIT:-) G, (x)
0
dem Betrage nach kleiner als
1 o oI+ Dz 1y
1}4;')(14‘ z 4|2+ 2)< G +}),(, £ )‘;
i} 0

kurz man sicht, es gibt eine positive von » unabhiingige Zahl 3/
derart, dal3

(92) G.(WV () — Gy <Mz +1)ye~
wird.

Ist endlich wieder ¢ (z) irgend ein Polynom und G () das
aus ithm durch die Operation (64) entstehende Polynom, so
folgt wieder aus dem distributivem Gesetz, nach welchem
g@) = gV (@) 4- ¢? () auch G(z) = GO (z) + (P (x) nach
sich zieht, allgemein

(93) GOV (r) — Gy <eg(M(z + 1))
oder
(939 GO)V(z)y= G(x)+4 OgM(z +1)).

Diese Gleichung entspricht Gleichung (20) des zweiten
Paragraphen und erfiillt fiv den Beweis genau den niimlichen
Ziweck, wiewohl jetzt die Annitherung von (7(z) an (7(0)-V(x)
oder wenigstens die Abschiitzung dieser Annitherung eine etwas
schlechtere ist.
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Der zahlentheoretische Teil des Beweises kann sodann fast
wortlich wie im zweiten Paragraphen zu Ende gefiihrt werden.

Da die Fassung der bewiesenen Siitze eine sehr allgemeine
ist, erscheint es mnicht iiberfliissig, spezielle Fille besonders zu
formulieren, z. B.: Wenn «, und 2, irgend welche nicht not-
wendig voneinander verschiedene rationale Zahlen, aber keine
Nullstellen von ), () sind und wenn ferner g, » irgend welche
positive Differentiationsindizes bedeuten (einschliefilich der Null),
_ (,’l)_(xo)
Vi)
gesehen von der Kombination = », 2, ==x,); auch Zihler
und Nenner dieses Bruches sind einzeln irrational mit der
einzigen Ausnahme, dali nach Definition V(0) =1 ist.

dann ist der Quotient irrational (selbstverstindlich ab-



