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Ein neues Konvergenzkriterium fiir Integrale.
Von Edmund Landau in Gottingen.

Vorgelegt von A. Pringsheim in der Sitzung am 7. Juni 1913.

Es sei die (reelle oder komplexe) Funktion ¢ (2) fiir 2 >1
definiert und fiir jedes ¥ >1 von =1 bis 2 = y eigentlich
integrabel. In Analogie eines Tauberschen Potenzreihensatzes
hatte ich') bewiesen:

Es sei fiir ¢ — o0

1
p@)=o0 <mgx) )

f(s) = fq?(x)x~3dx

also (a fortiori)

fir s> 0 konvergent. Fiir s — 0 sel

f(s) —1.

Dann i1st
f(0) = f{p@ds =1,
das heifit fiir 2 — o

D) = o) dy —1.

In Analogie eines Littlewoodschen (den Tauberschen
enthaltenden) Potenzreihensatzes lifit sich zeigen, daf diese
Behauptung richtig bleibt, wenn die Voraussetzung

) Uber dic Konvergenz einiger Klassen von unendlichen
Reihen am Rande des Konvergenzgebietes [Monatshefte fiir Ma-
thematik und Physik, Bd. XVIII (1907), S. 8—28], S. 25—27.
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1
7@ =0 (x 15,(,;70)
durch die geringere
1
p@) =0 (Eg x)

ersetzt wird. Dies ist bisher nirgends gemacht worden und
soll auch hier nur als Spezialfall eines neuen allgemeineren
Integralsatzes bewiesen werden, der so dazu steht wie meine?)
Verallgemeinerung des Littlewoodschen Potenzreihensatzes
zu diesem selbst. Den wesentlichsten Kunstgriff beim Beweise
habe ich aus Herrn Littlewoods Abhandlung iibernommen.

Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist der
Satz: Es sei fiir >1
P@) = {oy)dy
1
beschrinkt:

@) <K,

also

f6) = fp@)z=rda
1
fiir s> 0 konvergent und
;(13(1))_—¢(u)|=|j’v<p(y)dy|<2K fir 1<u<vw.

Es bezeichne vy (e) fiir jedes e>0 die hiernach end-
liche obere Grenze von

fo@dy

fiir jedes Wertepaar u, v, das den Ungleichungen

I<u<p<<ylts

1) Uber einen Satz des Herrn Littlewood [Rendiconti del
Circolo Matematico di Palermo, Bd. XXXV (1913), S. 2656—276], § 3
(8. 270 - 273).
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geniigt. Es sel filr ¢ =20
(&) —0.
Es sei fiir s—0

f(s) —1.

Dann ist

1) ={o@de =limd @ =1.

Vorbemerkung: Dieser Satz enthiilt den oben angekiin-
digten (meinen 1907 er Wortlant mit O statt o, d. h. die Be-

hauptung: Aus ¢ (z) = 0 (H(%g:ﬁ)’ f(s) — 1 folgt £ (0) =1).
Denn aus

0@ =0(5ino) 16 =00

zlogx

folgt nach einem anderen Satze meiner 1907er Arbeit?)

(z) = O(1).

7@ =0()

zlogx

Aus

folgt ferner, wenn ¢ so gewihlt wird, daf fiir 2 >1
@< o 3

ist, fiir 1<u <v<u'*¢ (bei jedem &> 0)
ul-te

frway <c|

u

4y
ylog (2y)

log (2 w'+)
o ALY
® log (2 u)
log ((220)'+)

log (2 u)
= clog (1+ ¢),

==¢lo

< clog

1) L. c., S. 27—28.

@
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also
(&) <clog(l-4e),
'l/) (8) — 0 .

Beweis: Ohne Beschriinkung der Allgemeinheit darf /=10
angenommen werden, da man sonst nur die Definition von ¢ (z)
auf der Strecke 1 <2 <2 abzuiindern hiitte.

Nach der Voraussetzung

D(x)y=0(1)
ist

)= fop@oas

nicht nur fiir s >0 konvergent, sondern ehenda beliebig oft
unter dem Integralzeichen differentiterbar?). Fir s> 0 und
ganzes?) r > 1 ist demgemil

fO(s) = (— 1) f«p @) x—slogradx
1
und wegen?)

fis) = sf(l)(x)x*s—ldx,

da auch hier Differentiieren unter dem Integralzeichen ge-
stattet ist,

f(r) (3) — (_ 1),~_| 7.? (p(x)x—s—l Iogr—l zdz
1

+(=1ysfo@a—r—"log zda.

Wegen
[ P@) <K
ist fiir festes r>1

) Bekanntlich gilt dies sogar in der Halbebene & (s)>0; vgl.
z. B. meine Arbeit Uber die Grundlagen der Theorie der Fakul-
titenreihen [diese Sitzungsberichte, Bd. XXXVI (1906), S.151—218],
S. 212, Satz 111"

%) r ist in der Folge durchweg ganz.

3) Vgl. z. B. die in der vorletzten Anmerkung zitierte Abhandlung,
5,212, Z. 1.
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o0 o«
[fOO)<Kr (a—"ogtwde + Ks (z~°"og' wdx
1 i
@
r—1

;;1__] fx's—ldx + Ks(—1) g;;fx“s—l dx
1

= Kr(—1)y! d' (-)-{—K (—1)' (1)

or T — —)——|—K

= Kr(—1y-!

1+l

Nach dem (von Herrn Littlewood herriihrenden) Hilfssatz 2
meiner Arbeit aus den Rendiconti (in dem hier z =1—s zu
substituieren ist) ist also fiir » >0

s" O (s) — 0;
wenn flir s>0, »r>0 '

s"+lf¢(x)x—s_‘10g”xdx = iy (5)
1

gesetzt wird, ist folglich

(8) = ho(s) — 0,
§FO() = (— 1)k —1(s) + (—1)h(s) — 0 fir r>1,

also
he(s)— 0 fiir > 0.

Nun ist fir §>1, s>0, »>1

o (s) = D) s+ (= togradas + 511 {{(D (2) — D)z~ og wda
1 1
= P (&)r! 4 g1 f((f)(x) — D&z log'xdx,
1

| D) 7! < | h(s)| + 9 (| D @) — D) o= og wda.
i
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Es sei jetzt ein &> 0 fest gegeben.
Fir £>1, s> 0, »>1 ist mit Riicksicht auf die Defini-

1

tion von () (da auf der Strecke &+ <z < &4 entweder

1 1\ I
g << (g'+e) oder & <z < £+e ist)

Sl-}-s

5l+‘"

g f B () — B(E) a5 logr wdr <y (e) s f w1 log" z da

1
;.-l-{-x

1
-«

< (&) st fa:‘s_l logrzda
i

= ().

Andererseits ist fiir §>1, »>1, wenn s den speziellen

Wert s = —T——t hat,

log &
1 1
aFe A
s"+‘J‘I D) — P (&) xz—=tlogadr <2 Ks"+‘fx*s—‘ log"zd,
1 1

also, weil z~*log”z sein Maximum bei 2 == & hat?),

1
El—f—x

< 2 K1 (E_”]:') B (log (E_‘;Il")>rfx—‘ dz

1

prl ( 1 > ” logif logf

Koo | pige ) logs O 22
logH1e &™) ™ (T oy 14-e
1

= _2K gl e"" (q;-l—log (1+e))

14+ ¢
=o("e ")
= o(r!),

1) W d —s r 51 ) et -

egen o (= logra) = — sw=s—1logra + ra—s—1log'~1 o

=gz—s—llogr—1a(—slog x4+ 1) = se—s—1logr—1a(—log z -4 log &).
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ferner
s»’%-lf | @ (x) — P(E)| e lograda <2 Ks’+‘f:c‘s" log'z d«
51+e 57+-‘-‘

=2 Kot (14 o y-0+06t0]ogry - (14 &)y dy
=2 K+ (1-+ s)r-{-lfy«s(l-l-s)—l log" ydy
<2 K¢+ (1- gy+! E‘“fy—s‘llog"ydy

<2 Kg+ (14 &)rt! E““fy“s—l log*ydy

1
=2Kr1 (14 )14 eye—"
= o(r!).
Zu jedem &> 0 gibt es also ein r = r(¢) derart, dafi fiir
&E>1
D@ 1< by (1) v @rtert 4 ert
T T\ eg &

ist.  Fir &> &,(r) = &,(¢) ist aber

# |
. ~ o1
& (103 5) e

[ DB rt<Be+ ywE)r!,
DE)| <5+ ().
Wegen v (¢) — 0 ist daher
D& —0.

also

Gottingen, den 28. Mai 1913.



