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Eine neue Art die Photogrammetrie bei flichtigen
Aufnahmen zn verwenden.

von S. Finsterwalder.

(Kingdanfm 14. Aprti.)

Unter fluchtigen photogrammetrischen Aufnahmen sollen
im Folgenden solche verstanden werden, bei welchen die Stand-
punkte des photographischen Apparates nicht durch eigene
Messungen hodheren Genauigkeitsgrades festgelegt werden. In
diesem Sinne sind insbesondere die photogrammetrischen Auf-
nahmen vom Luftballon aus als fluchtige zu bezeichnen und
die Methoden, welche ich friher fur Ballonaufnahmenl) ange-
geben habe, lassen eine sinngemésse Anwendung auf alle andern
Suchtigen Aufnahmen zu. Bei Ballonaufnahmen ist man zu-
meist auf die Kenntnis der inneren Orientierung (Bildweite und
Hauptpunkt) des verwendeten Apparates angewiesen, da sich
die aussere Orientierung desselben gegen die Vertikale oder den
Meridian nur durch umsténdliche und wenig genaue Mittel
gewinnen lasst. Bei Aufnahmen jedoch, welche auf festem
Boden ausgefuhrt werden, begnugt man sich nicht mit der
Kenntnis der inneren Orientierung des photogrammetrischen
Apparates, sondern man nimmt die leicht genau auszufihrende
Orientierung gegen die Lotrichtung dazu und verschméht
unter Umstanden auch die weniger sichere Orientierung gegen

*) Eine Grundaufgabe der Pbotogrammetrie und ihre Anwendung
auf Ballonaufnahmen. Abhdlgn. der K. Bayer. Akad. der Wies., II. KI.,
XXII. Bd., 2. Abt., 1903, S. 223, sowie: Bemerkungen zur Analogie zwischen
Aufgaben der Ausgleichsrechnung und solchen der Statik. Diese Berichte
Bd. 33, 1903, S. 683.
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die Nordsudrichtung mittels der Magnetnadel nicht. Dadurch
vereinfachen sich die Konstruktionen wesentlich und ausserdem
lasst sich die Genauigkeit steigern. Legt man auf letzteren
Umstand weniger Gewicht, so kann man die Konstruktionen
rein graphisch ausftihren und erzielt damit Raschheit und Uber-
sichtlichkeit. Wahrend bei alleiniger Kenntnis der inneren
Orientierung der Aufnahmen die Rekonstruktion des Objektes
nur auf dem Wege des Tastens gelingt, wobei vier oder doch
mindestens drei Grossen zu verandern sind, lasst sich bei Hin-
zuziehung der Orientierung gegen die Lotrichtung dieselbe
Aufgabe auf eine einzige Gleichung 6. Grades zuruck-
fuhren, die man durch eine sehr anschauliche geometrische
Konstruktion ersetzen kann. Wird auch noch die magnetische
Orientierung benutzt, so fallen alle Verwickelungen fort und
die Losung lauft auf das Ziehen gerader Linien hinaus.

Wir betrachten zwei Aufnahmen mit den Standpunkten
Ox und 0% Die Strahlen, welche von ihnen aus nach einem
Raumpunkt P hinlaufen, denken wir uns parallel verschoben,
bis sie durch einen festen Punkt O gehen. Durch diesen Punkt
legen wir auch eine Parallele zur Standlinie Ox0% Diese drei
Parallelen mussen in ein und derselben Ebene liegen. Wir
schneiden nun die Figur derselben durch eine Horizontalebene
(Bezugsebene) in der Entfernung ,Eins“ von 0 und bezeichnen
den Schnittpunkt der Parallelen zu OxP mit P,, jenen der
Parallelen zu 02P mit P2 und den der Parallelen zur Stand-
linie Ox02mit 0,2. Es liegen dann die drei Punkte PvP rO tt
in einer Geraden. Ist die volle aussere Orientierung der Auf-
nahmen gegeben, so kann man in einfachster Weise die Punkte
P, und P 2zeichnen und erhélt in ihrer Verbindungslinie einen
geometrischen Ort fur den Punkt 0,2. Die Strahlen von O,
und 02 nach einem zweiten Raumpunkt Q liefern zwei weitere
Punkte Qx und Qt in der Bezugsebene, deren Verbindungslinie
ebenfalls durch den Punkt 0,2 geht. Hat man so 0% als
Schnitt von P1P2 und Qx Q%gefunden, so bestimmt die Ver-



S. Finstertealdcr: Photogrammetrie hei flichtigen Aufnahmen. 105

bindung8inie OIf O Richtung und Neigung der Basis Ox0%
Ist 00 der Fusspunkt des Lotes yon O auf die Bezugsebene,
so wird 0,00 die Richtung und der Winkel 0 0O»000 die
Neigung der Basis ergeben. Die Lange der Basis ist der Natur
der Sache nach unbestimmt und kann vorlaufig beliebig ange-
nommen werden. lhre Grdsse bestimmt den Massstab der Re-
konstruktion des Objektes.

Das Verfahren bei der Wie-
derherstellung des Objektes aus
zwei Bildern, welche nach Lot- iro-
richtung und Meridian orientiert it _
sind, lasst sich hiernach folgen- LA
dermassen schildern, wobei der S
Einfachheit halber lotrechte Bild- :
ebenen vorausgesetzt werden
(vergl. Fig. 1). Die Koordinaten
der Bildpunkte von P QR
bezogen aufein durch den Haupt-
punkt {Ax bezw. AJ gehendes,
aus Hauptvertikale und Horizont
bestehendes Koordinatenkreuz
werden mit xpyp, X\'yq, X, yr,...
in der Bildebene E x und xpyp,
xi Vgi xfVri-- - in der Bild-
ebene 23S bezeichnet. Zuerst
zieht man von einem Punkte OO
die Richtungen der optischen
Achsen OxAv bezw. Ot A" nach
den Ablesungen der Magnet-
nadel, tragt auf ihnen die Bild-
weite 00A x bezw. 0QA™ ab und
errichtet in den Endpunkten Senkrechte, welche den Grund-
rissen der Bildebenen E xund E %entsprechen. Auf diese Senk-
rechten Ubertrdgt man die X-Koordinaten von den Fusspunkten
(-4,, bezw. A”) aus und verbindet die Endpunkte P' Q* R*. ..
bezw. P" Q" R"... mit 00. Auf den so erhaltenen Strahlen

Piff. 1.

P

Gy o
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findet man die Punkte P 1QI R 1... bezw. Pt Q2R”..., indem man
die Strecken: OOP 1= O0OP* yv, OOPt= OOP“:ypu. s. w. be-
rechnet und von 00 aus abtrégt, bei positiven Vorzeichen in
der rickwartigen Verlangerung von OOP* bezw. OOP", bei
negativem in umgekehrter Richtung. Die Verbindungslinien
P,P2 Q% R1Ri,... schneiden sich dann samtlich im Punkte
()ir der mit 00verbunden die Richtung der Basis gibt, wahrend
die Neigung derselben aus der Formel ctg 9= 01200hervorgeht.
Wird nun das Strahlenblschel
00(P2QtR%..) in der Richtung
Olt 00der Basis um eine Strecke b
gleich der Lange derselben in der
Horizontalprojektion verschoben
und werden seine Strahlen mit jenen
von OO(Pj QxRx...) zum Schnitt
jE gebracht, so erhalt man die Grund-
risse POQORO.. . der Objektpunkte.
Die Hohen kann man entweder in der Ublichen Weise doppelt
berechnen oder auch vor Ausfihrung der Konstruktion des
Grundrisses aus den Elementen der Figur 1 direkt ermitteln.
Zu diesem Zweck betrachten wir in Fig. 2 den Aufriss auf eine
zu 00022 senkrechte Ebene. Die Punkte des Aufrisses seien
durch den Exponenten x gekennzeichnet. Die Hohen der Punkte
Ov 02 P lber einem beliebigen Horizont mogen hv A2 hp
heissen. Durch Of wird eine Horizontale 8 T gezogen. Aus
der Ahnlichkeit der Figuren: PxST O* und 0* QJPj Pf folgt
die Proportion:

Fig. 2.

Aus der Grundrissfigur 1 im Zusammenhang mit der Aufriss-
figur 2 folgt

somit:

wenn man an Stelle des Hohenunterschiedes h%— hx der Basis-
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endpunkte deren Horizontalentfernung b einfihrt. Wenn der
Hoéhenunterschied h%— hx gleich Null wird, nahert sich das
Verhaltnis : 00 der Einheit, da der Punkt 02 ins
Unendliche riuckt und die Formel far den Hohenunterschied
hp— A, wird:
A h - h

i1 P,P2

Fur Punkte in gleicher Hohe ist das Verhaltnis OxtP 2: 1\ PA
oder, wenn der Hohenunterschied h%— hx der Basisendpunkte
Null ist, die Entfernung P xP 2 konstant.

H.

Wenn die Orientierung beider Aufnahmen gegen den Meridian
nicht bekannt ist, wohl aber jene gegen die Vertikale, so kann
man die beiden Figuren der Punkte OCP, QxRxund OOPt Q%R t
(Fig. 1) far sich zeichnen, sie dann derart aufeinanderlegen, dassdie
Punkte OO sich decken und den Winkel beider Figuren gegen-
einander solange andern, bis die Verbindungslinien
RxRg durch einen Punkt O hindurchgehen. Das lasst sich
mit Hilfe Ton Pauspapier mechanisch sehr leicht ausfuhren.
Wenn wir aber den Winkel xp berechnen wollen, um den die
zweite Figur gegen die erste zu drehen ist, damit die drei Ver-
bindungslinien durch einen Punkt gehen, so stossen wir auf
eine Gleichung 6. Grades. Es seien namlich die rechtwinkligen
und Polarkoordinaten der Punkte P, Q] RxP2Q2R2 auf 00 als
Anfangspunkt bezogen folgende:

P\:#i yxrx<gx; (J,: X%y% 292; RX: x8ysrs4®;

P*X\ WN\ <, Q2:x%yi gw Ri- xiyaratya:
Wird nun die zweite Figur um den Winkel rp gegen die erste
gedreht, so andern sich die Polarwinkel der zweiten Figur um
diesen Betrag und die Koordinaten der gedrehten Punkte
P4 Qi Ri werden folgende:

P% x\= rxcos{p{+ vO MW= r[sin({+ y)

Qi &= ricos(i+ y) W= sin(q+ vy)

-Bi *=rgcos(9* -f vO Ifi — r8sin (i + vO:
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Die Verbindungslinie Pj Pi hat zur Gleichung:
X y 1
W 1 =0.
Ncos(\+ y) Nsin(({+ x 1
Oder ausgerechnet:

X (yi —WcosW— x\sinyj) + V(— xi+ x\cos \p —MWNsiny>
+ W — yi X[) cosy+ (xxx[ + yxy[)sin y»= 0.

FOhrt man

2u
smy; = — Cos y* 1+y"

ist, ein, so ergibt sich die Gleichung:
x(Yi—Yi+ 2Xiu+ (Y-t yNw+ y(x{-x1—2y\u—(xx- f X\) u¥)
+ (X\yi — yix\)@a —u*) + 2(Xi X\ + yiy\)u= 0.

Analoge Gleichungen gelten fur die Verbindungslinien
Qi Qi und Ri Ri. Die Bedingung daftr, dass sich die drei
Verbindungslinien in einem Punkte schneiden, erhalt man durch
Nullsetzen der dreireihigen Determinante der Koeffizienten der
drei Gleichungen, welche in u vom 6. Grade wird, da jene
Koeffizienten quadratisch in u sind. Durch Nullsetzen der
Diskriminante dieser Gleichung wiirde man die Bedingung dafur
erhalten, dass die auf den gegebenen Bildern gewéahlten Punkte
keine praktisch brauchbare Losung der Aufgabe zulassen;
leider ist dieser Weg wegen der Verwickelung der Formeln
nicht gangbar.

Hingegen st leicht einzusehen, dass die Losung der Auf-
gabe dann versagt, wenn die 3 Punkte P Q R mit den Stand-
punkten O, und 02 in einer Ebene, mag sie nun horizontal
oder geneigt sein, liegen. Man kann dann namlich die beiden
Buindel, die aus den Loten in den Standpunkten und den Strahlen,
die von letzteren nach den Objektpunkten laufen, gebildet sind,
noch auf mannigfache Weise so gegeneinander bewegen, dass
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entsprechende Strahlen sich schneiden, ohne dass die Lote auf-
horen senkrecht zu stehen. Aus dem gleichen Grunde wird
die LO6sung ganz unsicher, wenn die Lotebenen durch die
Strahlen des einen Bundels senkrecht auf den Ebenen stehen,
die durch die entsprechenden Strahlen des a&ndern Bundels und
die Basis gebildet werden. In diesen Fallen ist noch eine
unendlich kleine Bewegung, namlich eine Drehung um das Lot
des ersten Bundels mdéglich. Aus diesen Grinden wird man
sich in der Regel nicht mit dem Zusammenpassen dreier
Strahlen begniigen, sondern eine grossere Zahl hereinziehen,
aus welchen dann der Punkt OI% auf dem Wege der Aus-
gleichung hervorgeht.
in.

Das in den vorhergehenden Abschnitten auseinandergesetzte
Verfahren erfahrt eine beachtenswerte Erweiterung, wenn, wie
es in der Praxis in der Regel der Fall sein wird, zur Bestim-
mung des Objektes nicht nur zwei, sondern mehrere Photo-
graphien zu Gebote stehen. Man wird dann zu allen vorkom-
menden Geraden und Ebenen Parallele durch einen festen
Punkt O legen und ihre Richtung, bezw. Stellung durch den
Schnitt mit einer horizontalen Bezugsebene in der Entfernung
.Eins* von O bestimmen.l) Sobald von zwei Standpunkten
Ot und 0O* einige zusammengehorige Strahlen, welchen in der
Bezugsebene die Punkte: PiQiRi..., PkQkRKk... entsprechen,
gefunden sind, ist der Punkt (je nach den Verhéltnissen
mittels der Methode des ersten oder zweiten Abschnittes) zu
ermitteln. Zwischen den Punkten der Bezugsebene bestehen
nun mannigfache Beziehungen. Da, z. B., die beiden Dreiecke
Pt @ Ri und Pk Q, Rk in bezug auf den Punkt o<* perspektivisch
liegen, schneiden sich P*P*, Qi Qk, Ri Ru in den Punkten einer
Geraden die mit O zusammen die Stellung der Ebene P QR

I) Die hier verwendete Art Richtungen und Stellungen im Raum
auf einer Bezugsebene festzulegen, wird in der Krystallographie ange-
wendet und fuhrt dort den Namen ,gnomonische Projektion oder Neu-
mann’sche Polarprojektion/
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bestimmt. Drei Punkte O<k, deren Indices durch zyklische
Vertauschung auseinander hervorgehen, liegen ebenfalls auf
einer Geraden, die mit O zusammen die Stellung der Ebene
der drei Standpunkte bestimmt. Hat man, um ein Beispiel zu
geben, vier Standpunkte Ov 62 09 04, so gibt es sechs Punkte
Ojki die viermal zu je dreien auf einer Geraden liegen, wie
olgt: 0 0X01S 02094024, Ow0M03B 0R0O2A014 Die
vier Punkte P, P2P#P 4, welche den Strahlen von den Stand-
punkten nach einem Raumpunkt P entsprechen, bilden die
Ecken eines vollstdndigen Vierecks, dessen sechs Seiten durch
die gleichnamigen Punkte Otk hindurchgehen. Da sich der
Hoéhenunterschied hp— hx des Punktes P gegentiber Ox gleich
gross ergeben muss, von welcher Basis man auch ausgeht,
erhalt man die Beziehung:

e @i - K =@i- A~ =kt-h )™,

Die Figur in der Bezugsebene ist ein vollstandiges Schema
aller Horizontal- und Vertikalwinkel, die in der aus dem Objekt
und den Standpunkten gebildeten Raumfigur Vorkommen. Will
man etwa Azimut und Neigung der Verbindungslinie P Q zweier
Objektpunkte wissen, so ziehe man die Verbindungslinien P x Qv
Pjog» 73 6tm 7474 Diese mussen sich in einem Punkte
schneiden, der mit 00 verbunden das Azimut der Linie PQ
liefert, wéhrend seine Entfernung von 0O der Kotangente des
Neigungswinkels gleich ist.

Die erwadhnten Beziehungen gewahren eine Uberreiche Zahl
von Kontrollen, welche zur Ausgleichung der aus den Punkten
Oik gebildeten Figur benutzt werden koénnen. Durch diese
Figur ist das trigonometrische Netz der Standpunkte mit allen
Winkeln bis auf den Massstab festgelegt. Sind die Beziehungen
erfullt, so bestehen auch keine Netzwiderspriiche mehr. Die
grossen Vorteile des Verfahrens werden nur durch den Umstand
beeintrachtigt, dass dasselbe versagt, wenn das Objekt eben ist
und die Standpunkte sich in der gleichen Ebene mit dem Objekt
befinden, oder wenn das, wie in vielen Fallen der Praxis, auch
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nur annahernd der Fall ist. Eine Rekonstruktion des Objektes
aus zwei Aufnahmen ist dann ausgeschlossen. Aus drei oder
mehreren Aufnahmen ist sie dagegen moglich, jedoch nicht auf
dem hier eingeschlagenen Wege. Fur den Fall dreier Auf-
nahmen, welche gegen den Meridian orientiert sind, ist die
Rekonstruktion des Objektes bereits von Lambertl geleistet
worden und seine LOsung spielt als das Problem der sechs
Punkte (wovon drei die Standpunkte und die drei Ubrigen
Objektpunkte sind) in der Nautik eine gewisse, allerdings be-
scheidene Rolle. Fur drei nicht orientierte Aufnahmen wird
man auf ein bisher noch nicht behandeltes Problem der acht
Punkte (drei Standpunkte und funf Objektpunkte) geflihrt,
wahrend vier Aufnahmen auf ein anderes, von Lambert mittels
einer Gleichung zweiten Grades sehr umsténdlich geldstes Problem
der acht Punkte (mit vier Standpunkten und vier Objektpunkten)
fahrt.) Alle diese Probleme kodnnen fir besondere Aufgaben
der Photogrammetrie von Bedeutung werden. Das eigentliche
Anwendungsgebiet der Photogrammetrie setzt jedoch groéssere
Hoéhenunterschiede zwischen Standpunkten und Objektpunkten
voraus und hiefur sind die im Vorstehenden entwickelten Me-
thoden geeignet.

1) Beytrage zum Gebrauch der Mathematik und ihrer Anwendung.
Berlin 1765—72, 3. Band, S. 186.

* Siehe auch Grunert: Uber eine merkwiirdige Relation zwischen
den rechtwinkligen Koordinaten von vier Punkten in einer Ebene und
den drei Winkeln, welche die vier von diesem Punkte nach einem funften
Punkt in derselben Ebene gezogenen geraden Linien mit einander ein-
Rchliessen und uUber zwei wichtige geodatische Aufgaben. Archiv fur
Mathematik und Physik, 1.Band, S. 89.



