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Zur Theorie der ganzen transcendenten Funktionen
von endlichem Range.

Von Alfred Pringsheim.

(Eingelaufen 7. Februar.,)

Tn einer fritheren Mitteilung?!) habe ich, ankniipfend an
einen grundlegenden Aufsatz des Herrn Poincaré,?) die Be-
ziehungen behandelt, welche zwischen dem infinitiiren Verhalten
einer ganzen transcendenten Funktion g (x) = 2J ¢, 2 fiir 2 == »
und demjenigen der Koeffizienten ¢, fiir » = o bestehen. An-
dererseits hiingt aber, wie Herr Poincaré in jenem Aufsatze
ehenfalls zuerst gezeigt hat, das infinitiire Anwachsen einer
ganzen Funktion, welche unendlich viele Nullstellen «, mit

1 |t
konvergenter Summe % -a~‘ (p > 0) besitzt, wesentlich
,
von p, d. h. schliesslich von der Dichtigkeit der Nullstellen
ab.  Kine vereinfachte Herleitung bezw. Vervollstiindigung ge-
wisser in dieser Hinsicht bestehender Beziehungen bildet den
Inhalt der folgenden Mitteilung.

Zur niiheren Orientierung diene zuniichst folgendes. Es

sei ein fir allemal 0 < o, <|ayq1 |, lima, = o, und es

ryr=w

werde angenommen, dass fiir irgend ein ¢ > 0 die Reihe
3
ganze Zahl, fiir welche dies stattfindet, so soll das fiir jeden
endlichen Bereich absolut und gleichmiissig konvergente Produkt:

1 . . .
a{ konvergicre. Ist dann o6 = p -} 1 die kleinste

1} Diecser Berichte Bd. 82 (1902), p. 163; 295,
%) Bullet. de la soc. math. de France, T. 11 (1883), p. 136,
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P(zv):ﬁ" <I—L> o d
1

a,

i,

y N
(wobei im Falle p =0 der Exponent 2~ L. <%) durch 0 zu
1 1

ersetzen 1st) als eine ganze Funktion pte™ Ranges bezeichnet
werden.,!) Ein von Herrn Poincaré (a. a. O. p. 142) bewiesener
Satz kaun alsdann folgendermassen formuliert werden: Iiir
jedes beliebig kleine ¢> 0 und alle #, deren absoluter
Betrag eine passend gewihlte Zahl R, iibersteigt,
hat man:
. . . pt+1

(A) Py <esl=I"" .

Spiiterhin hat Herr Borel gezeigt,?) dass sogar die Be-
ziehung besteht:

®) P@)|<ele

1y Tch gebrauche die Bezeichnung Rang in etwas anderem Sinne,
wice diejenigen Autoren, welche jenen Ausdruck als vollig gleichwertig
mit dem Laguerreschen ,genre’ (Ocuvres compl. I, p. 167) verwenden.
Hierunter versteht man bekanntlich, wenn:

P X

» s E” - (’7>

)= er@am I (1= 2] er * "

. ay
und ¢ (x) vom Grade ¢, die grossere Zahl b der beiden Zahlen p und
q (eventuell hat man & = p == ¢). Ich bezeichne diese Zahl I nach dem
Vorgange von K. v. Schaper (Dissertat. Gottingen 1898, p. 24) als Hohe
von G (r), dagegen p (was auch ¢ sein mag) als Rang von G(x). Nur
wenn q < p, insbesondere, wenn g = 0 (in welchem Falle ich & (v) eine
primitive ganze Funktion nenne) fallen nach der von mir beniitzten
Terminologie Rang und Hohe zusammen.

2) Lecons sur les fonctions entiéres (Paris, 1900) p. 56. Den
sehr komplizierten Beweis hat neuerdings Herr E. Lindeldf durch einen
iiberaus einfachen ersetzt: Aeta soc. scient. Fennicae, T. 31 (1902), p. 4.
Die weniger scharfe Relation (D) des Textes war schon etwas frither von
Herrn Borel mit Andentung eines Beweises ausgesprochen (Acta math.
T. 20 [1897], p. 361) und zuerst von Herrn v. Schaper vollstindig (wenn
auch recht umstiindlich) bewiesen worden.
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|1 .
auch fiir 6 <p 4 1, sofern nur 2J a—l konvergiert. Da nun

|1 [+ L1
= . Al
nach Voraussetzung 2 'C—l—’ konvergiert, dagegen 22 —|
1 Coy ¥
schon divergiert, so haben die Exponenten o, fiir welche
[1]” : .
):l ! konvergiert eine dem Intervalle p <o <p -1 an-
a,
gehorige untere Grenze g, sodass also fiir jedes ¢ > 0 zwar
|1 |ets . I .
Y- konvergiert, = divergiert, wiihrend das
a, a,

—~11e,. g . . -
Verhalten von 25 o hierdurch noch in keiner Weise prii-

¥

judiziert wird. Ich bezeichne diese Zahl ¢ als den zur Folge
(3) oder auch zur Funktion P (2) gehorigen Grenz-Ex-

ponenten?) und spezialisiere diesen letzteren im Bedarfsfalle
als Convergenz- bezw. Divergenz-Exponenten,?) je nachdem
T
1|e . . . . . .
Pl —| konvergiert oder divergiert.®) Hiernach liisst sich
|

der Inhalt von Ungl. (B) nunmehr folgendermassen formulieren:

Ist P (x) vom Grene-Ezxponenten o, so hat man fiir
jedes ¢ >0 und z > R,:
(© | P(2) <erl=,
falls o Ionvergens-FExponent, Ist dies nicht der IFall
oder zum mindesten wnicht erwiesen, so kann man nur
behaupten, dass fiir jedes 6 >0 und x > Rs:

D) (Px)]<els®H g

1) Bei Borel: ,Ordre réel® de P(z), spiterhin nach dem Vor-
gange von Schaper, welcher ¢ als Konvergenz-Exponent bezeichnet,
auch: ,Exposant de convergence de la suite (ar)*

%) Bei Borel unterschieden als ,ordre par exces® und yordre
par défant.®

) Man hat also stets o > p, wenn o Konvergenz-TExponent,
o<p—+1, wenn o Divergenz- Exponent.
4) Da Y, | L [e+?

| ay fiir jedes 0 >0 konvergiert, so hiitte man
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Dieses Resultat ist nun aber, wie die Fassung des zweiten
Teiles zeigt, ein unvollstiindiges. Denn die Konvergenz von

1 . . . .
Y —| erscheint darnach zwar als eine hinreichende, aber

¥
keineswegs als eine notwendige Bedingung fiir die Giiltigkeit
der Bezichung (C). Dass aber tatsiichlich auch im Falle der Di-

o

I
vergenz von 2 die Beziehung (C) bestehen kaun, wurde

a,
seinerzeit schon von Herrn Poincaré an einem speziellen Bei-
spiele bemerkt (a. a. O. p. 139), nimlich:

P (2)= I‘_,]r (1 _(V.]n.;,)i>

- . oz = z
=H" ]“,‘_‘" ] rolgr, .1'—‘ T 'U".Igvy
2 »-lgw v-lgw

also einer Funktion vom Range p =1, welche, wie die direkte
Vergleichung mit:

» P
smiex=iecx- Il (1 + - >
1
zeigt, der Bedingung gentigt:

P ()| <eelel,
auf Grund vou Ungl. (A) an Stelle der Beziehung (D) zuniichst eine
solche von der Form:

(D) FP@y | <e

Diese letztere Beziehung sagt aber in Wahrheit nicht mehr (und
co ipso nicht weniger) aus, als die etwas einfachere Relation (D).
Denn ist diese letztere erfiillt, so hat man fir alle hinliinglich grossen
a auch:

g iots

b}

) i 'Q.Ix‘g—l-b

1
2 &

Pl) <e'® =e

und kann sodann fiir jedes £ > 0 nitigenfalls durch weitere Vergrisse-
1’

. 1 2 Qo
rung von & stets erzielen, dass: | < ¢, also schliesslich:
x

| Py < et lo1eT?,
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also derjenigen Bezichung, welche nach (A) zuniichst einer
Funktion vom Range p =0 zukommt. Oder anders ausge-
sprochen: Obschon hier o = p =1 Divergenz-Exponent ist,
so geniigt P, () immerhin der lediglich fiir den Konvergenz-
Fall bewiesenen Relation (C).

Die in der eben angedeuteten Richtung bestehende Liicke
ist neuerdings durch die Herren P. Boutroux und I. Lindelsf
im wesentlichen ausgefiillt worden, ja sogar hat das in Ungl. (C)
enthaltene Resultat insofern noch eine Verschiirfung erfahren,
als an die Stelle des .beliebig kleinen® Faktors e eine durch
das infinitiire Verhalten der «, hedingte, gleichzeitig mit z =
gegen Null konvergierende (oder auch ins Unendliche
wachsende) Funktion von |z getreten ist. Herr Lindelsf
hat niimlich den folgenden Satz bewiesen:?)

Ist p<o<<p -1 und von cinem bestimmten n ab:
1
ty | > (- A()e, wo: A(n)=(lgn) -(Igyn)2---(Ig.m)",

(s ay, . e, beliebig reell), so hat man fiir alle hinldnglich
grossen x:

(€ Ps) <eti(ah=' et (4>0).

Und Herr Boutroux hat darauf aufmerksam gemacht,?)
dass dieses Resultat schon in einem von ihm zuvor mitge-
teilten,®) etwas allgemeineren Satze enthalten sei. Durch die
obige Verschiirfung der Ungleichung (C) haben indessen die
betrefferiden Beweise so erhebliche Komplikationen erlitten,
dass sie als elementare wohl kaum noch bezeichnet werden
kinnen. Zugleich hat sich gezeigt, dass die im Falle eines
ganzzahligen p auftretenden Schwierigkeiten,*) welche
eigentlich den Anlass zur Kinfithrung jener Verschiirfung ge-

) A a. 0. p. 24 (eine vorlidufige Mitteilung schon: Comptes rendus,
T. 133 [1901], p. 1279).

‘) Comptes rendus, T. 134 (1902), . 82

3) Ebendas. T. 132 (1901), p. 252,

4 Vgl § 3.
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geben hatten, anf diesem Wege wohl einigermassen einge-
schriinkt, aber keineswegs prinzipiell behoben werden
kinnen. Auf der anderen Seite gewinnt man tatsiichlich schon
eine einigermassen befriedigende Einsicht in das Wesen der
hier in Betracht kommenden Fragen, sobald man nur iiber die
Giiltigkeitsgrenzen der Ungleichung (C) mdglichst genau orien-
tiert ist. Im folgenden soll nun vollkommen elementar gezeigt
werden, dass jene Giiltigkeitsgrenzen im Falle eines nicht-
ganzzahligen ¢ vollstindig, im Falle eines ganzzahli-
gen') p wenigstens teilweise festgestellt werden kinnen,
niimlich:
Die notwendige Bedingung fiir die Lxistenz der DBe-
cieluny () besteht Leinesweys in der (allemal hinveichenden)

0

2 e 1 N
Konvergenz der Reihe 25 Ak vielmehr lediglich in der
a,

Dezichuny :

| lo

() Iim » - =0.
y=mw t
Diese letztere ist zugleich auch hinrveichend, wenn o
keine ganze Zahl. Ist dagegen o cine gancze Zall,

<

~| 1] . CL . )
2 —  divergent, so erscheint in  Verbindung mit

m

Gl. (B) als hinreichende Dedinguny die  DBezielhuny:
S R
Lv( ) =09

1 a,
Der erste Teil dieses Satzes wird in § 1, der zweite
fiir Funktionen vom Range 0 in § 2, fiir solche vom Range
) S S 1)
p>11in §3 bewiesen. In § 4 werden dann die bekannten

1) Der Fall des Grenz-Expounenten (und zwar offenbar allemal
Divergenz-Exponenten) o = 0, welcher z B. eintritt, wenn a» = av
und o | <1, ist hier ecin fiir allemal auszuschliessen, da alsdann die
Miglichkeit der Bedingung (C) hinfiillig wird.

.o : . ~ {1\ .
2) Dabei wird also die Reihe g (u nur als bedingt konver-
A

gent vorausgesetzt.
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Siitze iiber den Zusammenhang zwischen dem Grenz-Fx-
ponenten und dem infinitiiren Verhalten einer primi-
tiven?!) ganzen Funktion auf Grund des obigen Resultates
entsprechend vervollstindigt.

§ 1.
1. Lehrsatz. Ist fiir jedes ¢ >0 wund alle hinlinglich
grossen x:

(1) G@) <e =T (0>0),

und besitzt G (%) diberhaupt unendlich wviele Nullstellen a, (wo
0< a, | <|ay 1)), s0 hat man:

1
G

(2) lim » - I(}—‘ —(:3)

Beweis. Da G (2) die Nullstellen a, (» =1, 2,3, ...) be-
sitzen soll, {iberdies noch eventuell 2 = 0 zur A-fachen Null-
stelle haben kann, so muss sich & (z) in die Form setzen lassen:

y . ) x -
r (.’E)= C’.c.’/(x).x/-. H,. i .g!/;-(-t)’

X a,

wo 42> 0, g(x) eine ganze (vationale oder transcendente) Funktion
ohne konstantes Glied (eventuell auch g (2) = 0) und:

O
g- (@) = %—f > <a,.> )

Wir bringen G (x) zuniichst auf die Form:

1) S. p. 1, Fussn. 3.

%) Modifikation eines bekannten Satzes von E. Schou (Comptes
rendus, T. 125 [1897], p. 763) und elementarere Darstellung der a. a. O.
beniitzten Beweis-Methode.

3) Die m» konnten auch mit » ins Unendliche wachsen, d. h. es
wird keineswegs vorausgesetst, dass G (1) von endlichem Range,
vielmehr ergibt sich dies schliesslich als selbstverstiindliche Folgerung
aus der zu beweisenden Relation (2).
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G (l\) == () 2t ["T’ (1 _ af_) . /e‘(/ (ry -+ 21-;" g, (1) . ]%"(1 . ’L) ) (}(I,, ()
1 v w1 y
Y. pl n
L N G—2)G 0,

1 SRR

wo (, (#) eine transcendente ganze Funktion, also wegen:
G (0)=1, von der Form:

Gy (@) =1+ X o, 7,
1

und daher:

G (z 1 »
4) "_(9) - T a,a 0 (1 42 o).
U . ;U;' . n,, ((lr ;1,') 1 g oo o Uty 1

Auf Grund des Cauchyschien Koeffizienten-Satzes ergibt
stch sodann fiir jedes » > 0:
1 ' G (x)
— — < Max. -
@ dy ... a A
] " EEN Ok I (0, — 2)
1

und fiir »>1 a fortiori:

2re b Max| 016
iy 17,‘]7._ a, lz|=1#
- 1
) ; -
< n cet! L
I[l’ r—14a,
1

da aus der Bezichung (1) oftenbar auch die folgende resultiert:
|C—1.G@)| <es = ) etwa fir (@ > 1.
Setzt man jetzt:
r=(c-F 1) a,

und nimmt % gross genug, dass:

It

o, >c —FT'
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wird, so geht Ungl. (5) in die folgende iiber:

a1
(6) %l (¢ + 1) an|—| ar )
1

Da aber fir v=1,2,...(n — 1):

_ .c-"(e'|‘1)n'lan i

3

109

e4+1)Ja, | —|a|>€+ D] — ] =¢c- a
so folgt a fortiori:
‘1 g S 1__.0:-'(0—[—1)”-’/1.” h’
ty, e | ay |
und daher:
et < ce.(e—i—l)a ™ i“,
also:
() n- } 1r <e-{e-+ 1)y (falls: | @, | > R R)
@, “e41
und, da & unbegrenzt verkleinert werden kann, schliesslich:
. 1 -
lim » . =0, q. e d.

¥ = ® &4
5]

¢ibt sich unmittelbar:

2. Als Folgerung aus dem eben bewiesenen Satze er-

Ist P(x) cine primitive ganze Iunktion mit dem Grenz-

Laponenten o> 0, so bildet die Relation:

) lim »- |~ =0

r=w (l,.‘

cine notwendige Dedingung dafiiv, dass fiir jedes ¢ >0

und x| > R,:
(9) Px)| <es1=8,

T . - o 3
Zugleich erkennt man, dass allemal, wenn fiir irgend ein

0 >0 die Beziehnung besteht:
| I
(19) lim »-| 1

r=n L,

=0

g
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0 <o sein muss. Denn aus (10) folgt durch Erhebung in die

( ) te Potenz:

. t-
Im» ©°.

Y=00

a,

| 1 |o+46

und somit die Konvergenz von > Man kann daher

:
den Grenz-Exponenten o geradezu auch definieren als die
untere Grenze der Zahlen o, fiir welche eine Relation von
der Form (10) besteht.
Daraus folgt weiter, dass fiir jedes (beliebig kleine) 6 > 0:
| 1 lo—6

mr-l- >0

e
sein muss und somit, nach dem eben bewiesenen Satze, die
Existenz der Beziehung:

P <eo!=127%  (fir jedes >0 und a|> R,)
ausgeschlossen erscheint. Da aber diese letztere Un-
gleichung wegen der Willkiirlichkeit von 6 nicht mehr und
nicht weniger aussagt, als die folgende:!)

P(x) <=t (fir jedes 0> 0 und |z > Rj),
so ergibt sich noch das folgende Resultat:

Desit:t P(x) den Girenz-Exponenten o >0, so ist fiir

jedes 6 >0 und unendlich vidle x, wnter denen auch be-
licbig grosse vorlommen:

(11) P(z)|>el=27",

) S. p. 2, Fussn. 4.



A. Pringsheim: Zur Theorie der ganzen transc. Iunkiionen. 111

§ 2.

Lehrsatz. Ist 2 j Tonvergent, also:

~

@ z
(12) P(x) =TI (1 — = )

i @,
cine ganze Funktion vom Range 0, und bestehd fiir irgend cin
o <1 dic Relation:

1
(13) limy»- 5-l =0 (amlcrs geschrichen: |a,.| > r">,

so hat man fiir jedes ¢ >0 und |z |> R, :
(14) | P() | <ee!=1°
Beweis. Wir trennen die beiden Fiille 6 =1 und ¢ <1,

I. Sei zuniichst 6 =1, in welchem Falle also wegen der

1 i
Konvergenz von 25 — | und der Voraussetzung |a, <|d, 1|

die Bedingung (13) stets eo ipso erfiillt ist. Man hat fiir
jedes m > 1:

2@ < (L [F]) (k[ 2)

L m-j-1 ay |
Xz |
(15) | = 2.:" o !
em. g (1 + = ) o @ |

Wird jetzt nach Annahme eines beliebig kleinen >0
eine natiirliche Zahl m so fixiert, dass:

= |1 £
(15%) 5| <3
ma-1! ! =

und darauf eine positive Zahl R. so bestimmt, dass:

m-lg(l—}-‘g)
(157) —aT <y fw 2> R,
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so ergibt sich aus (15), wie behauptet:
PRI <igze=ln)

IL 1s sei jetzt 6 <1, und es werde gesetzt:
a|=ua,, |z|=7.
Wird 0> 0 belichig klein angenommen, so lisst sich auf
Grund der Voraussetzung (13) ein m so fixieren, dass fiir » > m:
1
[1f° » ‘ 1 O\’
(16) po|—| =<9, also: —<|-).
a g a,

S a’ »

Man hat sodann:

P@@) < [T <1 e ('_) i (1 + :T)
I " om4-1 &
1

LD e 0
m-|-1 L

und, wenn wiederum #y so fixiert wird, dass:

m - lg <1 -} »T>
th) . “

30

<O flir >y,

auch:
1

18) | P()|<e’ . [T (1 + G)’) fiir |a| > .
m--1

Es bedeute nun » diejenige ganze Zahl, welche durch die
Bedingungen bestimmt ist:

(19) n—1<d-r<n,

und es werde gesetzt:

!) Dieser Teil des Satzes enthiilt lediglich das in der Einleitung
erwithnte Poincardsche Resultat (A) (fir den Fall p = 0) und wird
hier nur der Vollstiindigkeit halber bewiesen.
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1

o e+ (7)) 7>—m<1+(‘5) - m(u() 7))

m1 m--1 1

Fiir das erste der rechts auftretenden Teil-Produkte er-
gibt sich alsdann mit Beriicksichtigung von Ungl. (19):

1
(7)) <04 )
m--1 m-41 )

L 1
N0 pa
< fpakr
1 ?’”f;
1 1
n 2“-7’& P Qﬂ_n n e
(- ()
1 v 7.
LT
(21) <er

Da aber nach (19): n <d-77 4 1, so folgt weiter:

1 1
N é G - ,__20(,3_,.0'_'_1)
I"[-V (1 + ( . ) ) < “
m-1

-
g [ — .29 1
(22) < 045 ) ( + )’
sofern nur:
1
(229) 27 >o. (1Y
oé-'r"<1’ d.h. »>2 Pl A

1) Sollten unter den », welche der Bedingung 7 > rs genligen,
solche vorkommen, fiir welche 7 <m ausfiillt, so wirde fiir diese das

erste der beiden Teil-Produkte einfach wegfallen, withrend das zweite

L
runiichst in [1» bergehen wiirde und in der Folge a fortiori durch
m--1

w
Il ersetzt werden kinnte.
n-j-1

1903. Sitzungsb. d. math.-phys. KI. 8
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Ftir das zweite Teil-Produkt in Gl (20) findet man
zuniichst:
l =

23 o o 8¢ 7.
( ) I[) <1 + <f3.> 8 )'> <e n
n -1 I

Nun ist aber:

1 ﬁ (1 1
+1 )

1

1 1

] r\o !
- — . e .7"7‘1
l—o n

< 5 (51_},.;-0—1 ([11.?.a<(3_1 nach (19))
= a ‘ J)),

1) Man hat bekanntlich fiir 2> 0:
AR 2 | 1\
(7<)
141 )

wie am kiirzesten mit Hilfe der Beziehung:

S (1')1“<f da

, -2
w1\ ”,L{

resultiert, uber auch leicht rein elementar mit Hilfe der Ungleichungen:
[ >4 ah=1 (b —q) (2>1)
| >2-0-1 b—a) (0<2<])

(s. Sitz.-Ber. Bd. 32 [1902], p. 177) gefunden wird. Darnach ergibt sich
nitmlich zuniichst:

Vi — a2

1\E 1 A J> ',,.(,,;;*_1)7_ (2>1)
() (T+l> l>;,;..(f+1—) 0<2<1),

also schliesslich fir jedes 2> 0:
1\* 1 2 1 142
)= G) > )
und hieraus durch Summation:

SRS VIS BN E TS B AT
05 ()<l )

”n
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so dass Ungleichung (23) in die folgende itbergeht:
1
© O\ §op0. 7
(24) [F{14+1-) r)<e 1—7,
w41 s
Durch Eiusctzen von (22), (24) in Ungl. (18) ergibt

sich also:

N (TSR S
(25) Pxy|<e “ 1 e ¢ >0,

1

.- . 1\s
wenn 75 die grossere der beiden Zahlen #5 und 2 - <- 5 be-
G

deutet.  Wird also 6 zu beliebig klein vorgeschriebenem &> 0
$0 angenommen, dass:

a.<2+»v--_"+~ B ><a
1 —o0

9

—

und sodann das entsprechende 25 mit 1. bezeichnet, so findet
man, wie hehauptet:

(26) P@) <7 iz >R,

1. Hilfssatz., Ist:

Q1) B=(—w-T  (p>1),

so hat man fiir jedes von Null verschicdene w und fiir

0<a<1:
¢ Syt
(29) By ()| <P ,
wo ¢y, eine lediglich von p und « abhingige positive Zahl
bedeutet,!)

') Ein im wesentlichen dasselbe aussagender Satz bei E. Lindelof,
a.a. O, p.2,

S*
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Beweis: Man hat zuniichst fiir [« | <1:

< N T ®
__Lz o % +L/ . u* _Lz gt u”
I

LE,(y=r¢c¢ ! = ¢ptl ,
also fiir 0<|u|<1:
L
Lzy-]ul‘
| By () [ <ertl
1 = . A 1 | u 2l
p+f.2-lz'”. p+1.l—u‘
<e rHl = .

so  wird:

Ist jetzt | <]»)_];_ 79 also 1 — |u | _>1r)—_~*_7,

B, <c" n

und, wegen | <1, a fortiori:

(29) B <et i fiir: 0 <a<I.
Andererseits hat man:

zlijxl- u|*
L) <14 |ul)-e!? i

P
1 LI
| u _;_Zz-z‘u‘
1

<e
1 pra—1 ;1‘ R J)-{-u—zl .
{7 _}_}l—’xz.!u I.ull
=C E
N . Pl e
Ist jetzt >])+ U also " f< o so wird:
w Pta
(30) E@|<er ",

Wwo:

30 N N B W NP
1 1 Y
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Da im iibrigen offenbar ¢, . > 1, so ergibt sich mit Riick-
sicht auf Ungl. (29) die Giiltigkeit von (30) fiir jedes von
Null verschiedene .

2. Hauptsatz. Is sci p cine posilive ganze Zall,

'p IS RV
> - divergent, 2 y Lonvergent, also:

| 5 (2)
sy P inE (2 wor B (E)e(1-2). T "
(31) 1 (.L)—/'IY I, (flv)" wo: T,,<(1’1'> <1 a/,,> e

cine ganze Funktion vom Range p. Ist sodann fiir irgend
cin dem Intervalle p <o <p -1 angehiriges a:
L -
32) limw-, L3y ((mders geschrichen: | a, > 1’”>s
rY=ux a, I '
so hat man fir jedes e >0 und x> R, :
(33) P)| <eslsi®,

Dieses Resultat gilt awch noch im I'alle o = p, wenn

=1, . Lo .
2 - bedingt Fonvergiert und die Swmme O besitzt.b)
1,

Beweis. Wir unterscheiden hier die 3 Fiille ¢ = p -4 1,
p<o<p-+1, o=p.

I. Sei zuniichst 6 = p 1, in welchem Falle wiederum
die Voraussetzung (32) eo ipso erfiillt ist. Man hat, wenn m
eine beliehige natiirliche Zahl bedeutet, mit Beniitzung  des
zuvor bewiesenen Hilfssatzes:

: N x
v =) ()
rl’vO'E"‘,‘? p-}‘c,l'z;r!“‘r 1

1

<e m--1 A

a,,

N mo »
PO <~ [ 1 (p o
(‘-ri'%’1 @ | +p,1 2

1 |p-
1 1:+1> el
m-1

(34) =

1) Das letzte Resultat findet sich auch bei P. Boutroux: Comptes
rendus, T. 134 (1902), p. 83.
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Wird jetzt iiber m so verfiigt, dass:

@ p e

NI NF
(349 Cp1 27— 5
m--1 | a, &

darauf I, so fixiert, dass fiiv |2 |> R.:

cp (4} ":\ |17 &
(34]’) “ - .Lz' . < ,‘),’
X 1 o, i

so ergibt sich, wie behauptet:
(35) [ P@)] <eolelF o fije: 2> R

II. In dem nunmehr zu betrachtenden Falle: p <o <p 41
mige gesetzt werden:

[ P@) =T, (“). I 5("). i m(” )
e w1 ./ 5 -1 L%
= 1“:“) @ - Pl @) P @)
wo die ganzen Zahlen m, n genau dieselbe Bedeutung haben,
wie in § 2 (s. Formel (16), (19) nebst Fussnote 1 p. 113), also:
l‘ﬂ—.~<(3 fiir » > m,

|

(36)

(37) v -

(38) n—1<6-2"<n (r=l2z).

Man hat nun wiederum mit Beniitzung des Hilfssatzes (28):

m . P ¢ 0 m 1 i
— . I3 QI It K
p, 0 214’ (a,,> (T”:T’ ' 2—4’ (a,v> ) '1

PP@) <e = ! ,
also, wenn rs so fixiert wird, dass:
N p,o 7”‘ 1 -
(39) " ( <S5 fiir: >,
. yo—p 1
zuniichst:
(40) Py <o,

1 Dieser Teil des Satzes enthiilt wiederum nur das Poincarésche
Resultat (A).
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Tiir das zweite in Gl (36) auftretende Teil-Produkt

ergibt sich:

) < (14 2)-

p N
n K " X” i_ ! (J,?) T
g n I (nach Ungl.
(41) <m]+71 (1 + (7') ) mt-1 ¢ (-37), (»38)0)

Fiiv das erste dieser Produkte wurde bereits in § 2,
Ungl. (21) die Beziehung gefunden:?)

(12) rJ{l (1 . (,:)’) <c%.2a

Andererseits hat man:

P il "
v e (M) et M (‘)
g ! <! 1
m-1

Nun ist fiir = < p<og:

und daher:
1) Die betreffende Herleitung ist ginzlich unabhiingig davon, ob
o<1 oder 6 > 1,
2) Aus der oben (p. 114, Fussn. 1) beniitzten Ungleichung:
b2 —ab > 0i—=1(h —q) <1<l

folgt:

vh—(p—1)A>jeph=le= . (i)l_;'

v

und hieraus durch Summation :

"

1\1-4 1

v |- enh
> (’> <o enk
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L1 AN 1N h o
}1_,/.%-12 214 (‘),‘) <2f % (0_7)-1?/
g
< n
o— P
r 1 1 I )
<\\ogu]. XIJ i ((._,,)< re P (0—1)) o-p
also:
(43) 17: ¢! <o

m--1

Durch Einsetzen von (42), (43) in Ungl. (41) ergibt sich
somit:

Vi gay @
(44) '1)}:,‘>;1(x)'<c"(”' +”"’).

Wegen n<d -+ 41 (s. Ungl. (38)) hat man sodann:

1 G /1 G
W IO 13 S RPN = 9a ;
)2(0 2 +0_p)<((s 1) (5 +G__p)

95, 3 2
:(5'7'“(1'2n+ (77_ = (O ]))—*—O)
o 6—p ' o-(ag—p)-o.p

1 o
TN I 1) S
< ({7 2 +0 p—[—l),

wenn:

1
2o =Dt o (2= D+
(45) 0(0_1)) <1, &L ;>(»0.(a_p>_(S )

und daher:
7

s (L.es
(46) PRy @)<e CRAFERD

1

wenn # der Bedingung (45) geniigt.

Schliesslich findet man fiir das dritte in Gl (36) auf-
tretende Teil-Produkt:
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o1 L (a )n-l—l

. Py () <e " (s. Ungl. (28))
(47) pt1
Cp 1" P+l Ea ( )
<e ntl (s. Ungl. (37)).
Nun ist wiederum:
1 pkl_
( )ﬁ<1) iy 1 - (n) ‘ (s. p. 114, Fussn. 1))
e {—
o i p+1—l
[ [ Lpo—(p+T)
T p+1—o0 <7 ) !
7"7
.5 N —1
_—_*__‘17_ . 1_’&_‘_7‘,1_(1,_*4]) (wegen: n<($
r - nach (38)),
so dass sich ergibt:
. ,6.-(.‘1,'17.0-
(48) P @) <o i,

Durch Zusammenfassung der Resultate (40), (46), (48)
liefert also Gl (36) die Bezichung:
‘p1°

af o l,nﬂ i
149 1 P@) <c’3', <-+ +,,_p Tp - r) fiir: » > rp,

wenn 7y die grisssere der beiden Zahlen ry und ( (o —2)> + d )
o(o—p)o
bedeutet.

Wird also & > 0 beliebig klein vorgeschrieben und § so
angenommen, dass:

st T B <
G .
so folgt, wenn man noch 12, statt »; schreibt:
(50) P <& 7 fur: |z > R
IIL. Set jetzt 6 = p, also:

(G lIim » - ] [}_4 lim - = 0

r= 429 v=o
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und ausserdem: 2" ( —) = 0. Es mag dann m und » wieder-
1 ¥

um die frithere Bedeutung haben, so dass also:

1 e )
(52) Y. - > <0 fir:v>m,
o, a{f
(53) w—1<d-re<mn.

Ferner mige »n' eine Zahl von der Beschaffenheit be-
deuten, dass fiir #n > n';

(54) > ( lf)p <,

1 ~

S 1y
was offenbar, auf Grund der Voraussetzung: 2 ((( ) =0,
1 v

durch passende Wahl von »' stets erzielt werden kann. Zu-
gleich soll dann die m Ungl. (53) auftretende Zahl n>»'

, 1
n' — 1\,
d. h. »> 3 angenommen werden,

Man hat nun wiederum:

Py =1 2, (D) b gy () A0, ()
1

/) w1 oy n-1 @,
(55) L Ly
P\, oo 2 no x o x
— b By (D) T () i (_)
1 W/ 1 Uy /) w41 Wy
wo
p—1

)_:z 1 '(.n>z
7 fty,

, @ x :
() =(1—") ¢ :
a, ,

und im Falle p =1 der Exponential-Faktor durch die Einheit
zu ersetzen ist.

Aus (54) folgt dann zuniichst, dass:

| n

oo M | c \p
(‘)") p g P <u,,) Los
el <er .
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Fiir das erste Teil-Produkt in Gl. (55) ergibt sich analog
wie frither (s. Ungl. (34), (34") bezw., im Falle p —1=0,
Ungl. (15), (15)):

m

|
o w 5P ..
(57) 1 Iip -4 (»{ -) | <" etwa fitr: 7>y,
1 by /|

Fiir das zweite Teil-Produkt hat man mit Beniitzung
von Ungl. (52), (53) (vgl. die analoge Beziehung (41)):

p—1 *
1 L "\p
%) | I E ("")!<J’}»(1 e .‘7) %’7()1
e} m+l. 11)—1 ((,, ! i L 1') - e g
Dabei ergibt sich genau wie frither (cf. Ungl. (21), (42)):
1

= Loy -n

(59) e (1 + (7:’)”) <e?
] ]
und andererseits im Falle p>1:
R T
2 2;2 PR (7) 1 ' 1 i

(60) ]1[" 4 S

p—1 o

< 214" welp=m"

¢
, | v Iz "=, e
(wegen: 23 g ) <p L n flir 2 < p, s. p. 119, Fuss-

; ¢

note 2)).  Nun ist:

r—1 5 —1 —
. - P 1_‘ 1 1 p»l 1
(61) B )= 21/(—}— ) —:;’\,‘z;-<:3]gp,

TV k) % P )

so dass dic Beziechung (58) mit Beniitzung von Ungl. (59)—(61)
in die folgende iibergeht:

| 1
. 2] " nf{ — 2P L) )
(()2) I ];1,_1 (il,_) <0'<1, Flgp
Cm-1 @,/ |

i

Dlese zuniichst unter der Voraussetzung p > 1 abgeleitete
Ungleichung gilt dann, wie leicht zu sehen, auch noch fiir
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p==1, da in diesem Falle die Kxponential-Faktoren auf der
rechten Seite von Ungl. (58) wegfallen und andererseits, wegen
lg 1 =0, die rechte Seite von Ungl. (62) dann mit derjenigen
von (59) identisch wird.

Wegen 7 <077 41 (s. Ungl. (53)) hat man sodann:

(, 01»+1()1;><(<3 11’—1—1)( P20 1“1’)

:(5.;‘1'(‘1.01)_{_101;_*_ t]’___)

P . re

<6'N(']17'21’+ 18‘1)-}—1),
wenn:
1
21’ . o 2[} N 7
9 » Jﬁ_? ,11?'])<_1, d. h. r>( 8 ",;]’3121]7) ,
LSy -
und daher:
P 1. ) )
(64) | J,L["E,_l(m)l<a's"l(,, ! 113P+1)
m—41 ¢ , ,

wenn » der Bedingung (63) geniigt.

Auf das letzte der in GL (55) auftretenden Teil-Produkte
liisst sich ohne weiteres die Ungleichung (48) anwenden, da,
wie unnittelbar einleuchtet, die betreffenden Schliisse auch noch
fiir 6 = p giltig bleiben. Darnach wird also:

(65) I I, (@) < hrlepieg
n-1 a,
Durch Zusammenfassung der in Ungl. (56), (57), (64), (65)
enthaltenen Resultate liefert also Gl (55) die Beziehung:

P(2 02l Fieriogy)

66) | P(x) <o fiir:s » > 7,

2t p- 1“1?) v

wenn 75 die grissere der beiden Zahlen #; und ( 5
P

bezeichnet.
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Man findet also schliesslich wiederum:
(67) | P(@)| <es-!=1"  fir: || > R.,
wenn & zu beliebig vorgeschriehenem & entsprechend gewiihlt
und 75 == R. gesetzt wird, —

3. Die in dem zuletzt behandelten Falle auftretende Be-

® 1.2
. B . . o). .
dingung Zly' (((’,) =0 (bel gleichzeitiger Divergenz von

Ll1®
> ‘I»l-l ) ist offenbar allemal erfiillt, wenn:

»
xi

(68) oy =1c? ay,.1 (=1,2,3,...);
desgl. fiir ungerade p, wenn:

(69) Aay = — U2, -1 (‘V=].,2, 3,...),

@ 1.2
wobel 1m letzteren Falle ausser 20v (a) auch allgemein
1 B )

2 et
T v .
2 (a ) (A=10,1,2,...) verschwindet. Bezeichnet man
1 2

ferner mit « eine primitive (p -+ 1)t¢ Kinheitswurzel, etwa:

i

a = g‘p"'}‘—l,
und setzt sodann:

(70) I(‘(I)+1),'+;.+1=a"'-a(p+1),.+|(V:0,1,‘2,... in inf.)
1=0,1,2,..p :

= - Z),.+ 1
4 »
so hat man (wegen: X7 a7 =0 fir 1< x <p) offenbar:
= e

Al G
zl-’v (Cl;_) =0 fﬁl ’ == 17 29 Ry

Es wird daher
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f

. 1. g . . .
falls 25 15| divergiert, jedoch immerhin:

Uy

1 1
b, | > »? (z. B. b= [+ 1)Ig (r+1)'ﬁ),

eine ganze Funktion (p 4 1)'*» Ranges darstellen, welche fiir
hinliinglich grosse @ der Beziechung geniigt:
(72) | P(x)| <eeloi?,
Das in der Einleitung erwiihnte Poincarésche Beispiel
2
11 (l

~ Gl ))) filllt offenbar gleichzeitig unter den eben be-
y lo )t
o

zeichneten, wie auch unter den durch Gl. (69) charakterisierten
Typus.

Im iibrigen sei iiber den vorliegenden, in dem voraus-
gehenden Beweise unter IIT behandelten Fall ¢ = p noch

)
folgendes bemerkt. Bie Bedingung Yo ((} >/ = (O i Verbin-
' : 1

dung mit der als notwendig erkaunten: «, > y? erscheint
zuniichst zwar hinreichend, aber keineswegs notwendig
fiir das Zustandekommen der Beziehung (72). Immerhin wird
man sagen diirfen, dass sie nahezu den Charakter einer not-
wendigen Bedingung besitzt; oder etwas genauer ausgedriickt,

dass zum mindesten eine Bedingung ganz iihnlicher Art
1

zu der allemal notwendigen: ¢, > »? hinzukommen muss,
wenn Ungl. (72) erfiillt sein soll.

Wiihrend niimlich im Falle 6 > p jeder einzelne Prim-

faktor I, (.%) also auch jedes endliche Produkt solcher

a,
Faktoren nur wesentlich schwiicher ins Unendliche wachsen
kann, wie ¢°'1%1? (niimlich nur so, wie ¢°- #!”, wo ¢ endlich)
und naturgemiiss die Erhaltung dieser Figenschaft fiir das be-
treffende unendliche Produkt lediglich von dem infinitéiren
Verhalten der @, abhiingt, so wiichst im Falle ¢ = p schon
jeder einzelne Primfaktor wesentlich stiirker ins Unend-
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. . ] R . . . . |,) .

liche, wie e '#'? (niimlich wiederum, wie ¢°*!=!") und die Be-
ziechung | P (#) | <es!#'? wird dann iiberhaupt nur dadurch
erméglicht, dass die von den einzelnen Prim-Faktoren her-

1 z\p

rithrenden Betriige von der I'orm: ¢? '(Z‘?) sich in ihrer Wir-
kung gegenseitig zerstoren: das letatere geschieht in der Tat,

N AING : :
wenn: Zl)" (5)) =0 wird. Ob die Relation | P(z)| <es-le!
noch unter anderen Bedingungen zu Stande kommen kaun,
erscheint fraglich, wenn auch nicht besonders wahrscheinlich.
Jedenfalls aber miissten derartige Bedingungen, geradeso wie

z 1 . .
die Bedingung 2» — = 0, allemal so geartet sein, dass sie
E 1

erstens nicht nur von den absoluten Betriigen, sondern
auch von den Argumenten der «, abhiingen, und dass sie
zweitens nicht nur auf das infinitire Verhalten der a,,
sondern auf die Gesamtheit aller «, (v =1,2,5,...) sich
erstrecken. Denn offenbar wird hier (im Gegensatze zu dem
allgemeinen Falle o > p) allemal jeder einzelne Primfaktor
fir das Zustandekommen der Beziehung | P(z) | <e¢s- =" in
dem Grade massgebend sein, dass schon durch Weglassung
oder Abiinderung irgendwelcher einzelnen Primfaktoren jene
Beziehung hinfillic werden kann.

Um diese Bemerkung durch ein miglichst einfaches Beispiel
zu illustrieren, werde etwa in dem Ausdrucke (71) p = 2 gesetzt

und die b, reell, positiv angenommen (z. B.b,=[(v4-1 g (r—Fl)] i ),
so dass also:

o 5 u/‘ x e .1: X ’f/' T D)
(73) Fle)= 11[)’ {ﬁ (1 o abfrl) o ( " ) (wo: a®*=1)

T ( - ib_‘f)_
1 : I

. . e : '
Entfernt man jetzt aus P (2) lediglich die zwei von den
T , : =
Wurzeln « b, a*b, herriihrenden Faktoren, so entsteht:
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o

0 rw=(1-) A (1—5):
A 2

und wman findet unmittelbar fiir 2 = — » (wo # reell, positiv):

I
b 3

(@) Py (=0 =(1+ 111> et (;_;)?17'- (1+ 2)> g,

2 y

§ 4.
1. Xs sei jetzt p > 0 der Grenz-Exponent von P (z), also
zam mindesten fiir jedes 0 > 0:
. 1 et9
(76) lim »- — =0 (vgl. §1, Nr. 2).
Y= iy
Alsdann ergibt sich aus den Sitzen von §2, § 3, dass
fiir alle hinlinglich grossen a:

P (2) | <pe-leet?
(7 |
< et
Diese Beziechung kann dann durch die engere ersetzt

werden:

(77%) D) <eolee,
1

wenn «, >v2 und p weder Null, noch eine ganze Zahl;

I3

1
. . . - ht
desgleichen im Falle eines canzzahlicen wenn 2o | |
D te) t=] 0’
)
. 1 e . .
konvergiert, oder wenn 3 - | Ewar divergiert, aber
a,
1 s 1\2 . RS
t, > r¢ und 2" ( —) = 0. Umgekelrt ist stets la, | > »r2,
1

wenn P (x) der Beziehung (77%) geniigt.
Andererseits hat man nach § 1, Ungl. (11) stets:
7s) FICIEE

fiir jedes 6 >0 und unendlich viele z, unter denen auch
beliebig grosse vorkommen.
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9. Um diese Resultate kinvzer formulieren zu konnen,
fiihren wir die folgenden Bezeichnungen ein. Geniigt cine
ganze Funktion & (z) fir jedes 0> 0 den beiden Bedingungen:

fiir alle @ > Iis

]

(79) (i (@) <ee
(80) G (x) > ¢ls " fiirunendlich vielebelichig grosse .,

so soll gesagt werden, ¢/ () sei von der Ordnung p.')

Man bemerke zuniichst, dass die durch Ungl. (79) stato-
ierte obere Schranke von | (#) | merklich erniedrigt werden
kann, ohne dass deshalb Ungl. (80) hinfillig zu werden
braucht. Insbesondere kann, wenn g >0, fiir jedes (noch so
kleine) e >0 und 2z > [i.:

(79 | G ()] < ez l=lf

werden und | G (2) | dennoch der Ungl. (80) gentigen. Denn,
wie klein auch ¢ >0 und 6> 0 vorgeschrieben sein migen,
so hat man stets:

| s : 1y
e-lawP>1 fir: @ >f'.’,:( ) :
und sodann:
gelw > pr—s,

so dass also die lixistenz der Ungleichungen (79%) und (80)
sich keineswegs gegenseitig ausschliesst.  Ist nun 7 () durch
die beiden Ungleichungen (79%) wnd (80) charakterisiert, so
wollen wir sagen: (¢ (z) gehore dem Minimal-Typus der

Ordnung u, kiivzer dem Minimal-Typus (1), an.

3. Der Inhalt der Ungleichungen (77) (78) lisst sich
daher zuniichst folgendermassen aussprechen:
Die Ordnung ciner primitiven ganzen Funktion P (2)
ist identisch wit dem Grenz-Ileponenten.

1N Pal . . -

) Bei Borel {Lecons p. 74) ,ordre apparent®; v. Schaper
SO 5 . m . : I - .
sagh, G (x) sei vom Typus es und gebraucht das Wort Ordnung in
4 . C e p . ¢ I . 3 . ) .
anderem Sinne (a. a. O, p. 12, 22). Nach seiner Terminologie wiire

G («) von der Ordnung

1903. Sitzungsh. d. math.-phys, Kl.

el
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Sodann ergibt sich mit Riicksicht auf (77%): Ist o weder

Null, noch eine ganze Zahl, so besteht die Beziehung
I

‘@, << »¢ oder auch nicht, je nachdem P (2) dem Minimal-
Typus (o) angehirt oder nicht.

Bedeutet ferner [o] <o die grosste in o enthaltenc
ganze Zahl (eventuell die Null, wenn p <1), so ist 2’ (2)
vom Range [o].

Ist o eine ganze Zahl und gehort P (#) nicht dem

. N1 . .
Minimal-Typus (o) an, so kann 2J | ~ nicht konvergieren,
L a,

folglich ist in diesem Falle I’ (z) vom Range o. Gehirt da-
1

gegen I’ (2) dem Minimal-Typus (o) an, so dass also a, | >»¢
austiillt, so wird in der Regel P (z) vom Range o — 1
(also 0 Konvergenz-Exponent) sein; nur in besonderen

Fillen, niimlich bei ganz spezieller Verteilung der a,, ist P (»)
vom Range o.

0

Fiihvt man statt des Grenz-Exponenten o den Rang p
ein, so kann der wesentliche Inhalt des letzten Absatzes auch
folgendermassen  formuliert werden: Eine primitive ganze
Funktion 7 (z) vom Range p ist hichstens vom Minimal-
Typus (p + 1), mindestens vom Minimal-Typus p.  Dabel
gehoren dem Minimal-Typus (p - 1) tatsiichlich alle dicjeniges
P (r) an, fir welche (p +1) Konvergenz-Exponent ist:
dagegen dem  Minimal-Typus (p) iiberhaupt nur solche P (2),

fiir welche p Divergenz-Exponent, ausserdem noch | ¢, | = »!
ist und die a, ganz speziellen, auf jeden einzelnen Index »
sich erstreckenden Beschriinkungen unterliegen.



