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Das meromorphe Leviproblem in unendlichdimensionalen
Banachriumen

Von Volker Aurich

Einleitung

Im Jahre 1954 losten K. Oka, F. Norguet und H. Bre-
mermann das klassische Leviproblem: Jedes pseudokonvexe
Gebiet Uber dem C” ist das Existenzgebiet einer holomorphen
Funktion. Wihrend der letzten Jahre wurde mehrfach versucht,
dieses Ergebnis auf pseudokonvexe Gebiete {iber unendlichdi-
mensionalen topologischen Vektorriumen auszudehnen. Fiireini-
ge Klassen von Ridumen ist dies gelungen, so z. B. fiir Banach-
riume mit Schauderbasis [4, 5, 6, 12]. DaBl man bei Banach-
riumen die Voraussetzung, dall eine Schauderbasis existiert,
nicht ersatzlos streichen kann, zeigte B. Josefson in [8]: Er
konstruierte im Raum ¢,(I) mit Gberabzidhlbarer Indexmenge I
ein pseudokonvexes Gebiet, das nicht Holomorphiegebiet ist.

In der vorliegenden Arbeit wird das entsprechende Problem
fiir meromorphe Funktionen untersucht:Ist jedes pseudokonvexe
Gebiet Gber einem komplexen Banachraum £ das Existenzge-
biet einer meromorphen Funktion? Fir £ = C” ist die Frage zu
bejahen (siche z. B. [2, 9]); man kann nimlich eine nicht kon-
stante holomorphe Funktion konstruieren, deren Nullstellen sich
»gegen jeden Randpunkt hiufen®, sie 148t sich deshalb weder
holomorph noch meromorph fortsetzen. Wir zeigen, daB eine
dhnliche Konstruktion méglich ist, wenn £ ein unendlichdimen-
sionaler Banachraum mit Schauderbasis ist; dabei stiitzen wir
uns wesentlich auf ein Resultat in [12]. In diesem Fall besteht in-
folgedessen kein Unterschied zwischen pseudokonvexen Gebie-
ten iiber £, Existenzgebieten holomorpher oder meromorpher
Funktionen und Holomorphie- oder Meromorphiehiillen. Be-
sitzt £ keine Schauderbasis, so sind diese Begriffe wie schon
im holomorphen Fall so auch im meromorphen Fall nicht mehr
dquivalent; Josefsons Gebiet ist nimlich auch kein Meromor-
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phiegebiet. Immerhin 148t sich zeigen, daB ein Gebiet tber
¢o(I), 1T uUberabzdhlbar, genau dann das Existenzgebiet einer
holomorphen Funktion ist, wenn es das Existenzgebiet einer me-
romorphen Funktion ist, und dal es genau dann mit seiner Holo-
morphiehiille tibereinstimmt, wenn es mit seiner Meromorphie-
hiille tibereinstimmt.

1. Das meromorphe Leviproblem in Banachriumen

mit Schauderbasis

£ sei ein Gebiet Giber einem komplexen Banachraum £ ver-
moge der Projektion p: Q2 — E, 4, bezeichne die Randdistanz.
Farx & E sei B(x,7):= {y € E:|y— x| < r}. Ist W eine offe-
ne Uberdeckung von 2, so sei

Ay ={f€ 0Q):|f|p< oo fur jedes W E W}.

£ heiBt 4, — separabel, wenn 4, die Punkte in jeder Faser
von p trennt, und 2 heiBt 4, ~ konvex, wenn &, (4,, (W)) > o
fur jedes W& W, wobei

/IW(I’V)5= {xe Q: If(x)l < ”f“u fir jedes f& Ay}

Die folgende Aussage ist wesentlich fur die weiteren Betrachtun-
gen. Sie ist ein Spezialfall von Satz 3.1 in [12].

1.1 Satz: Jedes pseudokonvexe Gebiet £ ber einem Banach-
raum mit Schauderbasis besitzt eine abzihlbare offene Uberdek-
kung W = (W), oy derart, daBB W, C W, , fur alle n& N

und daB 2 A4, — separabel und 4, — konvex ist.

Damit kénnen wir nun folgenden Satz beweisen.

1.2 Satz: Auf jedem pseudokonvexen Gebiet 2 Uber einem
Banachraum £ mit Schauderbasis gibt es eine holomorphe
Funktion, die weder holomorph noch meromorph fortgesetzt
werden kann.

Beweis: Wir folgen der Beweisidee im Endlichdimensionalen
und konstruieren zunichst eine holomorphe Funktion auf 2, dic
»in jeder Umgebung jedes Randpunktes’ Nullstellen beliebig
hoher Ordnung hat (vgl. [7], p. 39). Wihle eine Uberdeckung W
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wie in Satz 1.1. V1 = 4, (W,) fiir jedes » & N. Q ist separabel,
weil £ separabelist; es gibt also eine abzihlbare dichte Teilmenge
M in 2. Wihle eine Folge (x,),cn in M, in der jeder Punkt
von M unendlich oft vorkommt. Fir z& N sei B, die Zusam-
menhangskomponente von x, in p~1 (B (p (,), 4, (x,))); dabei
bezeichnet p: 2 — £ wieder die Projektion des Gebiectes. We-
gen dg (V,) > o enthilt jedes B, einen Punkt z,, der nicht in 7/,

liegt. Aus der Definition von 4, (W,) folgt, daB es Funktionen
£, & Ay gibtmit | £, (z,)|= 1 und |£,||,, < 27". Wir setzen nun

fr= LG —f)
f ist eine wohldefinierte Funktion, die auf £ holomorph ist.
/ verschwindet nicht tberall, aber alle Ableitungen bis zur
n-ten Ordnung verschwinden in z,.

Es gibt eine abzihlbare Menge @ in E derart, daBl »~1(Q)
abzihlbar unddicht in 2 ist und keine Nullstelle von f enthilt. Man
kann eine Funktion ¢ & A4, finden, so daB g(x) =F g(y) fir alle
(6,3)E Q) X p7H(Q)mitp(x) = p (y)undx  y (vgl. [11],5.235).
Zu jedem solchen Paar (x,y) gibt es hochstens ein A& C, das
der Gleichung f(x) + Af(x)g(x) = f(v) + 2f(»)g(v) genligt. Man
kann also ein A& C wiihlen, das keine dieser Gleichungenerfullt.
Wir setzen k1= f+ Agf. / ist holomorph auf £.

Zunichst zeigen wir, daB3 % nicht holomorph fortgesetzt wer-
den kann. Dazu nehmen wir an, daB3 ¢ ein Morphismus von 2
in ein Gebiet & Uber £ mit Projektion ¢: 5 — £ sei und daB /*
eine holomorphe Funktion auf 5 sei mit 2= /A*-¢. Es ist zu
zeigen, daB ¢ bijektiv ist.

@ ist injektiv: Sei ¢ (x)= @ (y). Weil ¢ ein Morphismus von
Gebieten tiber Z ist, gibt es Umgebungen U, von x und U,
von y, so dal ¢(U,)= ¢(U,). Da %2 nach Konstruktion die
Punkte in jeder Faser p~'(a), a € Q, trennt und p~1(Q) dicht
liegt, muBl x = y gelten. ¢ ist surjektiv: Wir nehmen an, ¢(Q)
besitze in & einen Randpunkt z. Wir wihlen dann eine Umge-
bung U von z, die durch ¢ topologisch auf eine Kugel B(g(2),7)
abgebildet wird, und setzen W := (¢|U)}(B (¢(2). 7/2)). Weil
M in 2 dicht ist, gibt es ein 2 & N, so daB ¢(x,) & W. Folglich
gilt
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do(x,) < lg(p(x,) —g@| <7z,
also insbesondere B, C ¢~(U). Damit ist gezeigt, da} jede Um-
gebung von z Nullstellen von Z* beliebig hoher Ordnung ent-
hilt, daB also der Keim von /Z* in z Null sein mul3. Dies wider-
spricht /2 == o.

Es bleibt noch zu beweisen, daBl /4 auch nicht meromorph fort-
gesetzt werden kann. Wir nehmen wieder an, daf3 ¢ ein Morphis-
mus von 2 in ein Gebiet & Uber £ und » cine meromorphe
Funktion auf & mit /= m - ¢ ist. Die Injektivitit von ¢ folgt
wie oben. ¢ ist surjektiv: Wir nehmen an, der Rand von ¢(2)
in £ sei nicht leer. Wie oben gezeigt wurde, kann 7 in keinem
Randpunkt holomorph sein. Weil aullerdem jeder Randpunkt
Hiufungspunkt von Nullstellen von 7z ist, muf} der Rand 0¢(Q)
in der Menge S der Unbestimmtheitsstellen von »2 enthalten sein.
S ist eine analytische Menge (siehe [10], S. 31); folglich muB
E — p() leer sein, denn ansonsten gibe es einen Weg von
5 — ¢(Q) nach ¢(Q), der 9¢(2) nicht trifft, was aus topologi-
schen Griinden nicht moglich ist. Weil die Kodimension von S
mindestens zwei ist ([10], S. 76), folgt aus dem zweiten Riemann-
schen Hebbarkeitssatz ([10], S. 27), daB3 7 tiberall holomorph ist.
Widerspruch! q. e. d.

n [

1.3 Satz: Fiir ein Gebiet 2 iber einem Banachraum £ mit
Schauderbasis sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) @ ist pseudokonvex.

(ii)  Q ist das Existenzgebiet einer holomorphen Funktion.
(iii) Q2 ist das Existenzgebiet ciner meromorphen FFunktion.
(iv) £ stimmt mit seiner Holomorphichiille iiberein.

(v) £ stimmt mit seiner Meromorphiehtille tiberein.

Beweis: Die Implikationen (i) = (ii) und (i) = (iii) ergeben
sich aus 1.2; (ii) = (iv) und (ili) = (v) sind trivial. Wir beweisen
(iv) = (i) und (v) = (i). Die Holomorphie-(Meromorphie-)Hiille
ist der verallgemeinerte Durchschnitt der Existenzgebiete der
holomorphen (meromorphen) Funktionen (siche z. B. [3]).

Weil der verallgemeinerte Durchschnitt von pseudokonvexen
Gebieten wieder pseudokonvex ist, genligt es zu itberlegen, dal3
das Existenzgebiet jeder holomorphen (meromorphen) Funktion
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pseudokonvex ist. Fiir holomorphe Funktionen ist dies wohlbe-
kannt, ebenso fur meromorphe Funktionen, falls Z =C”. Fur
beliebige Banachriume Z findet sich ein Beweis in [1]. q.e.d.

2. Das meromorphe Leviproblem in ¢, (I) mit iiberabzihlbarer

Indexmenge I

Ist T eine Menge, so bezeichne ¢,(I) den Vektorraum aller
,,durch I indizierten komplexen Nullfolgen* d. h. aller Funk-
tionen x : I — € mit der Eigenschaft, daB {i& I: |[x(i)| > »} fur
jedes » > o endlich ist. Unter der Supremumsnorm ist ¢4(I) ein
Banachraum. Wenn I abzdhlbar ist, besitzt ¢,(I) eine Schauder-
basis, und die Ergebnisse des ersten Abschnittes kommen zur
Anwendung. Deshalb setzen wir von nun an voraus, daf3 I Gber-
abzihlbar ist.

Far / C 7 betrachten wir ¢,(/) als Unterraum von ¢y(I); =,
bezeichne die kanonische Projektion x — x|/ von ¢, (I) auf ¢,(/).
Die Abbildung (7;, ,_,): ¢o(1) = ¢o(/) X ¢o(/—]) ist ein iso-
metrischer Isomorphismus, wenn ¢y(/) X ¢o(/— /) mit dem Ma-
ximum der Normen von ¢,(/) und ¢o(/— /) versehen wird.

£ sei ein Gebiet Uber ¢,(/) mit der Projektion p: 2 — ¢o(J7).
Wir sagen, daB3 eine holomorphe (meromorphe) Funktion f auf
£ in einer Menge U C £ nur von /C 7/ abhingt, und schrei-
bendep(f,U) C /, wenn es eine holomorphe (meromorphe) Funk-
tion g auf #, - p(U) gibt mit f|U=g -z, p|U. Wir sagen, daB3
f beix & 2 nur von / abhingt, wenn f in einer geeigneten Um-
gebung U von x nur von / abhingt. 0,(2) (<M,(Q)) bezeichne
den Raum der holomorphen (meromorphen) Funktionen auf £,
die bei jedem Punkt nur von / abhingen.

2.1 Lemma: Seien U C ¢y(/) und VC ¢¢(/— 7)), /C I, Ge-
biete und f eine holomorphe oder meromorphe Funktion auf
UX V. Gilt dann dep(f,x) C J fir ein x € U X V, so gilt sogar
dep(f,U)C J.

Beweis: O. E., sei f in x holomorph. Dann ist g(y) : = f(=,(3),
7t;_;(x)) die gewiinschte Faktorisierung auf Grund des Identi-
titssatzes, q- e id.
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Das folgende wichtige Resultat stammt von Josefson [8].

2.2 Satz: Ist f holomorph auf einer Kugel B in ¢y(Z), so gibt
es eine abzihlbare Menge /C 7/ mit dep(f, B) C /.

2.3 Korollar: Ist # meromorph in einer Umgebung von
x & ¢o(I), so gibt es eine abzdhlbare Menge / C 7 mit dep(m,x)
c/

Beweis: Jede meromorphe Funktion ist lokal der Quotient
zweier holomorpher Funktionen.

2.4 Korollar: £ sei ein Gebiet tiber ¢y(7). Dann gilt:
a) O0W@)=J{0,(2):] C I abzihlbar}
by M= {M,(8Q):/ C [ abzihlbar}.

Beweis: Folgerung von 2.1, 2.2, 2.3.

In [8] konstruiert Josefson ein pseudokonvexes Gebiet £
in ¢4({), / Gberabzihlbar, mit folgender Eigenschaft: o ist ein
Randpunkt von £ und besitzt eine Umgebung U, in die jede
auf £ holomorphe Funktion holomorph fortgesetzt werdenkann.
Berticksichtigt man 2.3, so folgt aus Josefsons Beweis, daf}
auch jede auf £ meromorphe Funktion meromorph nach U fort-
gesetzt werden kann. Deshalb ist 2 weder das Existenzgebiet
einer meromorphen Funktion noch Meromorphiehtille; trotz-
dem ist 2 pseudokonvex, ja sogar holomorphkonvex.

2.5 Satz: Folgende Eigenschaften sind fiir ein Gebiet 2 tber
¢,({) dquivalent.

(i) L ist das Existenzgebiet einer holomorphen Funktion f.

(if) L2 ist das Existenzgebiet einer meromorphen Funktionf.

(iii) £ ist pseudokonvex, und es gibt eine abzihlbare Men-
ge /C 7 und ein Gebiet £2, Gber ¢,(/), so daB 2 als
Gebiet Gber ¢y (/) isomorph zu 2, X ¢,({ — J) ist.

Beweis: (i) = (iii) und (ii) = (iii):
Ist f holomorph, so ist wohlbekannt, dall £ pseudokonvex
ist; fiir meromorphes f wird die Pseudokonvexitit von £ in [1]
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bewiesen. Gemil 2.4 gibt es eine abzidhlbare Menge /C 7, so
daB f &€ M, (82). p sei die Projektion von £2 nach ¢,(7). Wir zei-
gen, daB jeder Punkt von £ eine Umgebung besitzt, die durch p
topologisch auf ein Gebiet D X ¢o(/ — /) mit D C ¢,(J) abgebildet
wird. Sei y & 2. Dann gibt es eine Umgebung U von y, so da3 U
durch p topologisch auf p(U) abgebildet wird und g : = f- (p|U)™?
holomorph (meromorph) tber 7,|p(U): p(U) — =, p(U) fak-
torisiert werden kann. Deshalb 1d8t sich g auf W:= =z, - p(U) X
X ¢co(I—J) fortsetzen. Weil 2 das Existenzgebiet von f ist,
gibt es einen Morphismus von W nach £, der W auf eine Um-
gebung V' von y abbildet; folglich ist p|V injektiv und bildet V'
topologisch auf I ab.

Sei nun 2, die Menge der Zusammenhangskomponenten der
Fasern von 7, - p. 2, trage die Finaltopologie beziiglich der ka-
nonischen Abbildung ¢ : 2 — 2,. Dann gibt es eine lokaltopo-
logische Abbildung ¢ : 2, — ¢o(/) mit 7, p=g- @ d. h. 2, ist
vermoge ¢ ein Gebiet tber ¢4(/). Aus der oben hergeleiteten lo-
kalen Produktdarstellung von 2 folgt, daB (¢, 7, _,- p) ein Iso-
morphismus von 2 und 2, X ¢,(7 — J) ist.

(iii) = (i) und (iii) = (ii):

£2, ist pseudokonvex, weil {2 es ist. Da / abzihlbar ist, besitzt
¢y(/) eine Schauderbasis; nach 1.2 ist deshalb {2, das Existenz-
gebiet einer holomorphen (meromorphen) Funktion f. Dann ist
aber £ das Existenzgebiet von f- @, wobei ¢: Q2 — 2, die
durch den Isomorphismus von £ und 2 X ¢y(/— /) auf kano-
nische Weise induzierte Abbildung ist. q:e. d:

2.6 Korollar: Die Klasse der Holomorphiehiillen tber ¢,(Z)
stimmt mit der Klasse der Meromorphiehtllen tber ¢,(7) tiber-
ein.

Beweis: Folgerung aus 2.5, weil man beide Hiillen als verall-
gemeinerten Durchschnitt von Existenzgebieten erhiilt. q.e. d.

Jedes konvexe Gebiet ist seine eigene Holomorphie- und Me-
romorphiehiille. Wegen 2.3 ist jedoch eine beschrinkte Kugel in
¢o(1), 1 tiberabzihlbar, weder das Existenzgebiet einer holomor-
phen noch das einer meromorphen Funktion. Wir konnen dies
folgendermaflen zusammenfassen:
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Klasse der Holomorphiehiillen = Klasse der Meromorphiehiillen

echt enthalten in der

Klasse der Existenzgebiete = Klasse der Existenzgebiete
holomorpher Funktionen meromorpher Funktionen

echt enthalten in der

Klasse pseudokonvexer Gebiete.
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