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Uber eine Funktionsgleichung von G. Aumann

Von W. Benz in Hamburg

1. Im Zusammenhang grundlagen-topologischer Untersuchun-
gen wurde G. Aumann [2] auf die Funktionalgleichung (sie ist
vom Rang 2, s. J. Aczel [1])

(1) J@IO [+ x+ ) =fx) ()

gefihrt. Dabei liegt ein Boolescher Ring R zugrunde. Gefragt
wird nach Funktionen f: R— R, die (1) fur alle x,y € R erful-
len. Ist beispielsweise 7 ein topologischer Raum, ist R der Boo-
lesche Ring aller Teilmengen von 7, so ist f(x) = x eine Ldsung
von (1), wenn x den offenen Kern von x C 7 bezeichnet. G.
Aumann interessiert sich fur die Herauskristallisierung der-
jenigen Losungen f von (1), die Endomorphismen der multipli-
kativen Struktur von R sind, was durch die Monotonie von f er-
reicht wird. In der vorliegenden Note beschiftigt uns zunichst
die Gesamtheit ¥ aller Lésungen der Aumannschen Funk-
tionalgleichung (1), die wir in Abschnitt 2 mit Hilfe eines multi-
plikativ abgeschlossenen Teilsystems eines Booleschen Ringes R,
dessen Elemente Funktionen /7 : R X R— R sind, darstellen.
AuBerdem geben wir in Abschnitt 2 einen Satz an, der eine
Aussage macht Uber die Abweichung der Lésungen von (1) von
Endomorphismen von (R, +). Abschnitt 3 ist Unabhingigkeits-
fragen gewidmet: Eine Losung von (1) braucht nicht Endomor-
phismus von (R, *) zu sein. Man verifiziert unmittelbar, daB ein
Endomorphismus f von (R, +) genau dann Ldsung von (1) ist,
wenn f(x) f(1) = f(x) fur allex € R gilt. Umgekehrt braucht eine
Losung von (1), wie leicht zu sehen ist, nicht Endomorphismus
von (R, +) zu sein. Ist R der Boolesche Ring aller Teilmengen
der Menge 7, so braucht zur Lésung f von (1) keine Topologie
von T so zu existieren, daB /(x) der offene Kern von x C 7 ist fur
alle x € R. Wir konstruieren weiterhin eine Ldsung f von (1),
die f(1)= 1, f(x)C « fir alle x geniigt, die aber nicht Endomor-
phismus von (R, ) ist. Bekanntlich (s. H. Hermes [3]) ist ein
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Boolescher Ring auch eine Boolesche Algebra. So besagt (1 4 x)
(1 4 ¥) = o dasselbe wie ¥ \v ¥ = 1. In Abschnitt 4 beweisen wir
nun den folgenden Satz: Ist R Boolescher Ring, ist f: R — R
eine Funktion mit

@) (1) gilt in den Fillen x v y= 1

(ii) xC v impliziert f(x)C f(»),
so ist f Losung von (1) und dartiberhinaus Endomorphismus
von (R, *).

Fir den Fall, daB3 f als Lésung von (1) vorausgesetzt wird, hat
G. Aumann einen Beweis dieses Satzes angegeben {miindliche
Mitteilung).

Der Autor méchte Herrn Aumann fur freundlich gewidhrte
Hinweise sehr herzlich danken.

2. Sei R ein Boolescher Ring. Die Elemente von R?:= R X R
nennen wir Punkte. Sei gesetzt

®y):=@1+z+y,  ® =2
Bezeichnet dann ¢(A4) ftir den Punkt 4 die kleinste — A4 enthal-

_

tende — Punktmenge, die gegeniiber den Bildungen —," abge-
schlossen ist, so gilt

p(d)={4,4,4, 4,4, 4}
Offenbar folgt ¢(A4) = ¢(B) aus ¢(A4) ~ ¢(B) 3= 0. Sei
[R%]: = {p(4) | A€ R*}.
Ist dann o eine beliebige Abbildung von [R?] in R, so stellt
H(x,y):= o (p((x, ))) eine Lésung von
H(x’y) =H<x» 1+x+y)
(2) Hx,y) = H(, x)
H:R*— R

dar. Andere Lésungen von (2) gibt es nicht, da /7 auf ¢ ((x, »))
konstant sein muf3. Bezeichne R die Menge aller Funktionen (2).
Fir Hy,H, & R sei H, - H,, H,+ H, definiert:

(Hy Hy) (%, )1 = Hy (%, 3) Hy (%, 3),
(Hh+ Hy) (x,9): = Hy (2, )+ Ha (%, 9).
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Offenbar bildet dann R = R (-, *) selbst einen Booleschen Ring.
Eine Funktion /€ R heiBe zerlegbar, wenn gilt

(3) H(x,y)=H(x,1)- H(1, y) fur alle x, y & R.

Die Menge Z(R) der zerlegbaren & R ist in R multiplikativ
abgeschlossen.

Satz 1: Ist f eine Lésung von (1), so existiert ein 7/ & Z(R)
mit f(x) = H(x, 1). Ist umgekehrt ein Z & Z(R) gegeben, so
stellt f(x) = H (x, 1) eine Losung von (1) dar.

Beweis: Sei f eine Lésung von (1). Mit # = y in (1) folgt dann
4) F@ ()= f(=).

Setzen wir H(x, ¥): = f(x) f(¥), so gilt also f(x)= H(x, 1),
H(x,y)=H(y, x), H(x, y)= H(x, 1) - H(1, ).
Mit y= 1+ x -} « folgt aus (1)

F@f x4 @) fla) =fH /(1 +x + a)

Fir die linke Seite kann man mit (1) f(x) f(a) schreiben. Also
ist (x, a)= H(x, 1 4+ x + a) und damit H € Z(R).

Sei nun umgekehrt ein 7 € Z(R) gegeben. Wir wollen zeigen,
daB dann f(x): = H(x, 1) eine Lésung von (1) darstellt. Aus (2)

und (3) folgt H(x, v)= f(x) f(¥) und also

f@) fy)=r®fa+ x+ ).

Multiplizieren wir diese Gleichung mit f(¥), so ergibt sich (1).
Den Ring R haben wir konstruieren kénnen. Einfache Bei-
spiele von Elementen aus R sind etwa // = o, H = const. oder
auch H(x, y) = xy. Wir wollen jetzt den Ring R benutzen, um
eine Aussage Uber die Abweichung der Losungen von (1) von
Endomorphismen der multiplikativen Struktur zu machen.

Satz 2: Sei HE R gegeben und weiterhin eine Funktion
f: R — R mit

(5) fxy)=f(x) /() + H(x, )

fur alle x, y& R. Dann ist f eine Lésung von (1). Ist umgekehrt
f eine Losung von (1), so existiert ein /& R mit (5).
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Beweis: Wie schon im Beweis von Satz 1 geschehen, ersetzen
wir (1) durch die Funktionalgleichung

(1) SRS =/f0 +x + ).
Mit (5) ist nun

SR =Sfxy) + H(x, p)

SO+ x+ ) =FfEn) +Hx 1+ 2+ ),
d.h.fe U

Ist umgekehrt f& ¥, so setze man

H(x, y): = fxy) + () f(9)-
Mit (1') folgt dann 7 & R.
Bemerkung: Die Funktionalgleichung (1) kann also durch
die Menge der Funktionalgleichungen (5), /& R, ersetzt werden.

Allerdings braucht (5) bei einem vorgegebenen // & R keine
Ldsung f zu besitzen, wie etwa im Falle

Fean=r@750) + 1,
was Uber x = y bestitigt wird fir |R| > 1.
3. Der Einfachheit halber sei 7= {4,,..., 4,}, |T|= #, eine

endliche Menge. Die Elemente des Booleschen Ringes R(7)
aller Teilmengen von 7 schreiben wir in der Form

> kA, =kA+ ...+ kA4,
v=1
mit 4,& {o,1}. Addiert und multipliziert wird komponenten-

n
weise modulo 2. Es ist 1= ' A,. Gibt man nun
v=1

f: 77— R(T)
beliebig vor und setzt man
F(ZkA)= 2k f(4),

so liegt ein Endomorphismus von R(+) vor, der also Lésung
von (1) ist, falls durchweg
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v=1
gilt. Sei n > 3. Wir setzen

fAY= Ay, f(Ar)= A+ Ay, f(Ag)= A, + Ay, f(4))=o fir
7 > 3 falls » > 3. Dann ist (6) erfiillt. Die zugehérige Lésung

f:R—R
von (1) ist kein Endomorphismus von (&, *) wegen

F(dy A)=fl0)=o, |
FAy f(dy)= Ay (Ar+ A= 4,
Es ergibt sich die Frage, ob unter den Endomorphismen von
R(+) eine Losung von (1) zu finden ist, die durchweg f(x) C «

genlgt, die aber nicht Endomorphismus von R(:) ist. DaB dies
nicht der Fall ist, zeigt der

Satz 3: Sei R ein Boolescher Ring und sei f ein Endomorphis-
mus von R(+4), der durchweg f(x) C x geniigt. Dann ist f so-
gar ein Endomorphismus des Ringes R.

Beweis: Aus

fE+y)=f+ )
xf(X)=f(x), v/ ) =FO) x+ 0Nfx+ ) =fx+ )
folgt

fE+y=E+» G+ ) d h

xf ()= yf(x)

fir alle x,y € R. Setzt man hier y = 1, so ist f(x)= xf(1). Dies
ist aber ein Endomorphismus des Ringes R.

Bemerkung: Die Abbildungen f(x) = ax sind also genau die
Endomorphismen von R(+), die durchweg f(x) C x geniigen.

Sei R Boolescher Ring, sei 2,6 & R mit 4 4= 0 und ab= o.
Dann ist f(x)= ax + 6 eine Lésung von (1), die Endomorphis-
mus von K(-), aber nicht Endomorphismus von R () ist.

Ist 7" topologischer Raum, so gilt xy=x ~y fir x,yC 7.
Im angegebenen Beispiel 7= {4,, ..., 4,} kann also x — f(x)
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nicht die Form x — z fiir eine geeignete Topologie von 7" haben,
da nicht durchweg f(xy) = f(x)f(¥) gilt.
Sei T'= {A4,, A,, A3}. In R(T) definieren wir
JO)=o0,f(1)=1, f(A)= A;firi=1,2,3,
f(Ay+ Ap)= Ay, f(Az+ Ag)= Ao+ Ay, f(A1+ A3) = 4,
Offenbar gilt /(1) = 1 und durchweg f(x) C x.
Fairx=A4,,y= A4,+ 4, gilt
fxy)= A4, F 0= A, 4,= f(x)f().

AuBerdem ist f Losung von (1): Wir schreiben (1) in der Form

F@RSPN T+ x+ ).

Diese Bedingung ist als unmittelbar erfiillt einzusehen in den
Fillen

a) =Y,
b) {xr,v} n{o, 1} 9,
o) x=A,y=A,mitv = pu.

Die verbleibenden 12 Fille sind leicht durchgerechnet, zumal in
6 dieser 12 Fille noch f(x) f(y)= o ist.

Auch dieses Beispiel kann sofort zu einem Beispiel fur 7=
= {44, ..., 4,}, » > 3, oder auch fiir unendliche Mengen fort-
gesetzt werden, indem f(D>'#4,A4,)= o0 gesetzt wird, falls ein
4, == o fir » > 3 ist. Dem genannten Beispiel im Falle 7 =
= {4,, Ay, A3} liegt gemidB Satz 2 die Funktion #(x,y) zu-
grunde mit w (p(4,, 4,4+ 4,)) = A, und o (@(x,y))= o fir
(,3) & p(Ay, A, + 4.

4. Es gilt der

Satz 4: Sei R Boolescher Ring und sei f: R — R eine Funk-
tion, die (1) in den Fillen x v y= 1 gentgt. Ist dann noch
durchweg f(x) C f(») eine Folge von » C y, so ist f ein Endo-
morphismus von R(+) und damit Losung von (1). (Dall umge-
kehrt fiir einen Endomorphismus f von R(+) auchx C v =f(x)C
C f(y) gilt, liegt auf der Hand.)
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Beweis: Aus xy C x folgt f(xy) C f(x). Also ist
f@y) Cf@ W)

Fiir v,y & R setze 2= 1+ y+ xy. Dann ist xz= 2 und also

f(x) C f(2) wegen xC z. Hieraus folgt f(x)f(y)C f(2) f(»).
Wegen (14 2) (14 y) = oist y v z= 1. Also gilt

SOV @+ y+ 2=/ ()
Mit 1 4+ v+ z= xy bedeutet dies

FONF(2) C f(xp).

Insgesamt ist also

F@fO) T f(2) C S (=),
d. h. f(xy) = f(x) f(y) mit dem ersten Schritt des Beweises.
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