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Ueber einen Satz ans der Theorie der

Determinanten.
Von A Voss.

{Eingelaufen 2. November.)

Im 86. Bande des Borchardt’schen Jouraals hat Herr
Stickelberger den folgenden Satz ausgesprochen:

,Ist die Determinante w der Schaar bilinearer Formen
C = 2cik xyk = * A — B nicht identisch Null, und bestimmt
man in den Determinanten
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die Constanten vh (a = 1, 2 .. .w so, dass w durch
keine héhere Potenz des Linearfactors r — rQ der Deter-
minante w theilbar ist, als alle Coeffizienten der bilinearen
Form w, alsdann die Constanten M‘, t"so, dass wt durch
keine héhere Potenz von r — r( theilbar ist, als alle Coeffi-
cienten von Wx u. s. w.; so ist Wu durch keine hdohere
Potenz von r — rO theilbar, als sémmtliche k=* Unterdeter-
minanten von w.*

Herr Stickelberger hat diesen, zundchst fir die
Theorie der bilinearen Formen wichtigen Satz durch eine
eigentimliche Betrachtung bewiesen, welche auf der W eier-
strassschen Reduction der Schaar auf ihre Normalform be-
ruht, und sich daher namentlich nicht auf den Fall anwenden
lasst, wo die ¢* nicht mehr lineare Functionen eines Para-
meters r, sondern Uberhaupt rationale ganze Functionen
eines solchen, resp. analytische Functionen sind,
die in der N&dhe von rO0 sammtlich den Character einer
ganzen rationalen Function haben.

Ich beabsichtige im folgenden zu zeigen, wie der
Beweis dieses Satzes auf eine identische Deter-
minantenrelation gegrindet werden kann,1) und damit
sowohl eine Schwierigkeit zu beseitigen, die Herr Stickel-
berger besonders nachdricklich hervorgehoben hat (a. a. 0.
S. 22) als auch das Theorem selbst von der genannten
Einschrankung zu befreien, und in einen allgemeinen Satz
der Determinantentheorie zu verwandeln.

Diese Relation leitet man leicht aus einem bekannten
Satze der Determinantentheorie ab. Bezeichnet man die mit

1) Einen aut ganz anderen Grundlagen beruhenden Beweis der
genannten Satze deutet Herr Frobenius, Journal v. Borchardt
Bd. 88, S. 116, kurz an, doch ist es vielleicht nicht OberflUssig, die*
selben, abgesehen von der im Texte gegebenen Verallgemeinerung,
unabhéangig von der Theorie der Jacobi’schen Normalformen her-
zuleiton.
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&Grossenreinen W& va; s= 1, 2 ...k a= 1,2 .. .n
gerédnderte Determinante der Elemente <v* welche irgend
welche rationale ganze Functionen eines Parameters r oder
auch solche Functionen sind, die in der Nahe irgend einer
Nullstelle r0von w oder auch der Unterdeterminanten von w
nach Potenzen von r — r0 mit ganzen positiven Exponenten
entwickelbar sind, durch

(ulul.. uk-2uk-I1
W1v2 .. vk-2 v*~] k)
oder auch durch:

iuker .. W~2uk1
\in~r L vke2 iMve
r=k—1 k—2, ... 0,

sodass im letzteren Falle nur die Symbole der letzten
r -f- 1-Reihen angedeutet werden, so ist

[ uk=2\ /uk-1uk\ __ iuk—2uk\ (uk-2ak\
1) \ r*~2/ v/ vk} W2 W
(U k=2uk=x\ (uk~2uk \

Setzt man in dieser bekannten ldentitat zuerst
= ffl; i~ 1L, 2...w

wo die a, beliebige Grossen bedeuten, so ist

(u*~2\ (u*~2auk \ _ (Uk-2a \ /uk-2uk\
2j \the r*/ \Wk“2vk)

fuk-2a\ (uk-2uk \
~ U "2W \vk-2V*'1 ~’

vertauscht man nun u) mit 1 so wird aus 2)
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Multiplicirt man die Identitdten 2) und 3) respective mit

[ uk~2uk~x\ iuk~2u* \
v “ A_

und subtrahirt dieselben dann, so wird

(uk—2a fuk—2auk— \fuk-aik \1
vtr-*) 1V -v -1tk Rt bl \VVARVVA VSO
_(uk-2a  \ rw* 2w*\ (uk-2uk~I\
~ Avr-2vi~l) [\r¥2ur) (M 2urey

%11
(uk-2u (uk—2uk \1
~\v*-*y* ) \y*-2v*.)]’
oder, wenn man den Ausdruck rechts nach 1) ersetzt und
den beiderseits auftretenden Factor fortlasst:
(u—~2au* | Juk~2a I\ Zuk—2u* \
i wh-2 AP * vk )~ \vr-2vr-1vk) Vi¥2

_ (uk-2a \ /u*“‘ 2ul‘<~lw"\
W -2vk ) V2 ey

welche Identitdat auch dann bestehen bleibt, wenn der in
1. 2. 3. linkerhand auftretende Factor identisch verschwinden
sollte.

Um aas | noch eine weitere ldentitdt abzuleiten, setze
man in dieser Relation der Reihe nach
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also, wenn man die erste Gleichung mit

die zweite mit
[ uk=2a tt*1\

multiplicirt und subtrahirt, und mit Hilfe von | reducirt

1.
_ Juk-2Buk \ [ulb2amen J k3R /uk“'%gcut \
G—tvkd MK-ZtA-Tvkd  Ax 2R AnxL P g
Von dieser ldentitdt wird indess im folgenden kein Ge-
brauch gemacht werden.
Der Exponent, mit welchem ein Wurzelfactorr —r0= £
der Determinante der c# in einer i-fach gerdnderten Deter-
minante

enthalten ist, heisse der Gharacter derselben in Bezug auf
den Modul 8*) Werden die Grossen m v sdémmtlich als
vOllig willkdrlich vorausgesetzt, so ist der Character zu-
gleich der Exponent des groéssten gemeinsamen Wurzelfactors
£ der s&mmtlichen kUn Unterdeterminanten, welcher durch
Z* bezeichnet werden mag. Ersetzt man einige oder alle
der Grossen w, v durch bestimmt gewéhlte Grossen, so kann
sich der Charakter erhdhen oder ungedndert bleiben. Ist
das letztere der Fall, so heisse die Determinante der ur-

1) Sind die Elemente ca ganze Zahlen, mit welchem Falle sich
auch namentlich Herr Frobenius a. a. 0. Bd. 86 und 88, sowie
Herr St. H. J. Smith, Phil. Trans. Vol. 151; Proc. of the London
Math. Society, Vol. 1V, beschéftigt haben, so hat man unter £ eine
Primzahl zu verstehen, wenn die folgenden Betrachtungen giltig

bleiben sollen.
188 1Uth-phya. -8 22
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sprunglichen congruent, und es mag dies durch das
Zeichen = ausgedrickt werden.

Es seien nun t™ 1 und u) willkirliche Variabele, und
nach Potenzen von $ entwickelt

[t f.{ﬁ‘"lﬂik . JK
ly -Z"-1"vkj = A b

wo die von £ freien Coefficienten

wii O» os—], (@&

nicht verschwinden und die Exponenten t]\ if gleich oder
grosser als Null sind. Setzt man diese Entwickelungen in
I ein, so wird

Ak -f- «y % Xk + **-i + tfm
aAE+.. = (d<ak—i—C_|ak)|+ o \

und aus dieser Identitat folgt, dass

sein muss. In dem besonderen Falle, wo Ir= 0, ist daher
auch ij* = 0 und zugleich

Okl — a1 i
von Null verschieden.
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Dies liefert den Satz:

1) Aendert die Ersetzung der willkirlichen
Grossen w* ldurch irgend welche bestimmte Grdssen a
den Character Xk-i nicht, so wird auch keiner der
Charactere A>£, gedndert, falls die w+ wel, ..
als vollkommen willkarlich angesehen werden.

Hieraus folgt sogleich:

2) Bringt die jeweilige Ersetzung der willklr-
lichen Grossen uk-l, respective der Grossen v*1
durch irgend welche Grossen a, B keine Aenderung
des Characters hervor, so findet eine Aenderung
auch bei gleichzeitiger Ersetzung der u, v durch
die a, B in keiner der hdher gerédnderten Deter-
minanten statt, falls die w* t* w*l, v*+!, . . als
vollkommen willkdrlich angesehen werden.

Es seien ndmlich die Grossen a, R so gewahlt, dass

& (f) -(Em>

wobei in der ersten Congruenz die w*1 in der zweiten die
"1 vollkommen willkirlich gedacht sind. Dann ist nach
dem oben bewiesenen Satze

(@ uk \__ ™ lukn (Ukel %\ (ukel uk\
vtr-w o= uXle*/Svp o) =
und die erste Congruenz gilt fur jedes auch specielle System
der W Setzt man daher in derselben
#*= [?; vk-1= vki
so wird

(auk\ _ (uk=xuk\
\B+)= \ B W’

welcher Ausdruck nach der zweiten Congruenz eben mit

Iw*“ 1uk\
V A -1 VK
22%
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congruent wird, wie gezeigt werden sollte. Insbesondere
folgt aus der Voraussetzung

*> © - ($-<)

(auk\ __ (uk-lukR\
ww ~~u -1

auch

denn aus 5) ergeben sich die beiden Voraussetzungen 4),
wahrend umgekehrt von 4) nicht auf 5) geschlossen werden
kann. Aus 4) folgt mithin

(a uk SN IME L ukes
WBitvr1 — 1t¥-1

welches eben der Satz 2) ist.
Aus diesem letzteren Satze ergiebt sich nun sofort ein
Beweis des Stickelberger’schen Satzes. Es seien zunéchst

(unter w, v jetzt willkirliche Grdssen verstanden) die Grossen
a, B so gewahlt, dass

6>

wird. Dann ist nach Satz 2)

v fIt2t3. .\ zuau2tid.

\R v2t;3.7 = W v2v3.

Nun seien ai, Bv wieder so gewahlt, dass

wird. Dann ist nicht allein nach 7)

1) Hierbei hat man unter die einfach mit ul, r1 gerénderte

iMcrrninante C der ak zu verstehen, falls dieselbe nicht identisch
verschwindet. Im entgegengesetzten Falle muss man C erst mit so

mili'ii  Ketil*h randern, dass nunmehr (jjj) von Null verschieden ist.
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sondern auch nach Satz 2)

gs (a 6j uz\  /au2w3\ ful u2t*3\
Ri W \Bv2vy)  wl w3

und Uberhaupt

Qv /a a, fidwd. (a uludr4. /wi w2 m3ndl .
YOM$ft t3t4../ Viv2r3td../ W1 v8r4../

W ahlt mau wieder die aa, ft so, dass

ai at\ = (a«i wd\__/mL. nB\
I»ft ft W™ W + th)

wird, so folgt ganz ebenso nach Satz 2) und 9)

(a a. a9WA __ (a atu3wh __ iulu2uzwh
\B ft B, «V W ft vtV — Wiv2t3td) U *mWs

In dieser Weise kann man immer weiter fortfahren und
ersieht so unmittelbar (oder auch durch Anwendung des
Schlusses von n — 1 auf n), dass bei Anwendung der im
Eingdnge gegebenen Vorschrift jede mit bestimmten Grdssen-
reihen i-fach gerdnderte Determinante den Character Ik hat.

Bei diesem Verfahren hat man jedesmal die Grossen a, R
SO zu bestimmen, dass eine gewisse bilineare Form,
welche nicht identisch verschwindet, von Null ver-
schieden bleibt. Es hat keine Schwierigkeit, andere Vor-
schriften &hnlichen Characters zu bilden. Eine solche erhélt
man z. B., wenn man den Satz 2), der soeben nur in einer
specielleren Form zur Verwendung kam, in seiner allgemeinsten
Gestalt benutzt. Man wahle zuerst die a, R, so dass

ist. Dann wird nach Satz 2)

(au%ws . _ (ulu2w3.
\B vgv%. ./ wlvat8. />

Wéahlt man wieder die a, ft so, dass
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- G™»)*ci)=1;1)--=fc.9)

Ga, «V . .A JairMifd.. i /*leedd.
fterd. ) —v thrlra.) = w r c*i*. 3

Wahlt man demnach

(»GQ-Q
<'m)- ga)-<;)-
Iro):

so wird jede der Determinanten

(m 6 :) <"?2:*) G«
der Reihe nach congruent mit

&u!_\ /%A Zuln®d®\ /A riiv A
rij- ~ri (ij* ~rt r*J- ly r*r*r4*

Herr Stickelberger hat darauf aufmerksam gemacht,
das» bei seinem Verfahren die Demente der Ré&nder
nicht allgemein aas symmetrischen Grossen gebildet werden
kénnen. wenn der Character ungeéndert bleiben soll. Da-
gegen lasst sich immer bei dem letzteren Verfahren be-
wirken. dass jedes System der a dem entsprechenden der R
gleich wird. Denn, wenn die bilineare Form

Za*Ktrk= am

nicht identisch Null ist. kann man immer erreichen, dass

au't und Har beide gleichfalls von Null verschieden sind.
Von den mehrfachen Folgerungen, die mit Huilfe der

erwahnten S&tze ceroijen werden kennen, seien nur noch
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die nachstehenden angefihrt. Specialisirt man die Grdssen
a, B so, dass alle in einer Reihe auftretenden bis auf eine
einzige gleich Null gewdahlt werden, so folgt

1) Ist Du eine Xe Unterdeterminante von C,
welche vom Charakter Ik ist, so giebt es auch unter
den i tenUnterdeterminanten von D* solche, die vom
Character Ik+ki sind.l)

2) Ist Wk eine Unterdeterminante vom Charakter

eine ihrer zweiten Unterdeterminanten vom
Character so ergiebt sich nach der ldentitat, welche
das Product Wk *2 durch die Differenz der Producte erster
Unterdeterminanten von Wh darstellt,
h+ k2”244
oder
h — h+i ? Ilk+i — |k+22)

3) Bilden die Elemente ¢*= — c¢* eine schiefe
Determinante, so ist der Exponent des 2 &D »Ele-
mentartheilers® gleich dem des 28 + | ten. *)

1) Vgl. Frobenius a. a. 0. S. 116.
2) Sind die dk Functionen eines Parameters r, so ist
0> h>h>

Versteht man dagegen unter den Ok ganze Zahlen und unter f einen
Primzahlmodul, fur welchen Fall die Betrachtungen des Textes
ebenfalls giiltig bleiben, so kann natiirlich auch h > /*+1 werden.

3) Vgl. Frobenius, Theorie der linearen Formen mit ganzen
Coefficienten, Journal von Borchardt Bd. 86, S. 167.



