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Ueber ein Convergenz-Kritermm für Kettenbrüche 
mit positiven Gliedern.

Von Alfred Pringsheim.
{Bingdaufm 8. Juli.)

Im folgenden sollen av, pv1 qv1 rr (v =  1, 2 , 3, . . .) 
alleraal unbegrenzte Folgen positiver Zahlen bedeuten.

Als notwendige und hinreichende Bedingung für die 
Convergenz des unendlichen Kettenbruches:

(„  r i i ^ i i + i i + . . . + i ! + .......
Ls ĵl |3l lij lQr

ergiebt sich alsdann:1)
(A,) die Divergenz der Reihe ^ q r;

ebenso für die Convergenz des Kettenbruches:

12) K f = i i i U i L ‘ U  + a'\+ _ r i r
U J ,  —  .............  I r , J ,

(Aj) die Divergenz der Reihe ry,

wo: fj = ^ - ,  im übrigen:

~ a i a S · · · r  „  a % a 4 . . . Otr h r + l  W  =  — ------------------Oiy, r2y+i =  --------- --------- -- ------ .
a s a 4 . . .  «2 v  a x a s . . .  «2 »·—i ^2*4-1

Da sodann die Divergenz der Reihe £̂iqvqv+ 1 stets die-

*) Vgl. Bd. 28 (1898) dieser Berichte p. 311. — Encyklop. der Math. 
Wiusensch. Bd. 1, p. 128. — Stolz,  Vorl. über Allg. Arithm. Bd. 2, p. 282.
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jenige der Reihe nac^ zwht, aber nicht umge­
kehrt,1) so resultirt als eine hinreichende, aber nicht noth- 
wendige Bedingung für dieConvergenz des Kettenbruches(1):

und daraus entsprechend für die Convergenz des Ketten­
bruches (2):

vergenz gewisser Kettenbrüche hat nun Herr Saalschütz zu­
nächst ohne Beweis den Satz mitgetheilt, dass

als nothwendige8) und hinreichende Bedingung für die 
Convergenz des Kettenbruches (1) zu gelten habe, und er 
erblickt gerade in der Auffindung dieses Kriteriums ein deut­
liches Kennzeichen für die grössere Tragweite seiner Unter-

') Wenn nämlich % co nverg ir t ,  so muss auch 
a for t ior i  converg iren ;  wenn dagegen S i r  d iverg ir t ,  so kann

2) Journ. f. Math. Bd. 120 (1899), p. 188, Fussnote. — Mitth. der 
Königsberger pliys.-ökon. Ges. vom 9. Februar 1899, p. 6.

3) An der zuletzt citirten Stelle heisst es noch ausführlicher, das? 
der Kettenbruch allemal osc i l l i r t ,  wenn jene Reihe convergirt. Die* 
ist indessen unr icht ig ,  wie weiter unten gezeigt werden wird.

4) Der Kern der von Herrn Saalschütz befolgten Methode besteht 
darin, dass er der bekannten Recensionsformel für den « ten Näherangs

und sodann diese Quotienten Gy als Unbekannte betrachtet. 
r>) S. das erste Citat in Fussnote 1) p. 261.

(Bj) die Divergenz der Reihe

(B2) die Divergenz der Reihe ^

In zwei kürzlich publicirten Arbeitena) über die Con-

(C) die Divergenz der Reihe

suchungs-Methode4) gegenüber der bei früherer Gelegenheit5)

bruch-Nenner Bn des Kettenbruches

B h =  b n B n - l  +  a n B » - 2

(b)



von mir benützten. Da ich die ziemlich schwer zu übersehen­
den Resultate jener umfangreichen Arbeiten (74 Quartseiten) 
noch nicht genügend studirt habe, so bin ich weit entfernt, 
die Richtigkeit jener Bemerkung im allgemeinen bestreiten zu 
wollen.1) In Beziehung auf das eben erwähnte Convergenz- 
Kriterium möchte ich sie jedoch aus zwei Gründen als unzu­
treffend bezeichnen: erstens weil dasselbe nur zur Hälfte 
richtig ist, insofern die fragliche Bedingung zwar als hin­
reichend, keineswegs aber als nothwendig erscheint; zwei­
tens aber, weil sich das so berichtigte Kriterium ohne die, 
wie ich glauben möchte, wohl etwas umständlichere Methode 
des Herrn Saalschütz unmittelbar aus dem Fundamental- 
Kriterium (-4,), (-42) ableiten lässt, nämlich analog wie die 
ebenfalls lediglich hinreichenden Convergenz-Bedingungen 
(/>,), (Bt) durch eine ganz elementare Ueberlegung über die 
gegenseitigen Convergenz - Beziehungen der Reihen qv1

ĵVQy Qv+ 1 ·

1. Um die beiden zuletzt ausgesprochenen Behauptungen 
näher zu begründen, schicke ich zunächst den folgenden Hülfs- 
satz voran:

Sind die beiden Reihen qv, rv convergcnt, so 
convergirt auch die Reihe £ ] ^ / y r v: die Divergenz der 
Reihe Vqv rv bildet also eine hinreichende Beding­
ung dafür, dass mindestens eine der beiden Reihen 

qv, rv divergirt. Diese Bedingung ist aber keine 
nothwendige, und zwar können trotz der Convergenz von 

Vqv i'y s o g a r  beide Reihen divergiren.

*) Immerhin will mir nicht einleuchten, warum gerade, wie Herr 
Saal sch ü tz  bemerkt (Journ. f. Math. a. a. 0.), die in Fussnote 4), p. 262 mit 
lb) bezeichnete Gleichung die „w ah re Q u e lle 11 eines von mir a. a. 0. 
aufgestellten Convergenz-Kriteriunis sein soll, da ich dasselbe doch direkt 
aus der e ig e n t l ic h e n  F u n d a m e n ta lg le ic h u n g  (a) abgeleitet habe, 
ohne den U m w e g  über (b) zu nehmen.

A. Pringaheim: Ueber ein Convergenz-Kriterium etc. 263



Beweis. Aus der Beziehung:

(4) ( V I -  Vn)* =  q* +  r, — 2 Vqr r, >  0

folgt unmittelbar (der bekannte Satz, dass das geometrische 
Mittel niemals das arithmetische übersteigt):

(5) Vqr rv < li(q r +  r.).

Da numgleichzeitig mit den beiden Reihen 
auch y (#v +  rv) convergirt, so ergiebt sich in diesem 
Falle, dass auch '%jVqvrv convergirt.

Zugleich lehrt die Ungleichung (5), dass es zunächst nicht 
erlaubt ist, umgekehrt aus der Convergenz von 
auf diejenige von rv zu schliessen. Dass aber dieser
Schluss nicht nur logisch unzulässig, sondern sachlich 
falsch wäre, erkennt man leicht aus den folgenden Beispielen.

Es bezeichne zunächst dy, wo 0 <  dy <  Gr, das allgemeine 
Glied einer divergenten, cv >  0 dasjenige einer conver- 
genten Reihe. Setzt man sodann:

(6) qv =  dy, rv =  ci 

so wird:
(7) Vqr rr = V d v - c r < G - c , ,

sodass S V j T r ,  convergirt, obschon divergirt.
Bezeichnet ferner dy >  0 das allgemeine Glied einer di­

vergenten Reihe von der Beschaffenheit, dass

hinlänglich grosses p >  0 convergirt ^z. B. dv =

0 <  q <  1, also: d}+* =  convergent, wenn:

Q (1 +  P) ^  1? d. h. wenn: -— - ) ,  so setze man:
Q )

I q■ ~  v * ' ' « - ' ” ’ 4- b· -  <i+ !'·  «*.+. -
| »->, d. h. rtr =  , ,  _  i t »
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Alsdann wird:

(9) Vqv rv =  dj+p,

also EVgyr,  convergent, während die Reihen £<72k+i, £ » 2* 
und somit auch die beiden Reihen £#*, £ r r divergiren.

3. Setzt man jetzt speciell rv =  q^  1, so bleibt zunächst 
der erste Theil des vorigen Satzes unverändert bestehen, da 
die zum Beweise dienende Ungleichung (5) durch jene beson­
dere Festsetzung nicht alterirt wird. Somit folgt:

Ist die Reihe £  qv convergent, so convergirt auch die 
Reihe 7£tVq^qv+\: die Divergenz der Reihe ^jVqyqv̂ i 
bildet also eine hinreichende Bedingung für die­
jenige der Reihe £gy.
Dass aber auch hier diese Bedingung keine nothwendige 

ist, dass also £ g v  divergiren kann, auch wenn '%jVqvqr+ 1 
convergirt, zeigt eine einfache Modification des zuletzt an­
gegebenen Beispiels. Man setze (wieder unter der Voraus­
setzung, dass Jjdy divergirt,  £  d\*p convergirt):

I q =  d*+(p-l-i)(»+(-i)y)
r

also: q2r±l =  diy±l, qJr =  (P+2f,
und daher:

(11)
Daraus folgt, dass £ ^ ^ ± 1  · £2* =  £1^V · (Zv+i wiederum 

convergirt, während £ ^ + 1» also auch £  qv divergirt.
4. Wie ein Blick auf das vorige Beispiel lehrt, rührt die 

Convergenz der Reihe '£tVq7qy+ 1 bei gleichzeitiger Diver­
genz von £ g v  wesentlich davon her, dass £ 92* convergirt,  
dagegen £ i 2v+i divergirt. Daraus folgt, dass in dem vor­
liegenden Falle die qv sicherlich keine von irgend einem Index 
v > »  ab monoton bleibende Folge bilden können. Es gilt 
aber auch umgekehrt, dass die Monotonie der Folge qr (für

1899. Sitznngsb. d. math.-pliys. CI. 18



v > w ) das Zusammentreffen der Convergenz von ^jVq,qr+i 
und der Divergenz von definitiv ausscbliesst; d.h. es 
bestellt der folgende Satz:

Sind die qv zum mindesten für v^>n monoton, so 
sind die Reihen 2jq y und £  Vg, qy+\ stets gleichzeitig 
convergcnt oder gleichzeitig divergent. Insbesondere 
bildet dann also die Divergenz der Reihe 1
eine nothwendige und hinreichende Bedingung für die­
jen ige der Reihe £gv .
Beweis. Sind für die £ „> 0  und niemals ab­

nehmend, so erkennt man ohne weiteres, dass die beiden 
Reihen £ g y , X)Vgv<jf*-fi stets divergiren müssen. Sind sie 
dagegen niemals zunehmend, so hat man:
(12) qr>q*+1 für
(13) also: q} >  qv gv+, >  gv‘+1 \

_____  \  (v >  f i)
(14) und: qy ;> \qv qy+x >  qy+l )
schliesslich:

(15) £> qv >  £> Yq^qr+] >  £  qVJ
m  m  n + 1

woraus die Richtigkeit des oben ausgesprochenen Satzes un­
mittelbar hervorgeht.

5. Wendet man diese Resultate zunächst auf das Ketten- 
bruch-Kriterium (A,) an, so ergiebt sich:

(C,) Die Divergenz der Reihe 'EiVqyqy+\ bildet eine 
hinreichende Bedingung für die Convergenz des Ketten­

bruches j ; diese Bedingung ist zugleich eine

nothwendige, wenn die qy zum mindesten von einem 
bestimmten Index v =  n ab monoton bleiben.
In dieser Form erscheint das gewonnene Kriterium zu­

nächst ohne besonderen Werth (ebenso wie das Kriterium 
(B,)). da g e n e re ll ,  wenn der Kettenbruch von vornherein in

266 Sitzung der math.-phys. Classe vom 8. Juli 1899.
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der Form |^-j vorgelegt ist, die Anwendung des Haupt-

Kriteriums (A,), d. h. die Untersuchung der Reihe 
einfacher erscheint, als diejenige der Reihe 2j Seine
Bedeutung tritt erst hervor, wenn die q9 speciell so be­
schaffen sind, dass qr qr+1 m erklich einfacher ausfallt als 
qr selbst,1) und dies ist namentlich dann der Fall, wenn qv =  rv 
und die rv durch Gl. (3) definirt sind. Man findet auf diese 
Weise:

(CL) Die Divergenz der Reihe V ] 1 /  — *±1 b ild e tY ar+1
eine für die Convergenz des Kettenbruches hin-

reichende Bedingung, die aber im allgemeinen keine 
nothwendige ist. Das letztere ist jedoch  der Fall, 
wenn die mit rv bezeichneten Ausdrücke (Gl. (3)) 
zum mindesten für v > n  monoton bleiben.2)
Da die Feststellung des monotonen Verhaltens der rv im all­

gemeinen verhiiltnissm ässig com plicirt ausfällt, so kommt 
das obige Kriterium wesentlich nur als hinreichende Beding­
ung in Betracht und stellt in diesem Sinne thatsächlich eine 
merkliche Verbesserung der ebenfalls nur hinreichenden 
Convergenz-Bedingung (B2) dar: die letztere v e rsa g t ,  wenn

Y ! — convergirt . Man hat in diesem Falle (zum mindesten 

Kt - > » ) :  ' - * ^ < 1, und daher:

2 1 /
1 Y av+\ av+\

— eventuell divergiren kann und sodann auf
«K+l ö

Grund des Kriteriums (C8) eine Entscheidung liefert.

*) Dieses Verhältniss ist ein ganz analoges, wie bei den Kriterien 
erster und zweiter Art für unendliche Reihen — vgl. meine Bemerk­
ungen; Math. Ann. Bd. 35 (1890), p. 308-311.

br &r I j
2) Es genügt etwa nicht, dass die ------ —  monoton ausfallen

»̂4*1
(ü. daö Beispiel in Nr. 3).

18*



Eine besonders einfache Gestalt nimmt die fragliche Con- 
vergenz-Bedingung für Kettenbrüche von der häufig vorkom-

menden Form £ y j an: sie reducirt sich in diesem Falle auf

die D ivergenz der Reihe 2 _7~r* Hülfe dieses Krite-
V P*

riums erkennt man z. B. ohne alle Rechnung, dass der Ketten- 

bruch für 0 < ^ < 2  convergirt, während das Krite­

rium (B2) die Convergenz des Kettenbruches nur für 0<j>< l 
erkennen lässt.

Bleiben ferner die d. h. die — ü b e r ,  also die p
f l y - j - l  Q y  T

unter einer endlichen Schranke, so genügt auch die Divergenz 
der einfacheren Reihe £  Vhv für die Convergenz des Ketten- 
bruches.
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Nachtrag zu dem Aufsatze:

Zur Theorie des Doppel-Integrals etc.
(p. 39—62 dieses Bandes).

Bei der Abfassung dieses Aufsatzes war mir eine Arbeit 
über Doppel-Integrale entgangen, welche Herr C. Arzelä in 
den Abhandlungen der Bologneser Akademie vom Jahre 1892 
veröffentlicht hat.1) Herr Arzelä untersucht daselbst1) zu­
nächst, in wieweit die Existenz des eigentlichen Doppel-Integrals 
(x. n
S J  f ( x'V)d%dy diejenigen der beiden einfachen Integrale
(*·, J/o)
X Y
j ' f fa y )  ’ dx, § f  (x,y) · dy nach sich zieht und gelangt hier-
*· l/a

*) »Sugli integrali dojijii.“ Mein. Accad. Bologna, Serie V. T. II. 
p. 188—147.

2) A. a. 0. Nr. 4- -C.



bei zu ähnlichen Resultaten, wie sie in dem Satze meines § 1 
zusammengefasst sind. Immerhin dürfte gerade die Vergleich­
ung beider Darstellungen die grössere Prägnanz und Ueber- 
sichtlichkeit der yon mir gewählten Bezeichnungsweise deutr- 
lieh hervortreten lassen.

Sodann1) giebt Herr Arze lä  eine hinreichende Bedingung 
für die Existenz der Beziehung:

(A) f  d y f  f(x,y)  dx =  §  dx f  f (x ,y)dy
yo «o «« *·

ohne vorausgesetzte Exis tenz  des entsprechenden D o p p e l -  
Integrals, die ich etwa in möglichster Kürze als „im all ge* 
meinen g le ichmäss ige ,  hor izonta le  und vertikale  In - 
tegrabi li tät von f (x ,yY  bezeichnen will. Im Anschlüsse 
hieran möchte ich zur Vervollständigung der auf p. 60 meines 
Aufsatzes gemachten Bemerkung,

„dass die Existenz des betreffenden Doppel-Integrals zur 
Zeit als die weitaus al lgemeinste  Form einer h in ­
reichenden Bedingung für das Zustandekommen der Be­
ziehung (A) gelten dürfe“ 

noch folgendes hinzufügen. Es wäre m ög l i ch ,  dass die Be­
dingung des Herrn Arze lä  für al lgemeiner zu gelten hat, 
als die oben genannte. Hierzu müsste aber zuvor zweierlei  
bewiesen werden, nämlich: erstens, dass es wirkl i ch  Func­
tionen f  (#, y) giebt ,  für welche jene Bedingung er fü l lt  ist, 
während andererseits das entsprechende Doppel-Integral nicht  
existirt; zweitens, dass alle f  (x, y), für welche das Doppel-  
Integral exis t ir t ,  auch eo ipso der frag l i chen  Bedingung  
genügen. Aber selbst wenn dieser Beweis geführt werden 
kann, so wäre die auf diese Weise erzielte Vera l lgemeine ­
rung der Bedingungen für die Existenz der Beziehung (A) eine 
verhältnissmässig unerhebliche.  Zu der ausserordent­
lich weit reichenden, durch präcise Umgrenzung der eventuell 
zulässigen Unstetigkeiten kurz und scharf  zu charakteri -

A. Pringsheim: Zur Theorie des Doppel-Integrals etc. 2H9

») A. a. 0. Nr. 8.



sircnden Klasse von Functionen f (x,y) ,  für welche das 
Doppel-Integral ex istirt, würde dann auf Grund der A r z e la -  
schen Bedingung eine sehr specielle, allenfalls durch künst­
liche Constructionen mit Beispielen zu belegende Gattung von 
solchen f(x,y)  hinzutreten, denen lediglich die relativ con i- 
p licirte  Eigenschaft der gleichm ässigen h or izon ta len  
und vertikalen Integrabilität ohne Existenz des D o p p e l-  
Integrals zukommt. K einesfalls werden dann aber etwa 
alle m öglichen f  (#, y) umfasst, für welche die Beziehung (A) 
besteht. Denn, wie auch Herr Arzelä selbst hervorhebt,1) 
die fragliche Bedingung ist zwar eine hinreichende, aber 
durchaus keine nothwendige. Als Illustration zu dieser 
Bemerkung können gerade diejenigen Functions-Beispiele dienen, 
welche ich in § 2 meines Aufsatzes angegeben habe: ftir diese 
besteht in der That die Beziehung (A), obschon dieselben, wie 
leicht zu sehen, der Arzelä’schen Bedingung n icht genügen. 
Ich möchte darnach sagen, dass man auch im günstigsten Falle 
den wahren Grundlagen der Beziehung (A) mit Hülfe jener 
letzteren Bedingung nicht wesentlich näher kommt. —

Schliesslich hätte ich im Interesse der historischen Ge­
rechtigkeit noch folgende zwei Bemerkungen pachzutragen:

In der Fussnote 1) p. 42 ist hervorgehoben, dass Harnack 
in seinen Elementen der Diff.- und Integr.-Rechnung fä lsch ­
lich behauptet, dass bei Existenz des Doppel-Integrals 
(X· nj ' $ f  (x,y) · dx · dy die N icht-E xistenz der ein fachen 
(*·,*>) x r
Integrale j ' f (x , y )dx  bezw. J' f ( x , y ) dy  auf eine unausge- 

*· 1f 
dehnte Menge y bezw. x beschränkt sein müsse.

Dem ist hinzuzufügen, dass Harnack selbst späterhin1) 
den fraglichen Irrthum lediglich als Ausfluss einer incor- 
recten Ausdrucksweise erklärt und eine vollkommen
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J) A. a. 0. Nr. 7 am Schlüsse.
*) Math. Ann. Bd. 2G (1886) p. 667.



r i c h t i g e  F a s s u n g  der betreffenden Behauptung ange­
geben hat.

Ferner ist der von mir benützte und auf p. 56, 57 kurz 
bewiesene Hülfs-Satz:

l r ( . x ) - d x < f ( X ) - f ( x 0) < j r w d x ,
Xq  * 0

wie ich nachträglich bemerkt habe, in einem von Herrn Pasch ■) 
aufgestellten, etwas allgemeineren Satze als specieller Full 
enthalten.
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l) Math. Ann. Bd. 30 (1887) p. 158.


