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15

üeber einen Satz ans der Theorie der Formen.

Von A. Voss in München.

(Eingelaufen 7. Januar.)

Im V. Bande der Mathematischen Annalen hat

Herr Gordnn 1
) den folgenden Satz gegeben

:

„Ks sei F eine Form, welche p Reihen von Veränder-

lichen enthält*)

X
j , Xj, . • Xp \

.v
i ' y t

•

Z,,Z^ . Zp

;

und es sei symbolisch

F == (ax by c« .
. i ax = ^aj Xj , . . .

3
)

i

Enthält dann F als wirklichen Factor die vte

Potenz der Determinante der x,y, z.. M so ist der

symbolische Ausdruck des anderen Factors von

1) lieber Combinanten a. a. 0. S. 107 ff.

2) Die Determinante eines solchen Systems sei im folgenden durch

[xyz.-l

bezeichnet,

3) Eine solche Form ist weiter unten durch bezeichnet.

Digitized by Google



16* Sitzung der math.-phys. Classe vam 7. Januar 1888.

Fdie vte Potenz der Determinante der a, b, c ... ,

so dass wenn

X = [xyz..], R = [abc...]

bedeutet,

ist, wo Cr
p

eine numerische Constante bezeichnet.*

Da dieser Satz für viele Betrachtungen der Formen-

theorie fundamental ist, hat es vielleicht ein Interesse, einen

directen Beweis desselben zu geben. Einen solchen erhält

man aber auf folgendem Wege.

Man multiplicire die Gleichung

1) F = (ax b v cz ...r=S[xyz...r,

welche nach Voraussetzung stattfindet, mit der vten Potenz

der Determinante R der Symbole a',b',c' .... welche mit

den a, b, c... gleichbedeutend sind, dann entsteht

2) K" F = S [a' x b'
y c, . .

.

Alsdann zeigt eine sehr einfache Ueberlegung, dass der

rechterhand in 2) stehende symbolische Determinanten-

factor nur um einen Zahlenfactor von F verschieden sein

kann. Denkt man sich nämlich diese Determinante einen

Augenblick in der üblichen Form

a,
,
a
12

a
21
a„

a
Pl

a
P2

. . app

geschrieben, in der die Coefficienten C gleich der positiven

oder negativen Einheit sind
,

je nachdem die Permutation

aß...-/, eine positive oder negative ist, während die ersten

Indices sich auf die Symbole a, b,c, die zweiten auf die
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Voss: lieber einen Satz aus der Theorie der Formen. 17

Variabeln x,y,z... beziehen, und nun die rte Potenz nach

dem polynomischen Satze ausgeführt, so ist jedes Glied der

Entwicklung von einein Zahlenfactor abgesehen von der Form

• •

unter der Voraussetzung

Man polarisire nun die Gleichung 1 )
je r p v

v
. . . r- mal

nach x mittelst der Operation

(*£)>.?;)"-(»"£)''

WdlM'i

(f T

d
.r=(i£i

T

d )'

v fix/ V
,

dx k
'

zu setzen ist, und ebenso nach y, z... unter Einführung

entsprechender Variabeinreihen /;, C, . . . . Durch Ausführung

der Operation an der Determinante X entsteht ein I'roduct

von Determinanten, in denen die Elemente x,y,z.. durch

irgend welche der ersetzt sind. Man ersetze nun

die Ä Variabeinreihen i
s

durch diejenigen Werthe der x,y,

/... welche durch die Indices u l a2
. . . u

x
in 3) vorgeschrieben

sind; ebenso die f
; , C Alsdann entsteht bis auf einen

Zahlenfactor das in 3) stehende Aggregat. Rechterhand aber

kann, da die £, i
t
£ . . . immer nur durch die x,y,z... ersetzt

werden, nichts anderes als die Determinante X selbst (wieder

von einem Zahlenfactor abgesehen) auftreten, da alle übrigen

Tenne gleich Null werden. Demnach ist jedes Glied der

polynomischen Entwicklung bis auf einen solchen Factor

gleich der rechten Seite von 1 ), und man hat so unmittelbar

1888. Math.-pliys. Cl. !. 2
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4) [»', V, c , .
.]'• -

I
x y <

. •]' 8 ,v.
p
= Kjy , ,

wo yr ein« 1 von »' und p abhängige Zahl; also nach 2)

irF = y,,,,SF,

Ii
1

S = = Cr H* ,

wie zu zeigen war.

Durch eine ganz ähnliche Betrachtung lässt sich auch

der Werth von jv,, bestimmen. Man erkennt nämlich sofort,

wenn man den angegebenen Folarenprocess auf alle Variabel-

reihen mit Ausnahme einer, etwa der ersten, erstreckt, die

Nichtigkeit der Formel

r>) aV [b'y <•'*
. .

.]''= S
[
x y •/.... \" >v ,,_ i

Denkt man sich nun die Determinante

[a'xb'vC,.,
.]

nach den in Bezug auf die erste Horizontalreihe genommenen

rutcrdetermiiuinten entwickelt, so dass also letztere nur die

p— 1 Symbole b, c . . . enthalten und dann die ite Fotenz

ausgeführt, so zeigt die Formel 5) sofort, dass man jeden

'Perm der Entwicklung durch die rechte Seite von 1) mit

Hülfe eines Polaren processes ausdrücken kann. Und da jeder

Coefticient der Polynomialentwickelung die Form

v
'

•
i

•

' * • •
• 1

p
•

hat, so folgt hier ohne jede weitere Uechnung

wo N,- ,,
die Anzahl der Glieder einer homogenen Form t ter

Ordnung von p Variabelen oder die Anzahl der Tenne in

der polynomischen Entwicklung ist. Da endlich ;v, i
offen-

bar gleich Eins ist, hat man

;v = Xr
,,
Nr . . . . Xr

i
.



Voss: Ueher ehten Snfz nun der Theorie der Formen.

Die vorstehende Betrachtung zeigt, dass der Gordan'sche

Ssitz in folgender Weise erweitert werden kann.

Knthült eine Form, deren .symbolischer Aus-

druck von der Gestalt

ist. deren ein/eine Factoren also symbolisch durch

pra pb K iv

i'a «n» »V

zu bezeichnen sind, als wirklichen Factor das Deter-

111 in an ten pro du ct.

so ist der symbolische Ausdruck des anderen Factors

«regeben durch

C|a 1
»
1

. ..|
,,tt |b l ba ...p*[c , c«...'|

,v
...

Wie man sieht, kann also auf jeden symbolischen

Factor für sich der Gordan'sche Satz angewandt werden.

Lässt man jeden symbolischen Factor F£ in eine wirkliche

Form übergehen, so erkennt man, dass der numerische Factor

1' gleich ist dem l'roducte der Factoren

3*


