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Die Raumeinteilungeu, welche durch Ebenen erzeugt 
werden, von denen je vier sich in einem Punkt schneiden. 

Von It. Sauer in München. 

Mit U Textliguren. 

Vorgelegt von S. Finsterwalder in der Sitzung am 13. Juni 1925. 

In einer von mir gemeinsam mit Herrn H. Graf durch- 
geführten Arbeit1) wurde gezeigt, daß die Tangenten jeder be- 
liebigen ebenen Kurve 3. Klasse so angeordnet werden können, 
daß sie sich zu je dreien in einem Punkte schneiden und da- 
durch eine Einteilung der Ebene in Dreiecke herbeifuhren. Diese 
Einteilung der Ebene ist die allgemeinste durch gerade Linien 
vermittelte Dreieckseinteilung, bei der um jeden Knotenpunkt 
sechs Dreiecke herumliegen. Einen Sonderfall stellt das Netz 
der gleichseitigen Dreiecke dar. Dieses wird durch Hinzunahme 
eines vierten Parallelstrahlenbüscliels zu einem Möbiusschen Netz. 
Die Kurve 3. Klasse, deren Tangenten das Netz der gleichseitigen 
Dreiecke erzeugen, ist zu drei in gerader Linie liegenden Punkten 
ausgeartet. Die allgemeinste vorerwähnte Dreieckseinteilung durch 
gerade Linien erscheint sonach als eine naturgemäße Verall- 
gemeinerung des Netzes der gleichseitigen Dreiecke, indem an 
Stelle des in gerader Linie liegenden Punktetripels irgend eine 
beliebige Kurve 3. Klasse tritt, welche sämtliche netzerzeugenden 
Geraden berührt und den vom Dreiecksnetz überdeckten Bereich 
der Ebene begrenzt. 

*) II. Gral' und li. Sauer, Über dreifache Geradensysteme usw., Sitzungsb. 
der bayer. Akad. der Wiss., math.-naturw. Abt., 1924, p. 119 ff. Vgl. außer- 
dem: S. Finsterwalder, Mech. Bez. bei der Fhichendef., Jahresbericht der 
Mathematiker Vereinigung, G, 1897. 
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Eine Verallgemeinerung der angedeuteten Betrachtungen ist 
nach mehrfachen Richtungen möglich. Als bemerkenswert erweist 
sich insbesondere eine Übertragung der Gedankengänge auf den 
Raum, wobei an Stelle der drei Geradensysteme vier Ebenensysteme 
tresetzt werden. Es tritt hier die Analogie zwischen den ebenen 
Kurven 3. Klasse und den Developpablen 4. Klasse 1. Spezies 
deutlich zu Tage. 

Die Ergebnisse der Verallgemeinerung auf den Raum sollen 
in diesem Berichte in gedrängter Form mitgeteilt werden, ohne 
daß dabei alle Einzelheiten, vor allem die verschiedenen geo- 
metrischen Ableitungen und Beweise, ausführlich zur Sprache 
kommen können. 

§ I. Die allgemeinste durch Ebenen vermittelte Raumeinteilung in 
Tetraeder und Oktaeder entsteht durch passende Anordnung der 
Ebenen irgend einer beliebigen Developpablen 4. Klasse I. Spezies. 
Die Developpable samt dem zugehörigen Polyedergefüge kann linear 

erzeugt werden. 

Dem bekannten aus gleichseitigen Dreiecken gebildeten Netz 
in der Ebene ist die Raumeinteilung in reguläre kongruente Tetra- 
eder und Oktaeder analog, welche durch vier Parallelebenen- 
büschel in ähnlicher Weise vollzogen wird wie das Dreiecksnetz 
durch drei Parallelstrahlenbüschel. 

Wir stellen folgende Frage: 

Welches ist die allgemeinste Einteilung des 
Raumes durch Ebenen, von denen je vier sich in 
einem Punkt treffen? 

Die gesuchten Raumeinteilungen können durch eine Defor- 
mation des regulären Tetraeder-Oktaeder-Gefüges entstanden ge- 
dacht werden, wobei die erzeugenden Ebenen eben bleiben und 
die Zusammenhangsverhältnisse sich nicht ändern. An Stelle der 
regulären Tetraeder treten nicht reguläre Tetraeder, an Stelle der 
regulären Oktaeder allgemeinere Achtflächner, welche im folgenden 
schlechthin als Oktaeder bezeichnet werden und welche durch die 
Eigenschaft gekennzeichnet sind, daß in jeder der sechs Oktaeder- 
ecken vier Seitendreiecksebenen Zusammentreffen. 
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Um die allgemeinste Raumeinteilung von der verlangten 
Beschaffenheit zu finden, geben wir eine lineare Konstruktions- 
methode an, welche auf die Erzeugung jedes beliebigen durch 
Ebenen hergestellten Tetraeder-Oktaeder-Gefüges anwendbar ist. 

Zugrunde gelegt wird ein beliebiger Achtflächner ABC BEF 
(Fig. 1). Durch Erweiterung der Seitenebenen ergeben sich die 
acht Nachtbartetraeder. Durch eine der äußeren Tetraederecken, 
/,. B. durch 6r, kann eine Ebene s beliebig vorgegeben werden. 
Dadurch ist dann etwa das zwischen den Tetraedern ABEG und 
AB FH liegende Oktaeder aus sieben Ebenen bestimmt. Die 
achte Oktaederebene wird durch lineare Konstruktion gefunden 
und legt wiederum, ähnlich wie vorher die Ebene e, ein Okta- 
eder fest, nämlich etwa den zwischen den Tetraedern ABFH 
und BCFJ einzuschachtelnden Achtflächner. Fügt man an die 
Oktaeder jeweils die Nachbartetraeder an, so läßt sich dieser 
lineare Prozeß Schritt für Schritt unbegrenzt fortsetzen, ohne 
daß irgend welche Willkürlichkeiten dazu treten. 

Wir behaupten, daß der Erzeugungsprozeß sich schließt und 
dadurch tatsächlich ein Polyedergefüge der verlangten Art liefert, 
d. h. daß man jedesmal wieder auf die ursprüngliche Ebene, 
z. B. auf r, zurückkommt, wenn man die Konstruktion auf irgend 
einem Wege im Kreise herumfuhrt, z. B. über die Punkte G, H, 
•/, K, L, 71/, G. Um dies einzusehen, ist zunächst zu beweisen, 
daß alle Ebenen eines Tetraeder-Oktaeder-Gefüges, wie sie in den 

K 
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beschriebenen Erzeugungsprozeh eingehen, einer Developpablen 
4. Klasse 1. Spezies angehören, d. h. eine Schar von Flächen 
2. Klasse umhüllen. Diese fundamentale Tatsache ergibt sich in 
analoger Weise wie die in dem eingangs zitierten Sitzungsbericht 
abgeleitete Eigenschaft der ebenen Dreiecksnetze, daß alle netz- 
bildenden Geraden eine Kurve 3. Klasse umhüllen. An Stelle des 
dort zugrunde gelegten Satzes über die neun Grundstrahlen einer 
Schar von Kurven 3. Klasse und eines Satzes von Chasles1) tritt 
hier folgender Satz: 

Wenn sieben Ebenen eines allgemeinen Oktaeders einer 
Developpablen 4. Klasse 1. Spezies angehören, so berührt 
auch die achte Oktaederebene diese Developpable.2). 

Wenn man nun weiß, daß alle Ebenen des Tetraeder-Okta- 
eder-Gefüges eine Developpable 4. Klasse 1. Spezies umhüllen, so 
findet man den zu beweisenden Schließungssatz in einfacher Weise, 
weil durch keinen Punkt mehr als vier Ebenen an eine Develop- 
pable 4. Klasse 1. Spezies gelegt werden können. Weiterhin ist 
aus der Eindeutigkeit der Konstruktionen ersichtlich, daß jedes 
beliebige Polyedergefüge von der verlangten Beschalfenheit auf 
die angegebene Weise erzeugt werden kann, wenn man nur das 
Ausgangsoktaeder und die Ebene e entsprechend wählt. 

Ebenso wie bei der regulären Tetraeder-Oktaeder-Einteilung 
treffen auch bei diesen allgemeineren Polyedergefügen in jedem 
Knotenpunkt, in denen sich vier Ebenen nach sechs Kanten schnei- 
den, sechs Oktaeder und acht Tetraeder zusammen, welche ins- 
gesamt ein größeres Oktaeder bilden. Längs jeder Polyederkante 
sind zwei Oktaeder und zwei Tetraeder benachbart, jede Polyeder- 
seitenebene trennt ein Oktaeder von einein Tetraeder. 

Die das Polyedergefüge umhüllende Developpable teilt den 
Raum in solche Gebiete ein, durch dessen Punkte je vier, und in 
solche Bereiche, durch dessen Punkte nur je zwei oder überhaupt 
keine reellen Ebenen der Developpablen gehen. Das Polyeder- 
gefüge ist nur in den erstgenannten Gebieten reell vorhanden 

b H. Graf und R. Sauer, Uber dreifache Geradensyateme usw., Sitzungab. 
der bayer. Akad. der Wiss., math.-natm w. Abt., 1924, p. 124. 

2) Th. Reye, Die Geometrie der Lage, III.  Teil, 1892, p. 195. Aus der 
dort angegebenen Aufgabe 4G folgt leicht der oben zitierte Satz. 
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und schlägt an der umhüllenden Developpablen um, ähnlich wie 
sich die ebenen Dreiecksnetze an der umhüllenden Kurve 3. Klasse 
umwenden. Es kommt dadurch eine mehrfache, im allgemeinen 
unendlich vielfache Raumerfüllung durch das Polyedergefüge zu- 
stande. Nur hei passender Wahl des Anfangsoktaeders und der 
Ebene e liefert der Erzeugungsprozeß ein den Raum einfach er- 
füllendes Polyedergefüge, indem nach dem Umschlagen an der 
Developpablen wiederum die vorherigen Ebenen sich ergeben. 

Wie jedes Polyedergefüge eine Developpable 4. Klasse 1. Spezies 
ills Umhüllende hat, so können umgekehrt die Ebenen jeder be- 
liebigen Developpablen 4. Klasse 1. Spezies so angeordnet werden, 
daß sie den Raum in Tetraeder und Oktaeder zerlegen ; denn man 
kann die Ebenen des Ausgangsoktaeders und die Ebene e in dem 
vorher beschriebenen Erzeugungsprozeß so wählen, daß sie eine 
vorgegebene Developpable 4. Klasse 1. Spezies berühren. Der An- 
iängsknotenpunkt und die Größe des Anfangsoktaeders (die „Zellen- 
weite“ des Polyedergefüges) sind dabei noch willkürlich. 

Wir formulieren die bisherigen Ergebnisse in folgendem Satz: 

Jede beliebige Developpable 4. Klasse 1. Spezies 
kann durch eine lineare Methode eben en weise er- 
zeugt werden, wobei die einzelnen konstruierten 
El)enen den Raum in Tetraeder und Oktaeder ein- 
teiien. Dieses Polyedergefüge ist die allgemeinste 
durch Ebenen vermittelte Tetraeder-Oktaeder- 
Einteilung. 

Bemerkung: Durch duale Übertragung ergibt sich eine denk- 
bar einfache lineare Konstruktionsmethode für die allgemeine Raum- 
kurve 4. Ordnung 1. Spezies, d. h. den vollständigen Durchschnitt 
von zwei Flächen 2. Ordnung, sowie der bemerkenswerte Satz: 

Auf jeder Raumkurve 4. Ordnung 1. Spezies und nur auf 
diesen Raumkurven können Punktsysteme angegeben werden, 
welche die Eigenschaft haben, daß jede Ebene durch drei Punkte 
des Systems die Raumkurve noch in einem weiteren Punkte des 
Systems schneidet. 


